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Heber  die  nautiscbe  Aufgrabe: 

Kiis    den   gemessenen  Hüben    zweier 

Sterne,    deren    Kectascensionen    nnd 

Decllnatlonen  bcliannt  sind,    und  der 

Zvrischcnzeit  der  beiden  Beobacbtun^ 

^en  die  Polböbe  und  die  Zeit  zu 

bestimmen. 

Von 

dem  Herausgeber.  ■• 


Eine  der  ivichti^sEen   Methode»,  zur  Sco   Hie  Polh&fae,  oder 
?  Breite,   und  die  ieit  äii  bestimmen,    liietct  wegen   der  Allge- 
meiiilii-it   ihrer  Aniienduns  und  der  Leiclitii^lieit  der  annuBtellen 


den  Ke(ibuchtiiti|;6n  jedenfalls   die  Aufgabe  dar 
Aus  de 


ier  Sterne,  deren 
bekannt  Bind,  und 
Achtungen  die  Pol- 


neshalb  auch  iiir  diese  Aufgabe  theila  directe  u 
theik  indirecle  und  bloss  annähernde  Aullüsui 
grosser  Anzahl  schon   gegeben  worden  sind. 

Ursprünglich  nurde  jedoch  diese  Aufgabe  ni 
erneiterten   Gestalt,    sondern  in  der  folgenden  viel  < 


I   teren.  Gestalt  zur  Breiton- 
1  Vorschlag  gebracht: 


1  der  obigen 
InseschräolE- 


und  ZeUbestimmung    auf  der  See  i 


J 


Ihcssencn  Hüben  eines  Sl 
iire  bekannt  ist,  inst 
neu  Sonnenhöhen,  and  der 
eobadituMgen    die   Pülli.ihc 


B,  desse' 
ndere  am 
sehen 


I 

I 


Wer  diese   ivicht]i>e   Itletfaode,    die    Breite  und  die  Zeit  z 
See  zu    beetimmen,    zuerst  in  Vorschlag  gebracht  hat.    habe  i 
mit  rüiliger  Bestimmtheit  nicht  ermitteln  kiinnen,   und  muss  mi 
daher  begnügen,  was  zwei  geachtete  astronomische  und  nautisch^ 
Mcbriftsteller  hierüber  sagen,  im  Nachstehenden  anzuführen: 

In  der  Sammlung  astronomischer  Abbandlungen, 
Beobachtungen  und  iSachrt«li  ten,  herausgegeben  voi 
J.  E.  Bode.  Erster  Snii  iiUment-Band  zu  desse 
nomiscben  Jahrbüchern.  KerMo.  1793.  S.  42.  sagt 
in  einer  Mute  zu  einer  von  Peter  Kieuwland  nnter  dem  Titeli 
Lieber  die  Methode  des  Herrn  Douwes,  aus  zneieB 
ausser  dem  Mittagskreis  beobachteten  Sonnen  h5lie4 
die  Breite  eines  Ortes  xu  finden,  verüffentlichten  eefar|pite 
Abhandlung  über  unser  Problem  über  dasselbe  Folgendes:  „Petie 
Nonius  oder  NunneK  tind  Robert  Hues,  ein  Magus  de.s  E&4 
of  JNorthumberland  und  Thomas  H&iriots  vertrauUwW 
Freund,  haben  meines  Wissens  diese  Aufgabe  zuerst  vorgetragen? 
erstercr  in  seinem  Werke  De  Crepasculis*),  letzterer  in  sei- 
nem Tructat  De  Globis  et  eorun  usu.  Lugduoi.  8vo.  Vof! 
einem  gewissen  John  ChllmeadIHr.  öf  A.ol'.  Christ-C 
in  Oxon.  wurde  lÖ^'i  eine  von  Job.  Jsac.  Pontanus  mit  A» 
..merkungen  versehene,  aber  verstümmelte  Ausgabe  in's  Englistte. 
übersetzt,  unter  dem  Titel:  A  learned  Treutl^e  of  Globes: 
both    coetestiall  and    terrestriall :  with    their    seveial 

uses,  w ritten  first  in   latine   by  Mr.  Itobert  Hui_ ^ 

by  bim  so  published  etc.  Lond.  8vi..  Daselbst  stehet  dit 
Aufpbe  auf  der  ISSsten  Seite  Cap.  VI.  und  wird  vermittelst  d» 
Globus  aufgelöst." 

Dagegen  spricht  sich  Don  Josef  de  Mendoza  y  Rioall 
der  Abhandlung:  Uecherches  sur  les  Principaux  PcofaU^ 
nies  de  l'Astrouomie  Nautique  (Philosophioal  TraDS 
actions.  17(17.  Part.  I.  p.  45.)  auf  folgende  Art  über  den  erst« 
Erfinder  unserer  Aufgabe  in  ihrer  obigen  eingeschriinkteren  G{ 
stalt  aus:  „Le  celebre  Pierre  Nunnez  (ou  Nonius)  s'occu[k 
be&BGoup  des  moyens  de  d^termlner  Ja  latitude,  et  apr^s  i 
dfSmontre  la  faussete  des  rttgles  nubliees  par  P  terr  e  Ap 
nian  (CosTuosrapiiia}  et  Jacob  Ziegler  (Oommeiitariui 
in  secundumlibrum  Naturalis  Historiae  PHnii)  Udou 
differens  problenies  de  son  invenlion,  et  entre  eux  celui  qu'on  U 
sollt  psr  deux  hautenrs  et  l'arc  d'horizon  oompris  par  Ics  vm 
canx  de  l'ustre    (De  Arte  atque  Ratione  Navigandi.    1S7S 


•}  Kacli  anderen  Angalien  «oll  sicli  dnc  AuflSaung  mit  Hülfe  tt 
Glnhns  vnn  Pctor  Noniui  In  dcaaen  Rucbc:  De  Obscrv.  Kegiil'i 
Jnslrum.  Geuinelr.  h\b.  lt.  Cnp.  \IV.  befinden. 


i 


De  Ok^erv.  Kegol.  et  Instrum.  Geonietr.  etc.;  Je  n'ai 
p*K  pu  eclaitcir  cclui  igiii  le  pieniier  aubstitua  an  lieu  du  dernier 
element  I'btc  de  I'equateur  compris  entre  les  borairce,  uu  bien 
l'intervalle  de  tems  entre  lea  obeervations ;  mais  on  trouve  cette 
snttition  enoßi'e  comiue  une  chose  connue  ()uoitiue  peu  utile  dans 
le  trftit^  Üe  Globis  et  enrnni  Van  par  Robert  Hues.  (Je 
n'ai  jamais  vn  la  pn-niiere  edition  de  ce  livre;  celles  que  Je  con- 
«nis,  outre  les  traductioos  en  Atiglois  et  en  Fraii^oia,  sont  iine 
cum  Aiinott.  J.  Jsaaci  Pontani.  Ämst.  1617.  et  une  autre 
üiou.  16li3.).  Le  procede  mentionnö  par  Ilues  exige  l'usage 
des  glubes." 

Nach  dienieti  Zengnis.sen  scheint  also  in  der  That  der  vorher 
erwähnte  Robert  Hnes  der  erste  Erlinder  unserer  Aufgabe  in 
Ihrer  eingeschränkteren  Gestalt  zu  sein,  obgleich  zu  »unschen 
näre,  dass  in  den  Sohrirten  des  Nonius  scmst,  deren  Einsicht 
mir  leider  nicht  zu  (>ebote  st^ht,  genaue  Nachforschungen  an!;e> 
stellt  würden,  mit  ivelcher  Aufgabe  derselbe  sich  eigentlich  be- 
schaffst  hat,  tvo2u  ich  daher  lieaer,  denen  reichere  titer  ans  che 
Htilfsquellen  als  mir,  namentlich  in  der  älteren  astrononiischen 
und  nautische»  Literatur,  zugänglich  sind,  aufzufordern  mir  eriau- 
ben  möchte,  zugleich  mit  der  Bitte,  dieselben  im  Archiv  der  Ma- 
thematik und  Physik  mitznlbellen. 

In  der  oben  gleich  im  Eingange  angegebenen  sehr  emeiter* 
ten  Form  ist  aber  das  Problem  z.uerst  nchaudelt  worden  van 
Gaues  in  dem  Programm:  Methodum  pecnliarem  elevatio- 
nem  poli  determinandi  exi>licat  sim;ilque  praelectio- 
nes  suas  prosimo  semegtri  habendas  indicat  D.  Caro- 
las Fridericns  Gauss,  Ästronomiae  P.P.  O.  Gottingae. 
180S.,  von  welchem  ein  ziemlich  ausl'ührlictier  Auszag  sich  aacli 
in  der  Monatlichen  Correepon  denz.  1809.  Februar. 
S.  134.    befindet. 

Es  ist  nun  keineswegs  meine  Absicht,  alle  bekannten  theils 
Völlig  genauen,  theils  nur  annähernden  Auflüsungen  unserer  Auf- 
Eabe  in  ihrer  eingeschränkteren  oder  erweiterten  Gestalt  von 
Uouwes,  Gauss,  Moli^eide,  Llttrow,  Hazewinkel, 
Lobatto,  Caillet  (Vater).  Pngel  und  Andern  in  diesem  Auf- 
satze zu sammenz »stellen,  indem  man  darüber  in  den  meisten 
Lehrbüchern  der  SchifTfahrtskunde ,  namentlich  in  dem  Hand- 
buche der  Schifffahrtskunde  von  C.  Rümcker.  Vierte 
Auflage.  Hamburg.  1844.  S.  141.  ff.  S.  133.  ff.,  in  dem  nur 
erst  ganK  neuerlich  erschienenen,  wegen  seiner  streng  wissen- 
.Echaftlicben  Abfas.sung  und  Darstellung  sehr  zu  empTeblenden 
Traite  elementaire  de  Navigation.  Par  V.  Caillet,  Exa- 
niinateur  de  la  Marine.  Cours  de  l'Äcolc  navale.  — 
Ir.  annöe  d'etudes.  T.  1.  Texte.  Brest.  1848.  p.  19L  T.  IL 
Tables.  Brest.  1S46.,  auch  in  dem  Handbudie  der  prak 
tischen  Jieefahrtskunde  vort  Dr.  Eduard  Bobrik. 
Band  iL  Zürich  und  Hamburg.  1846.  S.  1477.  sehr  genü- 
gende Auskunft  findet.  Vielmehr  ist  es  meine  Absicht,  in  die- 
Aufsatze  ein  Paar  neue  analytische  Auflösungen  zu  geben, 

lüglich  aber  aucb  eine,  wie  ich  glaube,  sehr  einfache  nnd  elegante 


Construction  unserer  Aufgabe  auf  analytischem  Wege  zo  ent- 
wickeln ^  die  ich  wenigstens  in  theoretischer  Röcksicß,  nament- 
lich auch  weil  sie  ganz  allgemetn  für  die  Aufgabe  in  ihrer  erwei- 
terten Gestalt  gilt,  für  sehr  bemerkenswerth  und  interessant  halte. 
Das  Weitere  über  diese  Construction ,  namentliclr  auch  was  das 
Historische  und  Literarische  betrifft^    wird  späterhin  vorkommeo. 


§.  2. 

Die  bekannten  Rectascensionen  und  Declinationen  der  beiden 
beobachteten  JSteroe  wollen  wir  durch  a^  a*  und  d,  i%  die  beiden 
gemessenen y  wegen  der  Strahlenbrecbuns  und,  wo  es  nutbig  ist, 
auch  wegen  der  Parallaxe  auf  bekannte  Weise  gehurig  verbesser- 
/ten  Höhen  derselben  durch  A,  A'  bezeichnen;  ferner  seien  t,  t 
die  gleichzeitig  beobachteten  in  Stunden  ausgedruckten  Zeiten 
der  :L7hr,  und  a>,  a>'  seien  die  entsprechenden  Stundenwinkel. 
Nehmen  wir  nun  zuerst  an,^  dass  die  Dhr  genau  nach  Stemieit 
gehe,  bei  der  Sonne  nach  mittlerer  Sonnenzeit,  so  ist,  wie  dwrdi 
eipe  einfache  Betrachtung,  wenn  man  nur  gehörig  erwS^t»  wie 
in' der  Astronomie  die  Stundenwinkel  und  geraden  Aufsteiganges 
genommen  zu  werden  pflegen,  sogleich  erhellen  wird: 

(0=15/— a  oder  «=15/-c-f360«, 
jenachdem 

15/— a^O  oder  15/— a<0, 

d.  li.  jenachdem  15/— a  positiv  oder  negativ  ist;  und  ganz  ebenso 

a)'  =  15f— a'  oder  c»'=15/'- a'+360<>, 
jenachdem 


15/'— «'^O  oder  15/'-«' <ü 


d.  h.  jenachdem  15f — a'  positiv  oder  negativ  ist.  Die  Rectascsn-  T 
sionen  «,  a'  müssen  hierbei,  da  /,  if  in  Stunden  ausgedrückt. av-  u 
genommen  worden  sind,  in  Graden  ausgedrückt  sera,  und  die  '' 
Stnndenwinkel  a>,  to'  sind  dann  natürlich  auch  in  Graden  ausge- 
druckt.   Folglich  ist  entweder 


oder 


(0  —  ö'  =  15  (/—/')  —  («—«') , 

I 

CO  -  ß)'=  15(/— /O  -  («—«')  -  360O , 


i 

1 
h 

a 


oder 


«-©'=  15(/-/') — (a-ft')  +  380^; 


1  setien  tvir  aUo  allgemein 

1)     Ö=]5((-f)-(a. 


,  .,  1  die  Grüsse  6  aus  den  beobachteten  Zeiteu  der  Uhr  und  ilen 
bekaiinteo  Rectascensionen  der  beiden  beobachteten  Sterne  immer 
leicht   berechnet  nerden   kann,    und  daher   eine  bekannte  Griisse 


i=0,  oder  X^  —  l,   oder  A=  +  1 


ist.     Also  ist,    wie  leicht  mittelst  der  bekuniiteo  goiiioinetrischer 
Formeln  erhellet,  in  völliger  Allgemeinheit: 


3) 


»s(£a— (oT=cosö,  sin  (to— m')  =  sin« . 


Bisher  ist  der  Eiofachheit  tvegen  angeuonimen  ivorden ,  daäs 
die  bei  den  Beobachtungen  gebrauchte  Uhr  genau  nach  Sternzeit 
gebe,  wofür  bei  der  ISoone  immer  mittlere  Sonnenzeit  zu  setzen 
ist.  Weil  aber  vermute  der  Gleichung  1)  die  Grüsse  6,  um  deren 
Bestimmung  es  sich  iiier  zunächü^f  handelt,  bloss  von  der  DiiTe- 
tena  t — t'  der  beiden  beobachteten  Zeiten  abhän^it,  so  ist  klar, 
daas  es  hier  gur  nicht  auf  den  sogenannten  Stand,  sondern  nur 
ftuf  den  sogenannten  täglichen  Gang  der  Uhr  ankommt;  und 
gebt  also  die  Uhr  nicht  genau  nach  8terDzeit,  so  niitss  man  we- 
n^tens  ihren  täglichen  Gang  aus  andern- ei tieea  Beobachtungen 
genau  kennen,  um  danach  die  erforderlichen  Correctionen  vomeh- 
men  zu  künneii.  Unter  dem  täglichen  Gange  einer  Uhr  versteht 
man  aber  bekanntlich  das  Zeitiotervall ,  welches  die  Chr  in  einem 
Tage  mehr  oder  weniger  als  '24  Stunden  weist,  indem  man  zu- 
eleich  dieses  Zeitintervall  im  ersten  Falte,  wenn  nämlich  die 
Chr  in  einem  Tage  mehr  als  '24  Stunden  ^veiset,  d.  h.  voreilet 
oder  accelerirt,  eis  positiv,  im  zweiten  Fälle  dagegen,  wenn  näm- 
lich die  Uhr  in  einem  Tage  weniger  eis  24  Stunden  weiset,  d.  h. 
nachbleibt  oder  retardirt,  als  negativ  betrachtet.  Bezeichnen  trir 
also  mit  Rücksicht  hierauf  den  aus  anderweitigen  Beobachtungen 
genau  bekannten  tgglicben  Gang  der  bei  unseren  jetzigen  Beobacb' 
tangen  gebrauchten  Uhr  ge^en  Sternzeit  oder  bei  der  Sonne  gesen 
niimere  Sonnenzeit  durch  G',  das  dem  aus  den  beobachteten  Zei- 
ten t,  l'  abgeleiteten  Zeitintervalle  t^t'  entsprechende,  in  wirk- 
licher Sternzeit  oder  bei  der  Sonne  in  wirklicher  mittlerer  Son- 
neozeit  ausgedrüclite  wahre  Zeilintervall  aber  durch  t  —  v';  ao 
haben  wir  offenbar  die  Proportion  .  ,^ 

wobei    immer    alle  Zeiten    in    Stunden    ausgedrückt    auErenommen 
werden,  und  es  ist  also  nach  dieser  Proi>ortion: 


24  ...  «-^f 


4)     r-r'=37-r-7^(^-<')  = 


24  +  G^'       '~    ,.   G    ' 

oder«  unt^i^e^  V.oiatt«8etzuagy  das/»  die  Uhr  uabe.  beseitigt  und 
also  ^i  6lh  sehr  kidner  firucli  istr  ^  .  .  • 


I  « < 


5)    ,_r'={l-|+(gy-(|)'+...l(|-f). 
also  Däherungsweise : 

6)  t~t'=xa-^)  (f^t).  .     ._ 


Gebt  demoaeb  die  bei  den  Beobachtungen  gebrauchte  Uhr  nicht 
genau  nach  Sterozeit  oder  mittlerer  Sonnenzelt»  ist  al^r,  wie  hier 
vorausgesetzt  werden  muss,  der  tägliche  Gang  aus  anderweitigen 
Beobachtungen  genau  bekannt,  so  muss  man  mittelst  der  obigen 
Formeln  t-^x'  berechnen ,  und  dieses  r— r'  statt  t—4f  iir  deti  Aus- 
druck 1)  von  $  einführen ,  wodurch  sich 

7)     d=:l5<T-ir')  — (a— «0; 

"  ■  *  . 

oder  vdllig  entviiekelt 


I. 


8)     0=;:  24+^ «-<0 -(«-«')  =-^- -(«-«7 i  .  :;i.; 

1+24  ' 


• .    . ' ; 


G  . 

oder»    wenn  o?  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist, 

oder  näherangsweise 

10)    /^=l5(l--^)(^^t)-<(#^0 

ergiebt 

Nachdem  man  die  Grösse  6  nach  der  vorhergehenden  Atttei- 
tung  genau  berechnet  bat,  kann^  man  nun  zu  der  AnflSsung-  taxier 
rer  Aufgabe  selbst  schreiten ,  wie  jetzst  in  den  folgenden  Paragra- 
phen gezeigt  werden  soll. 


•         ■  I 


$.  3. 

BeaEerehnen  wir  die  Polbuhe  des  BedbachtutigscAis  /  deren 
Bestimmung  der  nächste  und  hauptsächlichste  Zweck  unserer 
Aufgabe  ist,  durch  9,  so  haben  wir  nach  den  Lehora  der  sphäc 
rischen  Astronomie  bekanntlich  die  beiden  folgenden  ganz  alige- 
mein  göltigfo  jSIeichungen: 

>  ^_       UinAsssinfeiu^i-f  cosocos^cot^, 
f8inA'=:sin£'sin9>  -f  coso'  cosd'  cos(p ; 

•■   l!.     ■.•'.■     ■  ;'  ..... 

r       §      * 

ntvi  nehmen  wir  also  zu  di^en  beiden  Crleichunmi  noeh  4i^' äau; 
ihm  Torhergehenden  Paragraphen  bekannte  Gleichung 


12)    ©— «'^ö+JL.SeO«^, 


.'• 


wo  X:=:0,  «— 1,  +1;  oder  statt  derselben  eine  der  beiden  ganz 
allgemein  gültigen  Gleichungen 

13)    cos((»— a)0=co8Ö,  sin((» — (ioO=sin0; 

so  hi^b^n  wir  offenbar  zwischen  den  drei  unbekannten  Grossen  q>, 
m,  oafj  drei  iausser  diesen  unbekannten  Grössen  nur  bekannte  Gros- 
sen enthaltende  Gleichungen ,  mittelst  welcher  sich  also  die  drei 
In  Redd-  stehenden  unbekannten  Grossen  bestimnen  lassen  iwiis^ 


sen ,  weshalb  es  jetzt  bloss  auf  die  Auflösung  idiesef  di»i 
chuDgen  ankommen  wird,  was  auf  verschiedene  Arten  möglich  ist, 
von  denen  wir  einige  in  den  folgenden  Paragraphen  kennen  ler- 
nen werden. 


$.  4. 

Zuerst  wollen  wir  auf  Töll^  directe  Weise  die  Polhöhe  q>  un- 
mittelbar aus  dep  durch  die  ßeobaohtungen  gegebenen  Stücken 
zu  bestimmen.  4Hiehen. 

■  « 

Weil  nach  dfer  ersten  dar  beiden  Gleichungen  13) 

cosd=:cosa>«Qs^' ^-MBfosino' 
Und  nach  den  Gleichungen  11} 

i 
i 

mnA*— sindsfno)  ,     sinA'  — sind'sino 

COS09=: 5 9     cos©  = i; — 

cosocosg)  coso  cos9> 

ist;    so  erhält  man    zur  Bestimmung  von  q>  unmittelbar  die  bloss 
noch  diese  unbekannte  Grösse  enthaltende  Gleichung 


8 


8inh — sind  61110}   sinA^— -Bin^^sing? 
co86=  -  


cosdcos^  cosd'cos^ 


ode^>  wie  man  ieScht  findet:      .   :  -.;!    .^       :.....;,.. 

cos^cosd'cosdcos^^ — (sinÄ — sindsin^)  (sfinÄ'— Bniff'slngi)t==  ' 
+V^|cosd*^cos9*— (sinÄr^Äind8in^)*){ca»Ä'^coa^*^(sinA' — ain^'sing))*. 

Wenn  man  nun  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichnng  quadrir^ 
aufhebt,  was  sich  aufheben  läs^t^  ddtia*  dieaieibe .- dur/i^;.,cp9g>?. 
dividirt,  was  wenigsteas  unter  ideriV^aossetzung^/^^J^r'^Hiiif 
9=90^  ist,  jedenfalls  verstattet  ist^  so  erhält  man  nach  einigen 
eanz  leichten  Transformationen  ziir .  Bestimmung  von  q>  die 
Grleichung: 

14)    0=  cosd^cosö'asinö^cos^«^     1  ,     :  ;=      ..;.;:.    u 

— cos|ä^(sinÄ/— :,sin5'sing>)^  , 
— ■cos^'*  (sinA — sinÄ  sin  9)* 
4- 2cosdcosd'cosd(isin  AT-'Sip^sin9:>)(8in  A'-:-stn<S'sing>}  5 


• '"       -  I !  •  •  •  t.i       •  ■ .     j . ■ : . 


oder  nach   gehöriger  Entwickelung , .  wenn   man   augleich..^^^^ 
durch  sinqi^  ausdrückt:: 

15)    0=   cosd^sinA'*  ' 

+cos«'2sinA2  '     ''''' 

— .  cosö^cos^'^sinÖ^ 

—  2cosdcosd'sinAsinA'cosd 

cosd^sin^'sinA'  . 
J+cösÄ'^sinÄsinÄ 
*  ~  sind  cosAcosd' sin A'cosd 
^  sind^cosd  cbs^  siii  A  cosd 

eosÄ»8inÄ^ 
+  cosd'«sin^ 

+  cosd2cosÄ'^si«ö^  ^^^"^^  ^'"'^  "'^ 

^  —  2  sindcosd  sind'  cosd'  cos6^ 

Das  von  sin^  unabhängige  Glied  dieser  Gleichung  ist: 


•''.. 


rl-«iiiAS8iAA'2i 
o   .,— 2^jDAsuiA'cosdcüsd['cosö , 

+ca«Ä^cosÄ'*co&ö«  >        !•' 

+  (sioAsinA' — cosäcosä'cosö)*  . 
iiffDiBii  Coeffident  voD  .^-^2810^  Mt:    •  :  •  >  r  !  •    } 

'  ?    ;    .  '■"  :'•  ,\ '.'1  f. '■•;:;  r-;:' 

cosd  sinA'(cos£  svnS' — smS  cosd'  cosd) 
+  cosÄ'  sinA  (siDÄ  cosä'  —  cosÄ  sinÄ'  cosd) . ' ' 


Der  CoefficieQt;tea  sitt^^  Ut  eodlicb: 


II« 


_ .  \ 


f 

'  ■  I 


■  j^ 


••  '.       ,1..       ,  •■       •,, 

+cosö«8inÄ'a 

-•    ..•,....■  ....  ., 

+sind*cosÄ'*  . 

.  V  +cosd*,ciosd'* 

.  '•  .        ' 

--^  2  sind  cosd  siiD^cos3' cos6f 

,  ■    )  ■  ^.  '■•'.•.■ 

—  coso*  cosd'*  cosö* 

—  (siD^sind'-f  cosdcosd'cos^)^ 
f      ;    ;  :      =1— (slhiS3ind'+coBiicbsa'cos(9)«.  .    V^^"' 


I-       i!    -. 


'     1  '! 


'Sil'  ••  »•••  II, % 

..'«•yj  ■-:  ••  ';    .  )■    ■       '    .         ■■•.5  •....;.  ..,1!»   •:■••.   ;  l-':-.lii 

Folglicb  ist  unsere  obige  quadratische  Gleicbuug: 

1^     Ö2^ rT-<cosiP -r.siiiA*) (cQsd^^aioA'*)  .  ^ •      ^<      > 

-f.  (sidA  sinA'  --  eosÄ  cosd'  cosö)* 

cosdsinA' (cosdsind' — sindcosd'cosö)  j 
""  ^  (  +  cos6'sinA(sindeos«'— cdsÄslnÄ'ios«)!^^*''^:/ 

+  { 1,^  (sin*5a»^4:iH>sÄco»«'€p8d>? j siiuj^*.   ,5 


V        • 
■ :   ',  ■>   . .    f  •  •  .  • 


Nimmt  man  mit  dieser  Gleichung  die  gewöhnliche  Verwand- 
lung der  quadratischen  Gleichungen  vor/ so  wird  dieselbe: 

;   •. 


-f-  coitS'8\nh(a\n8co«6'>^m»Mn8'co8d)\ 
["'"''         1  -(sin«  sind' -f^joB**«**'«©^«)« 


•_  »• 


_(cosffl--sinA^)(cosyg— 8iDA^H[MpA«itiA^--<;osgcosycosö)» 
""  1  —  (sindsind'  +  ewOcö^^oBS)* 


• '       .'       ^  > 


cosd  sinÄ'  (cosdsini'  —  sini  cöi^a' C08d)\  * 

j+  cos^sin  A  (sipfcosy  ;^  cos  Jsin^  codS)  \ 

"*■  (       1  ^  (ölndsind  +  cosibosycöisö)^  """ )  ' 

.  >  ■      .  '■*     ,     •    .    •■■.•. 

Der  Zähler  des  Bruchs,  in  welchen  sich  die  beiden  Glieder 
auf  der  rechten  Seite  des  Gleichhcitssädhens 'inotlieser  eieidiung 
zusamniejiziehen  lassen,  ist: 


';i'.2r-sinÄ'«l  \   ; 


—  (sinAsinA' — cosdcosd'cosö)* 

—  (cosd^— sinA»)  (cosd'^— siiiA^)(«iiidsiiit'4^oe«dcos4'co8^)> 
+  (sinAsinA'—  cosdcosd'cosd)'(sindsind';j|-cosdcosA'cosd)^ 
+  cosd*sinA'*(cos&lnd'— sindcos/5'cosÖ)* 

+  cosd'^sinA*  (si  ndcosd' — cosdsind'cosÖ)* 

-f  2co8dcosd'sinAsinA'(cosdsind'  —  sindcösd'cosd) 

><  (sind  cosd'  — ^^sd  siäd'  cosd) . 

*" 

Entwickelt    man    nao  in  4iesem  Zähler  das  Glied,    welches 
sinAund  sinA'  gar  nicht  enthält«  ferner  jedes  der  Glieder,  welche 

i  ■ 

sinA^,  Bmhf*,  sinAsmA^,  vinA^inA'« 

enthalten^  für  sich,  so  Qn|tet  man  mit^Ut  einiger  leichten  gonio- 
metrischen  Transformationen,  d^ren  Äusrahrung  füglich  dem  Leser 
überlassen  bleiben  kann,  dass  sich  dieser  Zähler  auf  die  Fp/m 

•»       •«  .  ^- (1  — (sindsind' +cosÄcosd'cosö)* — sinA^— sinA'*^ 
cosd«cosd'«sm(9«  .  or„u:j5^nÄ'r^Ätf»;*«4.-Ao«Ä*hfiÄ'^ft«Ä^<       &)] 


+ t8hiMnhXsihMn^''t^co8tk^^cos0) 
bringen  lässt. 

•    ■  J  i      •  ■      »  .    :  . 

I 

Aldo  Ist  BAcbjdftm  Obigen     .,:!>;..        t.    ;  '  '"' 

17)    ti^(sitt^nd'^«oili^6^Eid^^(^^^  i 

'  =    cosdsinA'(cosdsind' — sindcosd'cosd) 

;^cps^'siaA(sm&ftf^^^^  /'',,}'....! 

.     4/1 — (sin&ind'+cos&osä'cosö)*— sinA* — sioA" 
icosöcos«  siney        +28iDA8inA'(sinasin«'  +  cosÄcos«'co8e)      ' 


I5b 

wodurch  sing)  vollständig  ev^ltMt  durch '"die  unmittelbar  durch 
die  Beobachtungea  gog^penen  Grussea  ausgedrückt  ist. 

Zvglf icb  aui^t  ma^D  hieraus^  das«. sln^^  ua^  foJg(icii.,fiuch  9, 
welches  ubrigens*^  Immer  positiv  und  nicht  grosser  als  90^  ist^  im 
Allgememen  zwei.  Wertbe  hat,  und  dass  also  bei.  der  Anwen- 
dung dieser  MetTOdeCTrBestfdimuii^  d^r  Pblftöhe'  im  Alteeme}nen 
eine  vorläufige  genäherte  Kenntniss  derselben  erforderlich  ist. 

Um  den  vorher  (Sr  snnp  gefundenen'  Aüsdmetc  -  zur  logarith- 
mischen Rechnung  bequemet  einzurichten;  wollen  wir,>  was  be- 
kanntlicii  immer  Terstattet  istr  '  : 

sin| = costf  sin  j'  —  sinA  cosA'  cosd 

;^siiid'(cos{r-^sini.€ot;d'cos^);,       , 

sId^s;  siodcosd- -^eosisio  j' coB^ 
3s8in5<ciosd'-^m4'cotd4sos0),  , 

sim  =:  sind  sin^'  +  cosd  eosd'  eesB 
= sind  (sind'  -|-  cosd'cotdcosd  j 
=:  sind' (sind -f  CQ6deotdKcos0) 

setzen;  und  setzen  wir  dann  Cerner 

18)    cot%=cotdcosÖ,  cot3t'=cotd'coeÖ; 
so  ist 

!.         sind^sin(x'— d)        .          «inJsm  ft—^) . 
sin| = r-T* ' ,     sm§'  = ' r-^ ; 
£indcos(2:-d2  _  sind;eos(2^-^ . 
8iü%                     smx 

oder  auch 

20)     <  smx'  *  sm;^ 

(sint=sin|  cotCx*— d)  =  sin|'cot(x— d') ; 


».  ;<. 


•-  ''       1;.- 


mittelst  welcher  Formeln  die  lEül^wipkolv^»  x'»  S>  ^''  ^  ^h°^  ^^^^ 
Schwierigkeit  berechnet  werden  können.  Zu  bemerken  hat  man 
jedoch;  dass  man,  was  aus  dem  Vorhergehenden  und  dem  Nach- 
folgenden sogleich  erhellet,  gar  nicht  nuthig  hat,  die  Winkel  §, 
I'  selbst  zu  kennen,  indem,  man  hb^  9;in$,.  sin^'  zu  berechnen 
und  die  Winkel  g,  |'  selbst  gar  nicht  aufzus«ichen  braucht,  was 
natürlich  die  Rechnung  erleicntert 

Führt  man  aber  die  Hfilfewinkel  |,  ^',  i  in  die  Gleichung  17) 
ein,  so  wird  dieselbe: 


n 


o 


-''■••■■'5.    -■:''2iy--:''' co^sini^^- -     ^'■•'; 

''  '== 'cös&i'nÄ'8ib|'4- c<>8^8'Wii8rD|' 

~"                           '1                           •                                  •       •.              .       t              .         ■..•!•                    <••■  •        '  -"^  ,.        I.         ■■.•• 
"•     ■  .  '  I  .,         •;.■!. •  .  ■     •        ,                                 •  '..,■•.  • 

■-  '  '  I  f  '  ■  '  t        • 

also  i>  '.  •.  \  :..     ■,  ./.:     ■  V".i-;  i-  ..V.:..;.;     i 

= I  -  co8(90o^A)«-  co8(90«>— AO*i-c8S(90»— t)* 
+  2co8(y0»^A)i<>8(!90»-*0co8(Ö0»— t) 

XBini-CgOo+A— A'-r.> 

Xsin~(90O-A+Ä'-i)  '"    ^         '"' 

Xsinj(90Ö-A-A'+0 

=48111 1450+ |(A+A'+»)J 

iXsin{450+2(A— A'-^,t)i.". 

X8iD{450— |-(A-A'+»)} 

X8in,j46O-i|(A+A'-0». 

Setzen  wir  aber 

22)    2»=r#o+A-f A'+f, 

»  ■  •  ■ 

SO  ist 

90<>+(A+A'+»)=25, 

90o-(A— A'+ 1) = 2(5— A— i) , 


i.. 


■  i 


•  •   / 1 
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also  -  ^)*-i  ■- •v^    vi^ 

=  4sin«6in(« — h—hf)siB(s — A^-i)sin(« — A' — i), 

-  •  ■  .  , 

und  folglich  nach;^!):  ^  :  ; 

i  ■ 

23)      cosi^  sinq) 

-  --^  ■ 

+  2coso  cosÄ'sinö  V  sin  ; sin  (s-^h—h')  8\n(s—h^i)  «in  (s— A'— i) . 

Es  werden  freilicUvnn^Obigtji>'&st  alle  Winkel  durch  ihre 
Sinus  bestimmt 9  was  bekanntlich  nicht  immer  mit  der  erforderli- 
chen Genauigkeit  möglich  ist.  «Sollte  aber  diei  Bi^im'^HÄing 'Vfes 
beliebigen  Winkels  17  mittelst  einer  der  beiden  Gleichungen 

sini^^^l  oder  co8fi^=A 

nicht   mit  der  erforderHahen <  Scharfe  möglieb  sein^ 'SO  iHraitchte 
man  bloss  den  Hülfswinkel  ^  mittelst  der  Formel 

tangf=:-^4  »  ,       . 

zu  berechnen,    wa«»  immer  mit  der 'e^fotderlichen^  Schärfe  möglich 
ist,  und  hätte  dann 

1— sinty   ^  1  —  co8(90^~iy)_^  1  ~  tangg 
.s      ,     1+siqi?"' l+cos(90«-T:i?))":i  +  tangJ:' 

tang  (450—  ^  rif = tang(450— f) ,  tang  (45o  —  g  'i)  =  '^^tang(450-  f) ; 

oder 

1  —  cosi^ 1  —  tang^ 

1 +cosiy  "~   l-ftangf' 

tang^i2a=^tang.(450-.ö,  tangi-iF=^tang(4ÖQ-0 ; 

durch  welche  Methode  immer  eine  völlig  genaue  ßerechnung  =  dett 
Winkels  17  möglich  gemacht  wird. 


§.  8.     . 


#  I-*  ••  -(».I 


Wenn  man  einen  und  denselben. ;4$tero  zwei  Mal  beobachtet 
bat>  so  ist,  wenii  dieser  Stern  ein  Fixstern  isf  oder  wenigstens 
ohne  merklichen  Fehler  als  ein  Fixstern  betrachtet  werden  kann, 
lm.Qh\fs&k'azrfa',yd^d'  za  setzen ,' tilso  nach  1)  in!'dild0«te'>Falle 
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24)    e=i6(t—f), 

oder,   wenn  der  Gang  dier  Uhr  niehtssraatt  Iwriebtigt  ist,   nach 
8).  9),  10);  ,  .     . 

„„,    „       15.24  ,^     ^,      15«-«') 

1+ 


24 


G 

oder^    wenn   ^i   ^^^  seht  kleiner  Btach  ist  2 


'     ■      '  '  •  '  4         '     ■     ' 

oder  9ä|ie^uiiig8weis|9 : 


■■»••. 


27)    0=16(1— §•)(«- «0, 

SO  dass  man  also  in  diesem  Falle  die  Rectascension  des  beobach- 
teten Sterns  gar  niefat  za  kennen  brauchte 

Femer  bat  man   nach  17)  zur  Bestimmung  von  sing)  die  fol- 
gende Gleichung: 


'i-( 


.  f     28)  V  (1— (sin^-f  eo8iFcos(P)^}sin^ 

1 

-=  2  sind  cosd^sin  ^  ö*  (sinA + sinAO 


A2  .  vji/i-{^n^+<^osd«cosö)«— sinÄ«— sinÄ'« 
±  cosö  smö^  +2sinAsinA'(siu6«+cosd«co6Ö) 

Setzt  man  nun  ähnlich  wie  vorher 

slni=sin6^  +  cosd^os  6 , 
so  ist 


l— Äini=:Ssin(450—  i^i)«=2cosd«sin|ö». 


also 


sin  (450  —  l"  2)*  =  eos3«  sin  ^  Ö« 


und  man  wird  daher  den  Hülfswinkel  t  immer  aus  der  Gleichuog 

29)    sin  (460— 5^0  — cos«  sin  |ö 

■  ■   »     « 

zn  bestimmen  haben»  was  nie  Aet  geringsten  Schwierigkdt  «ntM«- 


1» 

liegt.    Wird  ferner  eben  so  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen 
auä  jetzt  wieder 

30)    2«=90o  +  Ä  +  /*'  +  i 

gesetzt»  sä  Ist  j  ^ 

31)    cosi^sin^) 

=4sindcosö2sin g-  0^  8U?.|  (Ä+  A')  cos  ^  (Ä— A') 


+2cosd«sin(9V"5inÄhi(i-^A— AOÄin(i-A-i>in(*-A'-t). 
Weil  aber 

cos2=sin(90O— /):=28in(450— ~0eos(4ö«— |-f). 


also  nach  29) 


cos?=^  4cosa«sin  ^  Ö*cos  (45«  - 1 1)« 


ist  9  so  ist  auch 


i , 


32)    cos(450  — ii)«sin9 
;  =  sind  sin  5-  (A+Ä')cos  ^  (A  —  A') 


±  cot  jr  6  V  sin«  8io(« — h — A')sin(« — A—t)  sin(* — h'—iy* 
Sttst  tian,  was  iaKaer  verstattet  ist: 

sintf =sindsin3-  dsin  s"  (ä+A')cos  ^  {h—h') , 

33)     ,^  .     ,      ■ 

/sin«y=  cos  o  Ö  V  siMsin(5— A— A')sin(« — A— i)**D(i— A' — t)  > 

t    • 

'    60   ist 


also 


J  1 

8in5-dcos(45°  —  ^  *)^sin9=sint#J:sb»?, 


281  n  2"  («« ±  r)c0s  q"  (m  ^v) 

34)    sing)  = 5 1 

«n^Öcos(450-  ^if 


1«! 


•..•:ii:T»  :•     •      1       !'>;»■         •••••:    '    i! 


•..    ii  / 

■    •'    '     i'>..r'.!    ivu   '^ 

5.  6. 

..■■..'<■    ■:    1  ^      ■■* 

«  1  / 


Wenn  man  die  Polhohe  9  gefunden  hat,    so  erhält  roitn  die 
Stundenwinkel  o»  ca'  mittelst  der  aus  11)  fliessenden  Formelii': 

■■ « 

■   ..'I        •.     X 

sinA-^sin^sin^ 
coso'cos9> 


•    •   ' 


Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich  aber: 

.    1     ^,     ~  cos(g— y)— sin* 

2  sin  2  ««=l-cos«=— ^^^g^^^^— , 

2  sin  U''=t-cosa,':^  cos(d'-y)  -sinA' 

also  nach  einer  bekannten  Zerlegung: 

,  sin  { 450-1  ]r  (d+h^q>)\  cos  { 450—  i  (^-A— g,)) 

Sin  (7  CO*  = ^ 3j , 

I  cosoeos9> 

j              sin  1 450—  i  (d'+Ä'— 9)  j  cos  {450  -  ^  (ß'—h*-  q>) 
sin  n-  «'*  = : — -ji ~ ;    , 

folglich,  weil  ^(o    und    zj^no'  immer  zwischen  0  und  tSO^  liegen: 


^^  sin{450-i(5+A— 9))lcos{450— i(5-Ä-9))| 


36) 


^=v 


cosdcos^) 


j  /sin|45o.-i(d'+A'-9)lcos{45<>-|((J'-A'-9)^   ' 

sin  nr  w'=V Ti • 

2      '    '..  cosö-eoscp 


Auch  ist 


o        1     2.^1^-.-.           cos(^+y)+sinA 
2cos2ß>*=l+co8io  = cosiJcos?)        * 

«        1     .«       ,  ,  ,      cos(Ä'+flp)  +  sinA 

2  cos  ,y  w'«  =  1+  cosö'  =  — ^ — jr-z 5  . 

2  coso'cosy  A 
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alsb:  datfc: eipwrtihiiiiiiiirtkiritiZertegnog;   >  ->   'nii    ••  -.■   m-hm 


I!    y-.;  ■■ 


j  8ftq;45«-|- 1  (^-rt.A?rfv^)  \c6m  {45»  - 1  ( Ä'+A'+v)  I 

COSg-o'^SS 


II       t.  •  ■- 


folglicb. ';  :   ■;•,.■.,•■.."<■.,;>.,..'•■  ..  •..■:;i 

co8i»  =  ±V  : f— -. ^ ,_'.' 

)t  —  '  COSOCOSO) 

.  ,  W8inj450-^(d'-Ä'+9))|cos{45o_2(ä'+AH-9')l 

cöä't  (sI'^A-w  '*  "  '  '•'  '• — '  "'  '' ■  ^. — ■"■■  '^ '»'     ■■■  ■     '  • — : 

2  ^  coso'cosqp 

*   .    ,        ■      .  "^ .         •    »  • 

weoii  man  die  obern  oder  untern  Zeichen  nimmt,  jeDachdem  m, 
«' 'zwMdhenS  lind  180^  :oderi^wi8chenl80^i«ia  360^  liegen,  d.  li. 
jenachdem  die  Sterne  auf  der  westiicheD  oder  öistlibhen  S^te  des 
lUeildians  beobachtet  worden  sind^  was  also  aus  den  besonderen 
UmstSoden  der  Beobachtungen  in  jedem  mizelnen  Falle  entschie- 
den werden  muss,  wozu- man  bei  wirklichen  Anwendungen  gewiss 
aacii  immer-  hiiireichende  Data  haben  wird.  .>    . 

Dass  man ,    wenn  J^f^  ^  ^ie  ^^ni^deliwinkel '  kennt»    auch  den 
Stand  der  Uhr  bestimmen  kann,  weiss  Jeder  aus  den  Elementen 
t    4«r.iA!stP^on<NMei  .so  .4#^b  diest»hi€pi;Ak(ii  «rciitei: , erläutert  tu  w«r- 


4ffift )  itaifioht^.  ' 


■  I 


'»'>    »"'I  ■•■•    ."}     -•.        •     "'iOt» 


>-.s«... 'V? ''.'    -•*■   0  :■■  .■!'.':■-         .-  :  ;■     '•':.•..    :  ,.     ■  ••  t.i 


l"i':    v;  ■         :     -, 


>    .    ,< 


^.  Bevor  wir.  zu  einer  anderen  Auf losung  unserer  Aufgabe  über- 

(Aehen ,  wollen  Mr  ^^rlst  Ük  tJiistenAeutifeniäcitt^n,  unter  denen 
die  Beobachtungen .  am  vortheilhaftisstj^n^.  4'.,.''*  »9^,^  ^^'  meisten 
r  Uiussicht  anf  nmreichende  Genauigkeit'  und  SbhSrre  der   aus  den- 
i)|i  bleiben  abzuleitenden  Resultate»  angestellt  werden.  I , ,. 

Die  Grundlage  fSr;  d^  .^Auflösung .,  nn^i^rer  Aufgabe  bilden  die 
4rei  Gleichungen: 


I 


:    l.  -.   ;.       .   ■_«•.       ■;•      .     ^■[•..'■^ 


o— eo'=Ö+A.360o. 

(sinA  ==.sind  sing)  -|-  cos^  cos  o  cowp , 

wk!*  ^  sind'sing)  +  cosd'cos  co'cos^ ; 

Krobm  alle  Grössen  als  v5liig  fehlerfrei  angenommen  werden.  N^Mi- 
*       Thefl  %Vr.  ^ 
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men  wir  aber  die  Rectasceosianea.  iftid  OeeHaMfioacir  abiüehlefci 


'  sin  (h+dh) = sinÄ  sin(9>  -f  S(p)  +*cos5  cos(o)  +8  w)  cos(97 + ^9)'* 

aus  denen  5,  ib.  Verbindung  niit  deii  drei  obigen  Gleichungen,  nach 
den  Regeln  der  Differentialrechnmlg  sich  die  d^i  folgenden  iGlei- 
diungen  ergeben:     .  ,  *  -        - 

•  ti> 
dm — da/:s2,B6, 

■.:•■..  ■=       '  .  ^  .  '  ,.■    I  ■  ■! 

cosA  8A= (sindcQflgy— cosdcos  a>sin9>)89i — cowsino»  cos9)8«9 1 
cosA'8ä'= (sind'cosgj — cosd'cosc»'8in9))8g?— cos5'sinco'cos9)8»' . 

Au*  diesen  drei  6Lei<:hnngen  eriiSltf'man  diirch  E^minati^i»  T<m 

8oi  und  d»^   die  GleidMinf;:  i  '  '  i 

:  ^^(sinJopiy— cosfcofiKis.ipy)^r-cosA8A    ;  .!- 
.' m  .•      '.  .  ■    .         .  •;.;:   oo6dsinc»co6op  ••"'  -  •"  •  •'  "■.:* 

(sin^^cosy— eosycbsa)^s!ny)8y-^c6sA^A'       "  '  *  *'*'' 
y-'  cöscPäiiffS^bJsa)  ''^^'^'\    V         I 

8eflfe)<^hiien  wir  nun  die  AziiMuth^  d«r  beideW  beobaehteteta -^cfH^ 
oder  des  einen  zwei  Mal  beobachteten  Sterns,  indem  wir  dieiet 
ben  yon^  Süden  an  durch  Westen  hindurch  von  0  bis  360^  zählen, 
durch  0,0';  so  haben  wir  nach  bekannten  Formeln  der  sphSri- 
schen  Astronomie  (Archiv.  Tbl.  Ylll.  S.  90.)  die  folgenden  Glei- 
chungen : , 


•  t 


•  '    "- Inf;    lüiJji    ::.WU"    '.t'".'».i 

smo  iiosffl  — ^  coso-cofiflo  shm 


"  '  cosÄsintD 


»  \  '  f  : 


fsintD=:C0ftÄatt©,    •   J^:.:r'^Hin.v      r;» 
coso'sino'scosA^smo' ; 


also  ist  nach  dem  Obigen 

9: 

Cös^    T     sincy'öös^p 
•der     i  ••  i-ii'-*  '•: .  •»   «'  ■■-..■ 


^   _  ^costoSy  4-  8A      costo^Sy  -f  8A' 


.  ^ 


Vi.       : . 


r 


ifl 

8nCltt23<elMp8d=üfiIii(iS~ü'}  89 — bidÖ'  dh  +  sinüSA' , 


Femer  ist  nach  dem  Obigen,    wie  man  leicht  findet: 
^^^  Sh^ — COSÜ89 — sinücosgjSta, 

Z'Sq)~»iaä'coS(pda' \\\  n^l 


Sä  +  aosadip=  —  sinö  costp  da , 

,  ^  ,  ßA'-|-coeÖ'S^= — siuu'cos^Sci' ; 

folglich,  iveon  man  den  ohigen  Werth  von  Sqi  e 


Bm(a  —  u'] 
also 


-cosqoBw 


iD(u— u')cos9i      "■"  8in(u  —  o')cosq) 
coso  .,, 


—  3k+^ 


i(u— u')cosqi         äin(ö — u')cosip  Hin(u  —  u') 


Aus  den  Formeln  3S)  und  39),  namentlich  aber  zunSchet  aus 
der  Fonnel  38)  in  Betreff  der  Polhohe,  sieht  man,  dass  man  die 
Beobachtungen  jederzeit  so  anstellen  muss,  dass  nicbt_nahe 
6ia(u — (i)'}  =  0,  sondern  dass  vielmehr  möglichst  nahe  sin(u— o') 
^4:1  ist,  d.  h.  dass  der  absolute  Werth  der  Differenz  der  Ali- 
mnthe  der  beiden  beobachteten  Sterne  oder  des  einen  zwei  Mal 
beobachteten  Sterns  möglichst  nahe  W,  oder  ^(K  ist.  Dies  vor- 
auRgefietzt,  erhellet  zugleich  ferner  aus  den  Gleichungen  39)  in 
Betreff  der  Stuodenwinkel,  dass  auf  dieselben  die  Fehler  in  den 
gemessenen  Hüben  einen  desto  geringeren  Einfluss  ausüben,  je 
n&her  cosg;^l,  d.  h.  je  kleiner  die  Polhühe  Ut;  unter  einer  seur 
grossen  Polhöhe,  wo  nahe  cosa]  =  0  ist,  kann  der  Einfluss  der 
Fehler  in  den  gemessenen  Höhen  auf  die  Stundenwinkel  sehr 
bedeutend  werden. 

Ueberhaupt  hat  man  sich  also  die  praktische  Regel  zu  mer- 
ken,   welche  als  eine  Uauptregel  für  die  erfolgreiche  Anweadtuk% 


i 


20 

unserer  Aufg^bei  tm  Boatimnufie  der  PolhOhe  oder  der  Bf eite  zu 
betrachten  ist^  dass  man  bei  den  Beobaehtangen  die  Umst&ode 
mit  aller  nur  möglieben  Sorgfalt  so  wählen  muss»  dass  der  abson 
lute  Werth  der  Azimutbe  der  beiden  beobachteten  Sterne  oder 
des  einen  zwoi  Mai  bepbacbteten  Sterns  möglichst  nahe  90^  oder 
^2700  beträgt 


.•     «-'S 


S.  8. 

Wir  wollen  jetzt  unsere   Aufgabe   auf  eine   andere  Art  wie 
vorher  aufzulösen  suchen ,  und  setzen  zu  dem  Ende 

40)    Ö=a>-7w',  Ä=  «!  +  •'; 

indem  wir  zugleich  bemerken,  dass  S  vermöge  der  Gleichungen 
1)  und  2)  eine  bekannte  Grösse  ist,  und  daher  die  beiden  Stea- 
dfenwinkei  ca;  n/  geftmden' sein  werden,  wenn' man' 52  sä  fiodeb 
im  Stande  ist. 

Setzen  wir  nun  ferner 

,A+»=2ii,  A-d=2i>; 


41)      . 

[A'+«'=2ie',  A'-d'=:2f?'; 


so  ist 


I.. 


A=t<-fi?,    d=t< — v; 
H'zrcU^^Vy     d' =»'  —  !?'; 
und  folgllcb,   wdl  bekanntlich 

sinA — sindsingo 

cos©  =: ;s -^  , 

,  COSOC^Sj^p 

■         shiA<-siii5'sih»'    ' 

i  .COS0l^=      ;■     i       u < i^- 

CQSO'cosq)' 


'i;.; 


■  1"    ., 

I  4  ( 


.1    . 


^*- 


•  ;       I  .  • 


sin(tf -ft)) —  »iii(ur-^)sing> 
cos(t<— f?)cos9 

.    ulofyif+v^) — sin(tt'— «^Osinqp 

.     COS(|«'— 4?')CÖS9 


oder 


sintf  cost?(l — sing?)  +  costf  sinp(l4-siny) 


00040=  ,  . 


31 


COS  OD 

Seilen  wir  nun'  > 


,        «illli^eOMf(l-i^S100p)  i-  COStf^81DO^(l-i-81O0p) 

eo8(u: — f>')cotiq> 


.'\<^' 


1 — siny 


42)     *=jt: 


amtp'  ^ 


so  ist 


l-x 


43),    »i-y^iq^-  I 


uod 


C08<P*=1  — 


■^=-C^)  = 


(i+^) 


i9 


also»  ii^eii  6fKhbar  o:,  l-f;^  und»   da  9  nicht  grösser  iedbi  90^  mt, 
cosq>  positiv  sind: 

...      t        • ,  • 
% . .   ( 

ancb  ist 

_  - ,  2  COS97  r .  1 

Nach  dem  Obigen  ist 

•  ,    i      ;..•,!   »  •       1 — sing» ■ 

*  •      •   •stiitfcos»^  1    >      +  costt  sin» 

1  +  sin©  ■ 

cosco::= ■ »• 


/;-/.  i     M'l..-  \ 


also 


sinvfeosv^  I  ,   .      +  costi'  sin»' 


agsinycos  trH*  toduwnip ' '  * 
cos«»  = ,^j/v. ^x  .y„ — ^  * 


fi,f» 


,     d?sintf'  eost)'/+:<?osu^sMi9' 
cos(t«'— ©0 .  V^r 


odor 


02 


« 


^      cos(ie'— ©0 

Folglich  kt  ■J.üi^i  r-  ^-     ^-^ 

(cosco-f-cosoo')  V^  =2cos^(co  — a')  cosn'(»+ö>0-V^ 

cos(m— ü)  "^^  co8(te'— c')J^      co«(tt  —  r)  "*"  co»(ii'— «') ' 

(cosa— cosw')ya:=='— 3»jiiVir!(fli  —  ©0  «gi»  «^  (w+aO  •  V* 

Csinu  cosr  ^    '  «itim^coct?^^  "        cosusinv        cosh^sidp^  . 

oder,  wenn  wir 

_        stDUdosv        _,       Sllltt'COSV^ 

i!f  =  — -7 r*  ilf  ==' 


co8(u— r)  *  cos(t«'—  t/)  *  •    j 

.^       cosifsino      .«.       costf^sinv' 

■eteeo:  ,  ;,:<,  ,^..1,  ,; ,,,/ 

cogrt^       co«2  ^ 
—2 sin  ff.  jtM<a;yc.,v>«inv.T.  ^  +  — 1 — » 

d.  i.,  wenn  wir  d<»  lE«W«i  wfeerti _'  '   • 


'^■.<\ 


n 


JUi  — — 1 — ,  ,«1'  = j —  • 

cosg-  9  «in  -s  B 

46)     J 


'•• 


setzeD: 


47) 


1 


aus  weichen  zwei  Gieicbangen  die  TüA^^ßn  unbelcannten  GrSssen 
ar  und  Sl  bestimmt  werden  müssen,  '^r :," 

Qoadrirt  man^   um  i^-zu  el^ninu^r  die  beiden  Gleichungen 
47) ,  und  addirt  sie  damr  z«  einander;,  so  erhält  man  die  Gleichung 

Lb = («»+  üf»  '«)«•  +  2(Jlfiiy,  +ir|'iViOa:  +  Ai» + i^i'» 
oder 

0 

48)      (Jlf»+Jlfi'«)j:*+2(irjiyi+ilfiW,§-2)a:  +  iy,«+Ai'«=0, 

und   lOst  man  nun  diese  quadratiscb»' Gleichung  auf  gewöhnliche 
W^se  auf,  so  ergiebt  Stcn: 


I 

.•■'1  '^' 

.«liM^ni     Olli    (Vi-    \)l\U    (<^i 

1    '    ■      I \'         •         .  .  ••  • 


24 


■     II        2.     -,, 


•  * .  -  / 


il     . 


-i-;l 


H   (,  '!•' 


'/. 


.^'  3 


V-) 


I 


k' 


il  )<,.<»"»|i»       V.'iiijiiiJ'J,!.;:.     i|«j 


*s 


Pj 


I 


'»: 


BT 


+ 


\< 


\l 


.^^ 


4 

1 


i»*.»:-l'i 


i 


'-    I 


(tt- 


10 

I 


+ 
I 


A-,\t,  i  ,/. 


• '  • 


T 

10 

n 


i:.i?   t.i.-;    ;■;.]:        .  nii 


.v-^",\^.    |-"V.)-      -i 


.1 


y  •    \ 


U) 


:'  i  /     :H»<J     !'.'?lir     -".r»!      In: 


Hat  man  :r  gefunden ,   so  kennt  man  auch  g>,  weil  man  nac 
43)  und  44)  die  Fonneln 


1-- ar 

51)      81*^9=  fjT""»    cosg): 


2Var     ^  1— o: 


hat 


Bestimmt  man  Vjp  aus  den  beiden   Gleichungen  47),  so  ei 
b&it  man 


6)1)    Va;=z 


Mi'Ni  —  MiNi' 


2(M^'co8^  Sl  +  Ml  sin  ^  Ä) 


und  bestimmt  man  x  aus  denselben  deiehnngen«   so  ergiebt  sich 

Ai  sing  Ä  +  i^i'cos  2  ^ 
53)    0?= .,  T —  . 

ilfi  sin  ^  iSl^rJi ilfi'cosg  ^ 

Also  bat  man  zur  Bestimmung  voii^  die  Gleichung: 

(ilf,iVi'-i|^.'iV,)» 


=— 4(ilfj8in g-  Ä  +  üfi'cos^ayiiV, sini Ä  +  iV»' cos ^  Ä). 


oder 


(üfjiVi'— Jlfi'Ai)«  (sin  «fl»  +  cos  I Ä«) 
=-4(^isin2-  a+Jlfi'cos|^Ä)(i^«iniÄ  +iVi'cos|^Ä) 


also 


/vr 


V.. 
4  _ 


(ilfiiVi'-Jlfi'JVi)«(»:^angi-Ä«) 

=  ~(Jlfi'+Jlfit!ag|-  ^(iVi'+JVitangi  Ä), 
d.  i.  nach  gehSriger  Entwickelungidie^ Gleichung: 

54)      0=      {4JlfiiVi+(JMiiVi^^i'iVj)«)  tang  i  Ä« 
+  4(ilfi:V,'+JMi'i^)tang  |ä 


oder 


'     — «' 


56)    ««»g2  ^•+  4^,iVi+(i^j«)'-iMi'iVi)«  **"«2  ^ 
4ilf,2Vi+(illt-i^i'-Jfi'iV,)»  ' 

mittelst  welcher  Gleichung  tang  n  ^  bestimmt  werden  muss. 

L5st  man  aber  diese  Gleichung  auf  gewöhnliche  Weise  auf, 
so  erhSK  man  nach  eiiügen  leichten  Transformationen: 


20 


•    !«l'jii-i)    '.»  .        .!','.•:      '.\-)\'i,    i]'.tl\h>.ll'i\i    HV.       '..    ,11  -i    }l'.:  .lii  :  .«{    fm: 


\ » 


l 


•i\V.  I    il  ^.iil-.  i/. 


^^..uV,V. 


:  .-.'iniM  »;*#k4i 


il   > 


—         ^        .<.». 


1../  Xii:iiiti:'.iit'./.l    Hl     ' 


"3« 

58     - 


H- 


»,..:   il...    %-<[ä 


'•:•') 


1 


-.•■■» 


'     -^ 


T|l< 


:.•»  ) 


l 


5 

+ 


n ) 


•  ;-.r:. 


>  -  ..  •'(11 


Jl    J 


(li 


I 


rir^ 


I 


1 


-■■■    (,"-"'•'  s    -/.   ,{ 


üiniioJ!»!    'tj.i    !  »rni'»ii'»r  il  »j>it  .i    .1 


(;     a.i 


•l5. 


r  I 


i<» 


J 


4.  >:n{::     ;«.i. 


■:  »•;    •>'. 


;      .  '.i.^.  '..I'  '.      "^  .?•■ !  ,«      V..I. .    t ; 


47 

Fflr  die  wirkliche  Anwendung  ist  dien  wtlBigilhe^tm  Avßa- 
auDg  nicht  geeignet    Jedoch  Icann  man  auf  folgende  Art  zn  For- 


gehabt 


i)  V  ,  .  .      «      '  »1 

lo  wird  die  vorher^ehlenae  C|iiU<niaDg;.'. 

6o8(^>-J-.»)Ws(Ö-|ä) 

L  i.  nach  einer  bekannton  goniometrifaihearfonnel: 

und  folglich'       P<  "^/•!iii.l^\;.Mim  |  I 

cM(P+e-Ä)=>-eo8(P-Q)-^^^;^^^cogi\j08Q.i    I. 


l     oder  vS-l  ^;-- ^\  ;>.«>•» ij^ij.v.    ' 

=-!i„i(|^^)«i|.^j/Vi/^-  ^Y  sinP  sinQ . 


==-co8(P~Q)^'|!«ri'ivl(ait!i%^tQ]i4^i^ifat^ 


*  • ,         • 


oder  '»'    •'■■  ■*    ^^  •'^• 

5  '  I  j 

58)      co8rP+^ftJÄ)=-.cos(P-Ö)-ilf,'JV^|^^ 

,  ,         •     SsinPsinQ 

mittelst  Wcii^l^F^  ^lAem  .S^  Tef^ht  bertfelhn^^  vretdäi  tabo. 
Nach  53)  ist         -  »A  ,U       V^mV: 

^    2V'       l 
«r     l+jcrcotg^Ä    ^  .. 

a?=  — -sjT   ^ 


2^^     1 

alfin  -t   /'  \r  —  ^  /    \('1  i^'  7^  '»t^_'^  ■/    U  ^ 

jy-     l-|-cotQeota  «^ 

^     l+tang/tang^  ^         il  »il«>|!»'|  !>.,!, 
59)     ji'zs—  jy-  • 1 


v'-.,o'\«.'.  (^•-.;    /^yj^v  ,«B&PM«(e^,g'Ä^ 


29 


Nach  52)  ist  , 


>  i 


\  \ 


;>.»  )-\.\i\< 


i'  * 

.     2co»2Ä    1+^,  tangg-a 


•  •  •  » 


1       *  ilf '       1 


also 


4 


■ill 


Ni  1  -  tangPcotQ 


d.   i. 


\ 


1  1 

2COS2  «^  l+tang^ngg  Ä 

Ni'  cotPtangQ— 1 
j              , 

2siii 2"  «$2  cotPcot 2  -ß  +  1 


co»(P—  2  •>*) 


j! 


1  ■ . 


Auch  ist 


» .  * « *. » 


•)r'     ;  .L'f 


o f+5 ~  .  ■.  .     ....       1    ^#  t 

■^t^         (Jlfi— iVi)8inJa  +  (ilfi'— iV.Ocos^Ä 

iiri(sinja+cotPcosji2)+iVi(sm^A4-oot<2c<M^A) 


\  d.  i. 


i;ii. 


aod  setit  man  aLs^  -     '^ 


1  :  ii »./ 

iV|  8\nPcoa(Q  -  o  Ä) 

62)    tang!te=3**-. -^T -. —  , 


80  ist 


also 


!'  ■         .     t  ■        .     » 


d.  i. 


und  folglich 


63^    8ib9=rtang(4S0— iZ)^ 

I  t 

1  —  siny       l^taDg(4So~g) 
1  4-tAüg>  -  1  +  tang(45«-Ä)  ' 

.•••••.!•■,  ,  »  . 

taiig(45« — ^  9>)«  =  teogÄ, 


64)    tang(45o  —  5-  g? )  =  V^tang  R , 


oder  nach  dem  Obigep, 


-'S« 


65)    tang(450-^qp) 


— 1 

t  iT-   /         2Vi8inPcos(Q— I Ä 


ilfisinOcos(P— 2^) 


auch 


. '  • 


tJitig(«5»U^ 


-•n\/.-  \V<->  Ifl 


Ai'cp8J>cos(e-5-Ä) 
1       iBi'cosÖc()s(P-f|Ä) 

Wenp  man  .$2  mittelst  einer   der  beiden  Formeln  58)     nän 
lieh  nüttelst' eider  ä^t  Mdj^  ForikieiB     V     :  r. ,        ,}J 

=_cos(i'-Q)-ilf»iV,  2^-p^ 

* 

berechnet^'  W:hät  inan  'ihicK  i  Folgendes  zu  betoeriteii;  * 

Bezeich^^eii  i^i^  den  kleinsten  poGativ^n  ßogen,  dessed  Cosini 

',^--  -*,.}■ ...  ■     .  ,        »f.        ■■..--.•.  .J^  ■{• .   ',1 


n 


oder  T:jjk\'-   '\   IV'  i  *\ 


» I 


ist,  durch   U,  so  ist,    wenn  k  eine  belieb1gd''po6itlv'e  bde^'tf^jlik' 

tive  ganze  Zahl  bezeichnet,  bekanntlich 

t 

»•«o  ••■.i|.'.'  ;  ,■>  I  V  -•\!  -^ 

Weil  nun  aber 

ist,    80    ist  /;.:;..  ..} 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

folglich  ;        :        :  \     ^     '^ 

und  hieraus 


"!:n"i 


iMiff 


i*+  OT  it     *  ~^ '  ^  i»-|;(e:|:  ü 


Aus 


2»        -2<.*<  ^^ 


^^^<*<^±iF^ 


.|-.;1-J<.'i 


ergeben  sich  zwei  um  die  Einheit  .versfAieden^  )W#rthe  von  k, 
welche  wir  di|rfh;X,' ^i^-^l  beaseicpin^Q  wollen';  und  eben  so  erge« 
ben  sich  aus 

P+Q+U    c..i.^P+Q+ü  '" 

zwei  um  die  Einheit  Terschiedene  Wertbe  -  von  k,  welche  wir 
durch  [i,  fi-fl  bezei^linin  wollen.,  Also  haben  wir  nach  dem  Obi- 
gen för  Sl  die  fötgenden  ri^r  Werth« : 

(P+Q-  U-2(X  +  l)n 
und 


n 


1-.r 


*  4 

I 
1 


iiiU'i'AMleiii'i 


''-'J«=  a 


ui-l*; 


und 


p-j^=ti 


ferner 


j  (/»-«+»)+ (1+1)« 

'■— '>  !  V.""  i«^v    ;' 
|-(P-Q-ü) +((*+!)«; 

*   '      f  .  ■     ' . 


t'  f      Ji^.      ,   \-: 


ö-2^=  « 


(^(e-p+to+a+i)« 


i!-.'i!ul()I 


und 


\  i  V»  1 '  i 


3.-.'  .  — 


;    •  • 


,    '  i^(Q-P-ÜH(i^l\)7t; 


«:(< 


^Uf 


folglich 


\      ♦.,■  \  n 
1 


I«  •  ■  i 


(-l)icosj(/*-e+l7) 


I  i 


-ui  rJ 


und 


7i  '.' 


V  '  ■ 


>•'  «*  ^' 


,       ./(-i)^.co»2  (P-e-t/)  ., 


ferner 


-  ^'  1  '^ 


\ ) 


.(  .      ^ 


AT:      '\       0    }   '■ 


<.t!u 


*  I        '    .  •  •  •  1       *  / 


und 


V     • '\  ■  . 


\l        •    (-^lr'.cos^(Q-P-U) 
Y  ((_l)f^i,c9,5(Q_p. 


17). 
Folglich  ist  nach  60) 


ii      f-,..I  :• 


\  ' 


Slnjj(l»-r<?+ü) 


und 


-^~*^-3iI5^V      1,„     _    _^ 

COSff(P-rö— CT) 
^"^""l    r     1V.+1      -^i  «in(P-Q) 

Sowohl  die  beiden  ersten,  als  auch  die  beiden  letzten  Werthe 
von  V^  haben:  ilnlg^enge^etzte  Vorzeicbeiij ^  Nun  ist  aber  im 
Obigen  V^  immer  als  positiv  betrachtet  worden,  und  man  hat 
daher  hierin  offenbar  ein  sicheres  Kriterium^  ^^^^v'^ß\k\^!^^ 
^=A-f  l,  und  ob  man  k=:(i  oder  i^sfi-f-1,  d.  h.  od  Ükim 


T  i. 


:■•!.•.  1 


oder  l  /y 


und  ob  man 


:  .Mf    ci'XJJ:     f>in» 


oder'  "     ■■  ■  ■      \  .•'^•/ 

Theil  XIV. 


•-^  •  .-'.4  ■-.     •■        -rü' 


u 

setzen  soll,  so  dass  man} also  fflr  Sl  immer  nur  zfi^eiWerthe  er- 
hält, wie  es  di^  rtttai<,>aer  An^ibe)  erfordert  Als  einfache  R^l 
hat  man  sich  zu  merken,  dass  man  von  d^  TierSW^rthen,  welche 
i2  nach  demiQbfgea  hab^p  k|np^  jederzeit  die  beiden  za  nehmeo 
hat,  weicht  Rfr 

^^  — ^inQ  •         ,p     1  „, 
\     .V  .  c9s(P— 2  Ä) 

1 

cosCi* — 2  •»^) 

positive  Werthe  liefern. 

maen 

mr=^    1 


Nach  dem  ^''c^he^benden  isf, 'wie^ttan  lUicht  findet,  immer 


'  I  '^siP-^^Sl)      co»g-.(P-ö+t)) 


oder 


.  iii 


also 


\"osrV  -  '^)  ~  cos|(P-^- 


.      cos  (Q  -  \si)      cos  |-  (Q-P  ±  17) 

=  ..!    -r-J:;    ;^.i    iii:C0S(P'H*»^Ä)        ■CO»«-(Pm-((^4:|7):imJ<ii;     k.  /    M«n 


67)    tang(45«-2g') 


1  A     /        J^'i^cmPcos^CQ-P+ü) 


Jlfi'cosQcos  j  (P-Q  ±  17) 


oder  nach  65): 


I. 


68)    tang(450-^9)  = 


1  4    /  '      i^i^inPcos^(e-P±t7) 


1 
ilfi  sinQ  cos  o  (P—  Q±  U) 


« •  / 


69)     CO«  P  =  -.cos(P-  <?)  -  Mi[Ni '  |'"^^~  ^!! 

■;.      l'  m;.',;  ,1-.  iv,'":-";^  „  isilitJ*^'©)» 


lügt.    Bei  der  S^stiittimiiig  von 


II  ^-mittelst  der  Öleichung  67) 
iT  68)  kann  keine  Zvteideuttgkeit  bleiben ^  da  offenbar 

0<45o-ig,<;c)0o, 


\.:' 


1  -  • 

[i.  45*^  — Ä^g)  imttier  Ind  er«rten\OaiHbtinteti-zn"<iiehiW€fri  Ist 


.     §•!•"•; 


i  .•<•• 


Ännähehide  oder  indirecte  AuflOsbtt^etl"t]HseHef  Au^äHlie  ia«!^ 
i  sich  mehrere  finden;  auf  der  See  wird  jedoch  meistetfl^^N; 
thode  von  Douvi-es  gebraucht«  weshalb  es  sich  der  Mühe  ver- 
nen  wird»  diese  Methode  hier,  jedoch  lü  veraUg^^einerter  Ge- 
lt,  weil  das  Verfahren  von  DoHvres  nur  fiir  das  Problem  in 
ner  einfacheren  Gest^.,  gtit>,  aufl|fahr)ic|l  zu  entwickein,    was 

so  nuthiger  sein  dürfte^,  Weil  die  g^ewuhniichen  Entwickelun- 
i  dieser  Methode,  wie'es  ihir  scheint,  keine  ganz  deutliche 
isicht  in  das  eigentliche  Wq^ii.^erseUic^n  gewähren. 


*     ■•'*. 


Wir  wollen  daher  jetzt  anndimen^  dass  cp,  ~o,  co'  hur  Nähe- 

fswerthe  der  Polhiihe  und  der  ,,beide^  Stundenwinkel  seien, 
woHen  die  genauen  W^ttie  dieser  Elemente  durch  tp  -|-  ^^9 
'Jm,  a>'-|- '^<>'>  bezeichneü. '^Dann  haben  wir  nach  11)  die  bei- 
1  Gleichungen:  ,  ,  .    »1     ,..  .    .;  ,1  •    ,.; .,     .  i 

/      y    .    ^  X      sinÄ  — sinfein(©+^g^) 
(cog(a>+^«)=?,.     e08tfco8(y-&»)      .  '-^ .,.  . 

T,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

71)     (9)  =  9?+-^9,  (a))  =  (»+//ai,  ((ö')  =  «'  +  ^«' 


Ben,    #ie-  b^den  Gleklifungen'::  \^  -  ' 


i"     ;^    .   •         >  V  I  •• 


1  -  ■  '^  rtn*  i>'<stittfi»hi(y)  ■  •    "  ^ 


3S 

EätMridcfel«  iirif  nm  aie  GrOMen  änf  Aeik  recbten  SbÜm  fieser 
Gleichungen  nach  den  t^otenzen  \on'  ^ip  wii  iUeihmktihm  (3km 
ersten  Potenzen  von  Jg>  stehen,  so  erhalten  wir  zuerst: 

^^^^'  *  ;'  v^  sin^ — sinfeiny  —  sindcosy^y 
-(O-  ^T^^»rr       ^cosdcos^rrcosdsin^z/g? 

4\i.'*\       '     k-     '''I'  «' 

.  */*    sinÄ' — sind'sinop— sintf'cos©^© 
.cos(ai')==. 57 jp-' — rZ    ^.9 

also  ferner 

€08(«)=: 

(sinA  —  sin&ingp — s\fidcos(pJ(p)  (cos^  cosy  -|-  cos^  siny^/y ) 
(cas^PS9>^€osd9io^M9')K<)P^^osgprl-cpsdsin9^y)   'i*    ; 

€0S((ö')  = 

(sinA' — sind'siny — sin^cosy/^y)  (cosd'cosip+ccisd'siiiy^y)  , 
(cosd'cosy  —  cosö^aintpJq)}  (cosd'cosy  +  cosd'siny  dg>) 

d»  i»)(!W€9[fP'  wir  inim^r  bei  den  ersten  Potenzen  vqfi  Jq)  «lehen 

'.  •/      «:»'j    •  slndeos(p^— .siny(sioA^sind^inqp)  '    -   '■    * 

,,,.,.^,.,,»,,.    ,        .^c^^ -^osdcöso)* — ^^Hd*..   ■•     ■  :r 

*'*'"',   ^^^ ':      :      .    '^  siB»'cosy^:^sinyC^^^^  ;         ;'"' 

I       •       ■      V 

also,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt: 


>i;.:.il    !*.     >     ;  'i- 


'> ' 


•..  .  l.l». 


!.   V jj^n^— sinfejny>  srin^ — sinAshiyf 

qosdcosy  cosdeosy*     ;   ^ '   = 

,    ..   .   sinA^TT-sind^sino)  sih^'-^^inA'sincp  , 

^    '            coso'cosy  coso'cosy*         ^ 

Hieraus  erhält  man  ferner  leicht: 

cos(w)— cos(c)')  =  —  2sin  ^  { («>)—(<»') }  «in  ^  { («)  +  (ä')  )  . 

_  sinAcosd"  -*H$inAf 0psd  rr  sin(d— d")  siny 
"^  «eosdcosd'cos^ 

_  sin(d— dO-^(jiilWi!eosd'-^inA^cosJ)sin7> 

C(^^400S4  (C0S9^  '^  * 


■37 


eM(t>)  >.  «aal»')  ffeSj:««;  |  M»)f  <«0l»^5  i^*  (»0 } 


'.» I '  -- 


cöäScQsircos^  ^ 

8iii(d-|-dO  — (sinAc^^^+sinA^coaJ)  siny    . 

.   •'<:.'*-''/>\o6«d!c08d'CO«f>%)— -(  •■  I  ^.fi'^. 

*.  I 

Nach  40)   ist  aber  .ty     . 

wb  ^  naHi  den  fileichungen!  1)  und.  2)^,eiii)9  bßlMmi^tfiiQrHfiMtfiüMlt; 
also  werden  die  tieiden  vorhergehenden  (rleichungep;;  ■i//<f«)i)ni)1?. 

.   1  <x  v./   *xi         sinAcos^— sinÄ'cosd— sin(5— dOsin« 

sinoJW+(w')l= i ■ 

.  V.:  -       ^cOi.-     '  ^.     V    ,  2coß5cosd'sin  ^  öco^o)  ^        «  : 

*'  ^         '      "  '        sin(a — 5') — (sinAcosd^ — sinA'cosd)8in9> 

i 1 -«9> 


J'M     *'f. 


•■"-  *    V-       ..:'.     » 


•j 


.    1  .  r   V  .  r   ^ »        ßinAcosä'+sinA'cosd--sin(Ä+^')sing) 
8inj{(co)+(«OI=    1 ~  .1^ 

sin(d+JO^~(sinJteosd^^^^s<nycos^grtii^^"^' 

••■v>'.:->(':.     i    l.;;   ^,    •'■»■.■•    . 

oder,  wenn,  man  die  €ru88en  auf  den  linken  Seiten  der  Gleich- 
faeitezcMfenf<lMUih'Potetiieb  Tba^dfco-f  ^«»^'^ntiiidckelt^.undfMi  den 
ersten  Potenzen  dieser  Grosse  stehen  bleibt:    ■•    i  ^  i  •[>  i^ihtiim 


<  ■  • » 


.#tilAcos4fr*^stoAfQOft.d~-sin(d~dOsiny      *        I 

,  2co§(dco8£'sin-s^cos9> 
.  sin(Ä^ — £') -^  (^ipAcosd' —  8inA'GQsd)sina>  ^ 

.  -|-'  rn;.  Vt.,  .1  •■  ftiH.^i    Ti  >  i-7»T,n  '  }  '<1';.j.    ■       ^tp , 

-;■-■•'■■■■»•■•:   ,     •  \.  ■'•>•  "     .    »■■.        .."■••:  ■  ■ 


1» 

.  ZPOSOCO$0'C09ö-9cQS£p 

-^ j df. 

Legt  man  nun  der  Rbcknub^^eineb  bekannten  Näherangitwertli 
der  Polnuhe  zum  Grunde,  den  wir  wie  bisher  durch  f  bezeiehnen 
iMiilhMr><"cft]Ai<b^iilmt!  di^^  ^«betkii|mr6rlh6>iMb,i>  ib^iiteri  Heidtn 
Stundenwink^l' mitteilt' 'der  l^id'M^^Cui^  '^if'  iioi>rj7f  o«d:' 


i 


80  ist,  weit^dSie^Tiehtige'<7leicbiHig 

ist,  -  -  -       :   ü.  '   I   (vi  -.1! 

also  n^^.d^j.yoirberg^e^devf  ; ,, 
75)     J^^m^'^  sH^r-nr-X^^hcos^^^^^^^  ^^ 

2cosdcoi8^'sin^  ö  cos  5-(»+  »Ocosy* 

SbÄitiBuiiilte  imt:demselfa|eD,Grade  der  fir«i>tqlgfe?ii4#A.fi0(f.:ff' 
mittelst  der  Gleichungen!  .       »;>i-   •;       i..     ..- i{.  v:.- 1\,\:>^\  ii  •  , . 

/  o  —  a)'=:6, 

I  :        s  : 

76^     <       1  r    .   •  >x ' '  »itaAcdi^'+iiii*oo»J^dlti(Ä+Ä')siny 
'^'     jcoSo(g>+»  )  =  — = = f ^ 

bestimmen 9  und  hätte  dann  nach'  dem  Vorhergehenden: 

77)     -^(»=5  2i(»^= —  ?..,.,,.   ,     l;>v>.g.,|. — \ -^^^ 

2cosiS(io)s^'coii 2  ®* sin 5- jö+wOcosy* 

Die  erste  Methode  ist  jedoch  in  dem  Falle,  wenn  d=d'  ist, 
Ihrer  grosseren  Einfachheit  wegen  vorzuziehen,  weil  in  diesem 
Falle  das  Glied  sin(£ — ^0  verschwindet,    und  wird  daher  im  Fol- 

Senden  vorzugsweise  in's  Auge  gefasst  werden.    Bei  der  zweiten 
letbode  verschwindet  nämlicn  m  dem  in  Rede  stehenden  Falle 


m 

das  Glied  8in(d-f  dQ  nicht,  weshalb  dieseliie  in  diesem  Falle  nicht 
so  einfache  und  zur  Rechniuig  bequeme  'Ausdrücke  wie  die  erste 
Methode  liefert»  was  sich  weiter  unten  deutlich  zeieen  wird.  In 
dem  allgemeinen  Falle»  wBnn  nicht  d=:o'  ist»  würde  keiner  der 
beiden  Methoden  ein  besoaderer  Vorzugs  vor  der  anderen  zu- 
kommen. 

X 

Ferner  ist  nacltt72)       ä  ^  i 

4           /  xl-o  •    Ty  ...^cos{dj?-(<p)}  -sinA 
1  -.  cos(fl,)p2sm  ^X^)H:z eosdcos(y)    /^ 


nbd 


»Uo 


1         /  ~ii-''a  ■  */  .>>_  C08 { 8'— (y) ) — tänh' 
l-co8(»')=28iD2(»')«=r cüS'coaiv)     l 


l+co8(a>')=2co8  2  (»7»= coaS'iif^qü:'     ' 

^  .  •      '  '    I  .        "'  . 

cos  \d  -^^)  jc=sinÄ  -f-^^cosdcosC^)  sin  s"  (»7*^" 

,Ä         ~ . .  -  -■•  •» 

cos(4''-:(9)}^sinA'  -f %osd'cos(9)siir^  (<o'1^ 


\-i 


und 


COS  { i^  (f } }  ^ — sin A  -|^  2cosdcos(9)  cm  »  (^)*i 


1       A 

cos  i  df^  -f  (y) }  3? — sinÄ' + 2cosd'cos(9)ces  «(ÄOlf 

von  welchen  vier  Glekhunsen  ^ir  aber  jetzt  der^ürze  wegen 
nur  die  erste  etwas  weiter  betrachten  wollen.  ^  '^"r 

Entwickeln  wii  nSmlich  die  rechte  Seite  der  ier^ten  dieser 
▼ier  Gleichungen  nach.. Potenzen  von  z/o  und  /lq>  ii  ni^d  bleiben 
bei  den  die  ersten. Potenzen  von  Aui  und  dtp  entlÄKeuden  Glie- 
dern stehen»  so  erhalten  wir  -*:    ~ 


1  • 

cos  { d — (9) }  =    sin  A  -f  2cosdcos9>  sin  7  co* 

-f-  cosdcos^sino^ioi — 2cosdsin9  sin  »  co*^^ » 

und  wenn  wir  nun  fSr  dm  seinen  Werth  aus  75)  einßihren,    so 
ergiebt  sich: 
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er  auch,  wie  mao  mittelst  einiger  TransfonnationeD  leicht  findet: 
80)     cos {d'^(q>) ]  =:8inh'\-2€oai€o»g>sia  o  fo^ 


inAcosd^ — sinÄ'cosd — sin(d— Ä')8in9 

8«sin2«<  >;  7  sin-®'    }^^' 

sin(J-^dO— (sinAcDsd^ — sinycos^siny 2 

•  sinAcosd'— sinÄ'eosd — 8hi(^ — dOsinop'      1      ,     ^ 

eil  aber  ' 

cos  t  J— '  (q>) ) =cos(d— ^)  +  m(9—q>)J(p 
,  so  ist  auch  c     , 


;•• 


81)    cos(5--  9)— sin/^— 2^s^cos9sin  x-  «>• 
sin(a— 9)     '      7     '  , 


1      V 

2cos  jsin  o  CD-. 


• » 


:       J 

1  ]  sin(5— Ä')sin «  o»  coösy' 

2  j  ■  sinAcosd'— sinÄ'cosJ-^itt(d-^')<sü^9  i     ^' 


sinzro' 


sin(^— 50-(8inAcos^'— ^»A'co«^sin9>  2 

^sinAcosd'  —  sinÄ'cosd— öpßi— Ä')  sinm       l 


_^  ^.  coSrt(a)+ar) , 

Auch  ist  nach  79),  wie  man  mittetet  einige  einfachen  Trans- 
mationen  leicht  findet: 

.lüfbii'lni'* 
.■•:»-viim  ti;>l)i07/   Uirmiu-Ov!   *oi   . '.      ;'«.r;f5  -r.jn.     (i?  rtlt*ifnoT[  fM*(| 

An(V.  —  \\{ii:-i  l       f        ,^ 
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Fflr  d=ä',  d.  h.  wenn  man  einen  und  denselben  Stern  zwei 
Hai  beobachtet  hat,  werden  alle  obigen  Formeln  ungemein  viel 
anfache. 


werden  in  diesem  1 


2Gosdain  ö-  9  coa^i 


^x     /        j                 .       sin^(A'— Ä)co8  j  (A'  +  h) 
I  8iing( ( m  +> ^9. 55 j j / 

>ie  Formel  80)  wird:  .  •      i* 

I 

""j          I                        .  1      .  1-7--- .^    i^>^' 
=siDA-f  2cos  jcoj^smÄ^'  4-1te»fai»<y  ■-  (vj  ■  '-'^^"'>- -^9 . 

,,  i  COSn  (»+»') 


^.«.v 


^.O'Hit  j  > 


I  CS  ~  j 8in(Ä— i^)  — 2coi^sin9) 1 — i'*»  1  ■■■■■L<^4 

>der,  wie  man  hiöriilki'T^ttliil^Ädäel^'  "      ^       ^  ^^ 

r  ' '        

87)      £OAffi--rq^—Aj3jjkxr^^^ 

sin(d49)'siD  g-wsio  5-  a>'  — siii(Ä— 9)00«  s-  locoSn-»' 


^er  auch       -Y'-<''>'>  I  01)  {-^-t.'»«:)  ^...:.-6-i>  !: 

cosfeiD9  co*|tÄ>^i»9'^*tt*^o«*^>»  J  (»  +  »0 

^   I 

mer  -* 


I  .)...{  11'»!;'    '.-d't  I    i:\       . 'i    *^^r_^  jHiii« 

W^i-diir  O  JM*t  hl  «indr  '«hraiB  «lidera  ftedMitan|^>  file  ftfriife  pH' 
nüitalm  mirJI^  Ist,  Iras  al^ef  gänt  vertMmt  M;  'WM^MskwÜ 
ertelleii 'würt.  ;  -  -..'..  v    ■     ■    .  °   -f  ,.. 

•t-  WtfU^Wtt^  hon-, 'WM  nie  aBwreiMmen  Ist,  aatliaiiDt;  imtd'ikm 
ehsk  Hl^lil!^'  A  dM-  Stems  stbr  nahe  -bM.tdcin  l>urcliffang#  4mf 
Sterns  durch  den  Meridian  eenommen  worden  ist,  so  ist  in'#Mri 
Formel  85)  >  nämlich  in  der  Formel 

,•••.•-•■..•■•■  ■  c«Bi«-to)i'V:  '       •    ''  -■■'•■';'•;•■' 

.    i       .    1.    -   .      •■.••! 'jl«!*; 
^  sm^fiosiBo» 

tzzsinA-f  2coildcos9»8ia  s-d^^-g'OosIsin^p  .■■.  .  |    ■       !  ■:  d/^^ ,0 

:•»  • ''- ->-'€085*(a»-f  «1^    ■■  '    M.i"»if 

■  J  ;    .      ■'.•»"    .;.;...-■         '    .!  !  -r-       i     i      ■    .    A    .....    ,,  \,   ,.{..   ,....:;i. 

dh'.,sln:4'to  (f'^r  Null  siehr  nab^  kommt,  ttnd;'>«nn  matt'fli^d  |f#;tol|j|' 
Iiiibe:A^sofaI;  iMthe  bei  einem.Aziamtb  yoaOlr'  oder.^W.gfilUip^j 
mj^fi.^t.»  cps^XflD-fV)  immer /lyie  leicht  erhellet,  ^e  VoU  NiflF 
aieiUieb  Tefoehiedene  Gfliss«  sein" wird,,  der  absslute  Wertfi  db» 

•   •  ..-.'.■..*,  ,,  .  ;*.!.■     »I*»   it 

.1.1, 

srng^fl^suigii»'  .  M 

-.  Scosdsin^ =r: — --^ — ^y  .  -•:;,•..:•,.'.■ 

COS^(öl+(»0 


jederzeit  sehr  klein,  so  dass  man  dieses  Glied  in  der  obigen 
Formel  vernachlässigcjff,  nird  ohne  merklichen  Fehler 

1 
cos  I  i^  ((p) }  ^=  sinA  -f-  2cosdcos9  sin  ^  ta^ 

setzen,  mittelst  dieser  Formel  also  unmittelbar  den  zweiten  Nä- 
hemngswerth  (<p)^f-\-Jfp  d^r  Polhohe  berechnen  kann.  Hat  man 
aber  auf  diese  Weise  Jf  gefunden,  so  kann  mann  femer  aoch, 
wozu  übrigens  Douwes,  de^  sein  Hauptaugenmerk  auf  die  Be- 
stimmung dei^'  Polbülie  oder  dier  llrelte  richtet«  eine  besondere 
Anleitung  nicht  ertheilt,  «die  Correctionen  j4m:=:Ja/  der  Stunden« 
Winkel  sehr  leicht  mittelst  d^  Formel 

1  . 

2f  CO  :::=  ^0»' 1=  tang  ^  (6> -h  »0  taflg9»  ^f 9 


rechnen.  Wie  iiütliic;  es,  wenn  die  Methode  vonDouwes  einen 
eiriicennassen  clütklichen  Eifolg  Vers(>rechcn  soll,  ist,  ilaiss  dt«; 
beiden  Hüben  h,  k'  nach  der  oben  gegebenen  Anweisung  genom- 
men nerdep,  '^ird  auj^  der  pli'g^P  Darstellung  piit  binreicliender 
Deutlichkeit  Hervorgeheii. 

Douwee  hat  seine  Methode  zuerst  indem  ersten  Bande  der  Ab - 
faandL  der  Geeellsch.d.  Wissenschaften  ku  Hartem*)  bekannt  gemacht, 
und  sie  ist  auf  der  8ee  allgemein  in  Gebrauch  und  findet  sich  in 
allen  Lehrbüchern  der  ScViATahrts künde,  ireshalb  wohl  auch  zu- 
weilen das  ganze  Problem  die  Aufgabe  von  Douwes  genannt 
wird,  übgleieh,  wie  itt  g.  I.  gezeigt  worden  ist,  keineswegs  Dnil' 
wes  der  erste  Erljnder  der  Aufgabe  ist,  sondern  nur  zuerst  ejn^ 
für  den  praktischen  Gebrauch  zweckmässige  AuHüsung  derselben 
gegüben  hat.  Hauptsächlich  bekannt  scheint  aber  die  Methode 
von  Douftes  zuerst  durch  den  Beweis  geworden  za  sein,  wel- 
chen für  dieselbe  Pemberton  in  einer  in  den  Philosop  hical 
Trnnsaetions.  Vol.  M.  Part  II.  1760.  p.  MO.  unter  dem 
Titel:  Korne  Considerationn  on  a  late  Treatise  iatitU' 
led:  A  neie  Sei  of  Loguritlimic  SoUir  Tubles  etc.  inlenileJ 
Tor  a  more  commodious  Metliod  of  finding  the  Luti- 
tnde  at  .Sea,  by  T  w  o  Öbservations  oT  (he  Ann;  % 
//.  Pemberton,  M.  D.  U.S.  Loml.  et  R.  A.  ßerol.  S.  erschip- 
netien 'Abhandlung  gegeben  hat. 

endung  seiner  Methnile  diir.li  Tafeln 
in  den  Tables  requi^He  tobe 
used  with  the  Tiautical  C[ihemeris  Tor  finding  the  lati- 
tude  aiid  lon&itude  at  seit.  II  edition.  ji.  5S.  — p.  MO.,  worJ 
auf  ich  mich  hier  beziehen  will,'  Dndet.**)  Um  die  Kitiridituns 
und  den  Gebrauch  dieser  Tafeln  einigermassen  zu  erlÄuterh,  stelle 
man  die  obigeu  fomicln,  indem  man  sich  nur  erinnert,  dass  ini 
Folgenden  CO — m'  immer  den  Werth  &  hat,  unter  der  Form 


2fiin  j  (*>'+(d)  =  sec&eCf  (sin/i— sin/i')cosec  5  (w'— «) , 

Cos I  ä- U) ■  ^  BinA  +      ■     f'  ■■     ; 
'       ^'  secJsecif 

oder  unter  der  Form 


*)  U:  ■.  die  Uetieraeliuiig  lon  KSatner.  Theill.  Alie^rHo  rg. 
ITSe.     S.  87. 

**)'  Man  findet  dicae  u der  ähnliche  Tafeln  aber  auch  in  itn  mei- 
sten ScbiiTfiilirlsiebrlücliern ,  x.  B.  in  dem  icbon  in  %.  1.  angeführun 
Buche  vnn  Bobrib.  Tbl.  111,  Taf.  LXL  und  ia  andern  bebanuteu 
Werben  dieser   Art. 


-.il.  >■',/  Iog.2Hin  2  <»'+"»)        • 


CTSj*— (9.)f  =  BillA+- 


secd  secv 


dw. : 

to'g  €0 


,-(<.'  +  «>) 


Tie     logsecd  -flos^^*^     heisst      L 

cd)     heisst     Log.     half    elip8e<l    tiätf, 

in!    Log.     middle    ttme    geoanot,    »ofiJ 


Für  die   in  Zeit  ausgedcü 
:  Tafeln  Von  Doawes  eine  Taffl 


log.Ssin^-  afl  hebst  Log. 

feil  Stundenwinkel  enthalten  die 

für  Lo".  half  elapsed  time  von  0-  bis  5", SO",  eine  Tafel   I    __ 

Log.    middle  tinro  ebenfalls  rrm  0"  bis  5".50"',  und  eine  Tafdl 

fär    Log.  rjsing    lür  8  Standen   von    lÜ  zu  10  «ecunden.     Ü^t  1 

Halbmesser  ist  JOOüUO.   '  '  "       " 

n  (lü' — o)>   qico'-t-a),   (a  in  Zeit.     Mau  berechne  nun  mittelst  d«| 
gewöhnlichen   triguDome frischen    Tafeln  Log.   ratio,    ziehe  .d|| 
in    dem     natürlichen     emh    ab    und     schlai 
1er  Losarithmentafel  auf,    nehme  Loj^.  hifl-. 
den  Tafeln  von  Douwes,    und   aduir«  dje  ^ 
anf'diese  Weise   erhaltenen  Zahlen  zusammen,    so  ist  nach  dem    | 
Obigen    die    Summe    Log.    middle    time.     IVIit    diesem    Log. 
miadfe  tiine   gebe  man  in  die , betreffende  Tafel  vuu  Uounee   ' 

ein,   und  nehme  aus  derselben  ^(oi' -f  c»),    worauf  es,    da     man 


natürlichen   sin/t' 
log(sinA-8iuA') 


Hierauf  nehme 


auch  ^((o'  —  a)  kennt,  leicht  ist,  ra  zu  berecbnei 
man  aus  der  betreffenden  Tafel  von  Douwes  den  entsprechen- 
den Log.  rising,  ziehe  davon  Log.  ratio  ab,  und  schlage  zu 
dem  durch  diese  Differenz  dai^stellten  Logarilhmu8  in  der  Lo- 
garithmentafel die  zugehi'rige  Zahl  auf,  welche  man  hierauf  zu 
dem  natürlichen  sinA  addirt,  welches  den  natürlichen  cos|ä — iqi)\ 
giebt,  woraus  man  dann  leicht  S--(qi),  und  hieraus  den  gesuch- 
ten zweiten  INäherungswerth  (q>)  der  Polhühe  berechnen  kann. 
Es  war  hier  nur  meine  Absicht,  dieEinricbton'f  und  den  Gebrauch 
der  T&felavon  Douwes,  diS  man  in  den  meisten  nautischen  Ta- 
feln in  grosserer  oder  geringerer  Ausliihrlichkeit  findet,  im  AJI- 
gemeineii  kennen  z»  lehren,  indem  ich  wegen  des  Näheren  auf 
die  Tafeln  selbst  zu  verweisen  mich  begnügen  muss,  da  ausfflhr- 
licherc  Auseinandersetzungen  an  diesem  Orte  »u  weit  führen 
würden. 
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Aucti  auf  folgende  Art  kann  man  unsere  Aufgabe  nfibi^nings- 
weise  auflösen. 

Bekanntlich  haben  wir  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

^   ^      sink — sindsin(a>-f-^Qp) 

COS(fi}  +  J(0)  = T 7 — ,     .    V * 

^     "        '  cosocos(9+-J9) 

CO  (ix/4-J  ')    ^'°^'  — sin^sinCy  +  J(p)  , 
^     "*"       ^  cos5'cos(g)+^9) 

also,  wie  man  leicht  mittelst  des  Taylor'sehen  Lehrsatzes  findet» 
indem  man  bei  Gliedern,  die  ^q),  z/co,  Joa'  nur  in  der  ersten  Po- 
tenz enthalten  5  stehen  bleibt: 

sinA — sindsin^       sind — sinAsin9     . 

cosco— sma>/Jitf=^ x * « — ^9» 

cosocosy  cosocos^-*        ^ 

,     ,  ^  ,    sinA' — sind'sino)       sind'— sinA^sinoo  ^ 
coso'cos9>  coso'cosy-*         ^ 

Bestimmt  man  nun  o),  m'  mittelst  der  Formeln: 

^^  sinA — sindsiny  ^ sinA^  —  sin^siny , 

'  cosdcos9      '  cosd'cos9> 

oder  mittelst  der  Formeln: 


^        W  sin{450-^(«+Aj.9,))  cos{4Öo-^(«-A-9)} 


1  ^1 

2(*+Aj;-9)))C0S{/'''^ 

2""      ^  cosdcosy 

**> '  1  1 


so  ist 

Theil  XIV 


sind — Binhsinf 

,^cozr j-v 5"  ^tp 

\  cososincocosf)'     ^ 

95) 

'^  *~cos6'  sin  cy  co89^    ^ " 

Weil;  otm  nacd  93) 

sin  A  =  sindsin^  -f~  cos  A  cos  ra  cos^ , 
6inA'=:sinA'sin9>  +  cos£'cosg)'co89 
ist  9  so  ist 

sind  —  sinAsin^  =cos9(sindcos9> — cosdcosoMsin^) , 
sind' — sinA'sing)  =co69(sind'cos9-— cosd'cosflo'siDg)) ; 

also  nach  05): 

!iiai=:  (tangdcosec  a>— cotfl0tang9)/^9 , 
/ia)'=(tangd'cosec(io' — cotco'tang^)  -^9 . 

Führt  man  aber  diese  Werthe  von  ^/co,  ävi*  in  die  Gleichung 

ein^  so  erhält  man: 

97)   ^0)= w-r  w 

'      ^    (tangdeoseccü — cotcotang^)  —  (tangd'cosecco'—  eotco'  taogf) 

Wenn  man  also  für  einen  genäherten  Werth  9  der  Polhohe  mii 
telst  der  Formeln  94)  die  genäherten  Werthe  a> ,  <a'  der  Stundet 
Winkel  berechnet  hat,  so  berechne  man  die  Uülfsgrössen  Gy  t 
mittelst  der  Formeln: 

iG  =  tangdcosecfio — cotQ>tang9, 
G'=  tangd'cosecoo' — cotw'  tang^ ; 
dann  ist 

&  —  0)+   ÜO' 

J(o'=G'J<p; 
oder 


5i 

100)       U^  —  G     gj^g.     . 
ach  97)  Ist  auch 

JfJJ    I      •  J3W         "  'i*-''' »  ■  ■  ■-■■  ■ [■■■■■«■■■■—■»■III»! 

^        ^     tangocoseco» — tango'cosecco'---  (cotw— cota)')taiig9 


1er 


-^        ^      tang^sin  co'  —  tangd'^in  a>+  6in((ü)  —  w')  tang^ ' 


.1  t  ■  ,1 


Für  d=5'  ist 


.^^ (0 — CO  +  coQsin  rosin  cj' 

^        ^        s.in(ro  —  o)')tang9>  —  (sino)  —  sinro')  tängd 


Ler 


M)    2^9= j — ' =~^— j — -^— ^^^ j 

2siD ^ (ro— co')  I cos oC«»— ö>')*Äßg9>  —  cosn* (co+ro') tangd t 

Die  Formeln  98)  und   99)  oder  100)   scheineo    mir   aber  die 
equem^ten  zu  sein. 


§.  11. 

Wir  wollen  uns  jetzt  zwei  in  einem  gewissen  Punkte  O  sich 
u^hneideode  gerade  Linien  MN ,  MN'  denken.  Die  Theiie  OM» 
OJf'  dieser  Linien  wollen  wir  als  ihre  positiven  Theiie,  die  Theiie 
OiV,  ON'  derselben  als  ihre  negativen  Theiie  annehmen,  so  dass 
Jle  von  O  aus  auf  OM9  09t  abflreschnlttenen  Linien  als  positiv^ 
iagegen  alle  von  O  aus  auf  Oiv^  ON*  abgeschnittenen  Linien 
h  negativ  betrachte^  werden.  Den  mit  OM  von  OM!  einge« 
chlossenen,  von  OM  an'  nach  einer  gewissen  Seite  hin  von  0 
is  360^  gezählten  Winkel  bezeichnen  wir  durch  a,  und  nehmen 
uf  jeder  der  beiden  Linien  MN  und  M'N*  zwei  beliebige  Punkte 
I»  jS  und  A'i  B^  an,  deren  nach  dem  Vorhergehenden  gehörig 
ts  positiv  oder  negativ  betrachtete  Abstände  von  dem  Punkte  0 
^«pective  durch  a,  b  und  a',  b*  bezeichnet  werden  sollen.  Nun 
ofltfi  wir  Sber  den  Linien  AB  und  A'B  ala  Durchmessern  zwei 
reise  beschreiben,    und  uns  die  Aufgabe  stellen,   aus  den  als 
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gegeben  betrachteten  GrfSssen  «und  a,  6;  a^  A'  die  Durchschnitts- 
punkte  dieser  beiden  Kreise  zo  bestimmen. 

Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  die  Halbmesser  dieser  beiden 
Kreise  durch  r,  r^  und  nehmen  OM,  för  O  als  Anfang  der 
Coordinaten ,  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  o?  eines  recht- 
winkligen Coordinatensystems  der  ay,  und  den  positiven  Theil 
der  Axe  der  y  so  an,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  {xy)  hin- 
durch zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  nach 
derselben  Seite  hin  bewegen  muss,  nach  welcher  man  sich  be- 
wegt, wenn  man  von  der  Linie  OM  an  den  Winkeln«  durchläuft. 
Dann  sind  offenbar  a,0;  6,0  die  Coordinaten  der  Punkte  At  B, 
und »  wie  mittelst  einer  einfachen  Betrachtung  sogleich  erhelleii 
wird,  in  völliger  Allgemeinheit  a^cosa,  a'sina;  6'cosa,  6'siua  die 
Coordinaten  der  Punlcte  A^  B*.    Weil  nun  nach  den  Lehren  der 

analytischen  Geometrie    o-(a  +  6),  0    und    n-C«'  +  6')  cos«, 

2  (a'-f^Osina  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise 
sind,  so  sind 


105) 


1  1 

{ar  — 2(«'+*0co8ap  +  {y— 2(o'+60sina)«=r^ 


die  Gleichungen  dieser  beiden  Kreise.  Für  a:=a,  .y=0  und  fSr 
ar=a'coso;,  y=:a'sina  erhält  man  aus  der  ersten  und' zweiten  Glei- 
chung respective: 


d.  i. 


106)    r«  =  j (a-fr)«  r«=  j  (o'-ÄO"; 


uad  die  Gleichungen  der  beiden  Kreise  sind  also: 


107) 


\x-\ (a+6) !«  +»«=  j  (a - b)*, 
!  a— ^(o' +60COS« }»  + 1  y—  |(«'+6')sin«)»= j-  {•'"^H 
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Aus^  diesen  beiden  Gleichungen  muss  man  mittelst  algebraischer 
Elimination  ^>  i^  bestimmen,  um  die  Coordiilaten  der  Durch- 
Schnittspunkte  d!er  beiden  Kreise  zu  erhalten. 

Zf  dem  Ende  bringe  man  die  beiden  Gleichungen  zuerst  auf 
die  Form:    - 

108)     ]        ^ 

f^  +  y*  —  («'+  ÄO  (arcosa+ysina)  =— a'6' ; 

dann  erhält  man  durch  Subtraction: 

109)     ia  +  6— .(o'+60cos«  }a?— (a'+60ysina=a6  —  o'Ä', 
also 

ab  —  o'6'  —  ( a  +6 — («'+60  cosaja: 


HO)    y=« 


(o'+6')sina 


r 

[  Führt  man  diesen  Werth  von  y  in  die  erste  der  beiden  Gleichun- 
^  gen  108)  ein,   so    erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen 
zur    Bestimmung    von    x    die    folgende    Gleichung    des    zweiten 
L  Grades: 

111) 

^  (a+6)«-.2(a+6)  (a'+60cos« + (o'+6')*  * 

a%^+a'H*^+  ab(a'^  +  b'^)-'ab(a'  +  b')^  cosa« 

~  (a+6)2-^2(a+6)(a'+6')cosa+(a'+60* 

iost  man  nun  diese  quadratische  Gleichung  auf  gewöhnliche  Art 
if,   so  erhält  man  nach  einigen  zwar  etwas  weitläufigen,    sonst 
»er  keineswegs  schwierigen  Transformationen,    wenn  der  Kürze 
regen 

US})  F=    (a  +  «)(a'2+6'«+2a6) 

]  --2(a'+60(a6— o'60cosa 

— («  +  6)(a'  +  6')*cosa«, 

r      C.==T(a-7Ä)V--^0*--4(a6  +  a'60*  , 

f  +4(o+6)(o'+60(«*  +  a'*0cosa  .' 

+  2  { 2(0*6«  +  a'26'«)  —  (a« + 6«)  (a'«  +  6'«) }  cos«« 

— 4(a + 6)  (o' +  6')  (a^  +  a'60  cosa^ 

+  (a+6)«(c['+60^cos«* 
H=    (o  +  6)«  +  (a'  +  6')*  -  2(ö  +  6)  (a' + b')cosa 

iefait  wird : ' 


u 


Führt  mao  aber  io  die  Grössen  F  und  G  für  coso^  und  co«a* 
die  gleich  geltenden  Ausdrüdke  l-^sino^  und  l*-^28iDii*^«bi«r* 
ein,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Transfonaationen,  weü 
der  Kürze  wegen 

114)    G'=— 4{(a6+a'6')Ha6(«'*+*'f)  +  a'6'(a^  +  ^^l 
+  4(«  +  6)  (a'  +  60  (ab  +  a'ÄOcosa 

+  4(a + b)  (a'  +  6')  («6  +  a'b')com 
+  (a  +  6)2(a'+6')*sina2 

»  '  ■  •  ■ 

=  — 4{  (a6  +  a'60.«  +  (««' +  ft*0  («Ä' +  ö^Ä) ) 
+  4(a  +  6)  (a'  +  6')  («6 + afbOcosa 

+  (o+6)2(a.H60%tö«^ 
gesetzt  wird: 

fF=2(ab-a'bO  1  a+ft— (a'+60cosa }  +  (a+b)(d'+b')Hiü€ß, 
US)     JGÄG'sin««, 

(ä^=:  («+6)* + («'+60*— 2(«+6)  (a'+6')co8« ; 

also  nach  113) : 

,,.,            F4:(a^  +  60sintfVG' 
116)    a;= 2S * 

Weil  aber,  wie  man  leicht  findet, 

— 4  (oa'  +  660  (ab'  +  a'b)  +  (a+6)V+öO'=(«- Wa'-^O* 

ist,  so  kann  man  die  Grösse  G'  offenbar  auch  anf  folgende  Art 
ausdrücken : 

117)    G'=(a— 6)V-60*—  {2  (ö6+a'60— (a+6)(o'+60cosa}«, 

und  behalten  wir  diesen  Ausdruck  von  G^  in  den  folgenden  Fo^ 
mein  bei,  so  wird,  wie  man  leicht  findet: 

118)    x= 

2(a6~fl'60 1  a+6-(q'+60cosc}+(a'+60sintt  |(q+6)(a'+60sin«J:VCy| 
21  (a+6)2-  2(a+6)  (a'+  60  cos«  +  (a'+60*! 

Führt  man  endlich  diesen  Ausdruck  von  x  in  den  aus  dem  Obi- 
gen bekannten  Ausdruck 


*""  (a'+ÄOslD« 

* 

ein  9  80  erhält  man  für  die  Goordinaten  der  Durchschnittspankte 
der  beiden  Kreise  die  folgenden  Ausdriicke,  in  denen  die  ol>6m 
imd  untern  Zeichen  sich  aufeinander  beziehen: 

119)    x=: 

2(aft— c^ftQ  {a+ft--(a^+60cosft}+ (a^-h60slntt{(a+6)(a^+60singJ-V<yt 

2  { (o+6)a  -  2(a+6)  (o'  +  6')  cos« + (o'+60*l  ' 

y= 

^  2(qft-fl^60  (o^-f  &0sin«~{a+6-~(fl^+60costt)  {(a+6)(a^+60sin«i:VG^i , 

2{(a+6)*-^-  2(a+6)  (a'+6')cesa  +  (a'+Ä')*} 

oder»  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

120)    Ä=(a+6)(a'+60sina±VG' 
setsen: 

2ro6— a^60  ta+6— (fl^+ftpcos«}  +  K^a'^b^Mmu 
^-      2l(a+6)2-2(a+6)(a'+60cos«+(a'+60«J      ' 

1  _    2(gft— g^ftQ  (a^+60sintt—  Jg  tfl+6— (a'+feQcos«} 

[^"-^     2{(a+6)«-.2(a+6)(a'+6')co8a+V+*')a|      ' 

Bezeichnen  wir  die  Entfernungen  der  Durchschnittspunkte  der 
beiden  Kreise  von  dem  Punkte  O  überhaupt  durch  12,  so  ist 

also«  wie  man  mittelst  des  Obigen  leicht  findet: 

|02x    R-lxT^ {ab-afby^  +  { (a+6)(a^+60sinft J: yg^ 
^  2  ▼       (a+6)a-.2(o+6)(a'+60cosa + (a'+60« 

oder 


^  ?  ▼   (af6)a-2(a+6)(«'+60c( 


i? 


')cosa+(a'+60* 
Entwickelt  man  aber  das  Quadrat 

Ka+6)(a'+  ÄOsinaivG'!* 
gehdrig^  so  erh&It  man  auch,  wenn  der  Kürze  wegen 
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124)     L  =  (flo'-660*+(a6'-  6aO* 

+  2  (a+6)  (a'+60  (a6+o'60cosa 

=  (aa'— 660*+  (ßÄ'— *flO^  +  («*+  a'*0* 
— { a6  +  a'6' — (a+6)  (a'  +  60  cos«  1« 

=  (aa'— 660*  +  («*+  ß'*)  (6* + 6'«) 
'^  -Ia6+a'6'^(a+6)(a'+60co8aia 

==  (a6'~6a0*  +  (aHÄ'*)  (ß'*  +  6«) 
-  { a6+a'6'-(a+6)  (a<+60cosa  |« 

gesetzt  n-i(d: 


•t  • 


cosa+(o'+60*} ' 


.  ■» 


Wenn  wir  die  Linie  OM\  für  O  als  Anfang  der  Coordinaten,  ids 
den  positiven  Theil  der  Axe  der  x'  eines  rechtwinkligen  G«ofdir 
natensystems  der  x^y\  und  den  positiven  Theil  der  Axe  der  y 
so  annehmen >  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  oK  durch  den  rechten  Winkel  {x'y')  hindurch  zu  dem  positi- 
ven Theile  der  Axe  der  y'  zu  gelangen ,  nach  derselben  Seite|  hin 
bewegen,  n^uss 9  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  utn  von 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Winkel 
(xy)  nindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelan- 
gen ;  so  ist  bekanntlich  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlang  der 
Coordihaten  in  völliger  Allgemeinheit: 

^=a:'cosa — ^sina, 
y  =  x*s\r\a  +  y'Qosci ; 

also 

X*  =•  ;rco$a+^sina,. 
jf'^r — a?sino;-f~^cosa  t 

Lässt  man  nun,  so  wie  vorher  x,  y,  auch  x%  y'  den  Durch* 
Schnittspunkten  der  beiden  Kreise  entsprechen,  so  erhält  man 
mittelst  der  beiden  vorhergehenden  Foripeln  und  mittelst  121) 
leicht: 


2(a6— fl'60la'+6'-(a+6)cosa}— i:(ii+4)'8iBa 
J26) 


^^  ""  •2l(a+6)2— 2(a+6)(a'+60cosa+(tt'+60*} 


2(a6--a^60  (<y4-6)sin«  +  g{a^+6^— (a+6)costt| 
i*  ""         21  (a+6)2-2(a+6)(a'+60cosa+(a'+6>^) . 


Sri, 

Setzen  wir 

»  ■  '    •  -  ■      ■ 

so  ist 

« 

l?8) 


X—  2Ä 


.     P+(a+6)8in«v<»'  -.  v. 

.*=■'"'    2i^ ' 

und  setzen  wir: 

iS  —  (a'+b')  \  a^+bHia'b'—ia+bYa'+bO^ostt  |  sin«, 
129)      I 

(5'=— (a+6){a'»+6'»+2a6— (o'+60(a+6)cos«}sin«; 


»   I-   , 


r   80  i 


ist 


.>  ■ 


_  S±{a+b—(a'+b')cosa]VG' 
130) 

3^= 25- 


i . 


§•  12. 

Mit  Rücksicht  auf  §.  8.  i^olien  wir  nun  im  yorhergehentdeü; 
Paragraphen^   unter  der  VoraussetzuDg ,  dass  6  positiv  sei,   was 
anzunehmen  offenbar  immer  verstattet  sein  wird, 

\  a=e 

und 

I  o=tangi{(90»--^  +  (90<>— A))=cot^(A+*), 

r  '^ 

6=tang^{  (90o-d)-(90<>-Ä))=tang|{A-3) ; 


80  Wie 


a'=t8nggj900--«0+J(W-A0)=cot5(A'+«0 


s» 

6'=tang  i  { (90O-*0-(90»-A') }  sstang  ^  (A'-  «0 

s^Uen;  90  ist  nach  (.8. 

a=cottt,  A=tang9;   a'=cottfS  6=:tango'. 

Folglich  ist 

^ sirmcoso 1  __     1 

"~    costtcoso  +  ainuaiüp  *^  cotat-ftango       a  +  6 ' 

coBusmtf  1  06 

costi  coso  -f  sinti  sino       tangtc  -|-  coto      a  +  b  * 


und 

siDtt^cosv'  I 


■' . 


M'= 


cosufcosv'  +  siDtt'  sin»'  "^  cotu'+tangc'      a'+6" 

-.^ cosy^siPD^ ^ 1 a^b* 

~"  cosu'cosv'  +  sintf^siDo'  "*  tangtc^-fcoto       «'+6' ' 

Hieraus  ergiebt  sich 

ji^.jl., L..      1      _(a-+60J:(a+6) 

«..«., ab  a^b'    _  a6(a-H-60 J:a-6^(a+6)  . 

^^*^^  -  a +6  -  a'+6'  **-        {a-[-b)  (a'+6') 


folgKch 


(a+6)  (a'+60cos  5  a 
^      _a&(a^+60+a-6^(g+6). 

Hl  —  j         9 

(a+ÄXa'+öOcos^tf 

iWi'  = ] ' 

(o+6)(a'+60sin  ^  « 

a6(o'+60-a'6'(a+*) 


iV,'  = 


(a+6)(«^+60sin  |« 


«9 

Also  ist 

{ (a'+60+(a+ft)l"sin  |  «* + 1  (o'+60-(a+*)  l'cos  |«« 
(a+6)«(a'+60*«in2^ ««  cos  g^  «* 

d»  i,,  wie  man  leicht  findet: 

und  folglich  nach  115): 

H 

i 1 — 

(a+6)«(a'+60Vm  5  a«cos  5  «• 


Ferner  ist 


60 


• 

G 
B 
SU 

OB 

Si 
ST 

.^ 

^         1 

p             1 

r 

s 

o 

2. 

+ 

^^                                                   f 

i 

•.s>' 

* 
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3"'  ■    ■ 

+ 

B 

g' 
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•• 

1 
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.^ 
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5 

■1 
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9    1 

'■■■'  ^'  ■ 

v^ 

+ 

^^m 

.4-: 

II-   , 

1        .                   •■          . 
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p 

^ 

O 

w 

1 

II 

3           •     ' 

.  .^, 

,...,'.„ 

f 

:■■)■-■  <^- 

hS 

1 

-? 

+ 

e 
II 

C6           'T^ 

+ 

a 

■f 

+ 

lO 

+ 

1 

g       a 

+ 

^ 

'^ 

la 

'S" 

K>'  1-^ 

S        ^ 

3; 

IfcS 

-f- 

-f- 

'S" 

w 

+ 

"*» 

1 

a 

o 

+ 

-f- 
o 

S 

0^ 

-f- 

a 
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S* 

± 

% 

o 

O 
02 

-f- 

o 

1 

U)«N- 

o 

19 

•v^ 

k;i  »-* 

a 

p 

« 
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» 

j^ 

1 

1 
N 

a 

10 

1 
a 

> 
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BD 

a 

ä 

*» 

R 

+ 

? 
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o» 

■ 

4- 
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> 

( 
< 

"5 

1 
1 

1 

a 

^^ 
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R» 

+ 

M 

>S 

\« 

i 

O    - 
VI 

i»' 
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11 


10 
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+ 
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^\ 


fcO|H- 


I  ^ 

■r   lU 
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+ 
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O 
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I 

OD 
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«^ 
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+ 

+ 
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02 
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a  ■ 
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Ä 
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a    + 

+  r 

a  ^*-' 

•f 

a" 
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o 

OB 
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G 

O 

0 


W: 

er 

9 
9 

QQ 
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I 
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A 

+ 
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+ 
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s 

a 

c 

OB 
IN»    -* 
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I 

a 
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I 

+ 
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a 
4- 


o 
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O 
•B 

a 

10 


■■»• 


d.  i.  nach  114): 

(^1  Ni'—  JUi'Nt)*+ 4(üf,  Ni + Mi'Ni'  - 1) 
G' 

Führt  man  nun  die  vorhergehenden  Aasdrflck«  von 

{Ml  Ni'  -  Jfi'iVi)"  +4(ilf,  Äi  +  Mi'Ni'-l) 

iD  den  Ausdruck  50)  der  in  §.  8.  durch  a:  bezeichneten  GrSste  ehf 
so  erhält  man  nach  einer  ganz  leichten  Transformation: 


L±(a  +  b)(af  +  60 »in«  V  C 


oder 


L±(a  +  b)  ja' +6') sin  aV  G' 

^~  2  t(a  +  6)« — 2  (o + 6)  ^a'  +  60.cosa  +  (a'  +  *0V 

also  nach  125) 

Weil  aber  nach  42) 

ist,  so  ist 

tang(45<»-|9)=tang^(90O-.9,)=:Ä 

wo  A  bekanntlich  zwei  Werthe  hat. 

Vergleicht  man  nun  dies  mit  dem  vorhergehenden  Paragra- 
phen, so  ergiebt  sich  unmittelbar  die  folgende  nach  meiner  Mei- 
nung sehr  merkwürdige  Bestimmung  der  PoThohe  durch  Construction. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  O  ziehe  man  zwei  Linien  MN 
und  M'N'  so,  dass  mit  dem  Theile  OM  von  MN^  welchen  man 
als  den  positiven  Theil  von  MN  annimmt,  der  Theil  OÄi'  von 
M'N'f  welchen  man  als  den  positiven  Theil  von  M'N*  annimmt, 
den  im  Vorhergehenden  durch  0  bezeichneten  Winkel  einschliesst, 
wobei  wir,  was  offenbar  immer  verstattet  Ist,  annehmen  wollen, 
dass  S  positiv  sei.  Hierauf  trage  man  mit  Hülfe  einer  Tafel 
der  natürlichen  Tangenten  nach  einem  gewissen  Maassstabe  von 
O  aus  auf  MN  die  Tangenten  der  Hälften  von  (QO^  — d)-h(900--A) 
und    (900— d)~(90O— A),  auf  M'N'  die  Tangenten    der   H&lften 
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)"— d')  +  (90<'— *■)  und  (90"— d')— (90<'-A'}  auf,  indem 
in  diese  Tangenteo,  jenachdem  sie  positiv  oder  negativ  sind, 
n  O  aue  auf  den  positiven  oder  negativen  Theiien  der  Linien 
iV  und  Iti'N'  allschneidet.  Sind  dann  A,B  die  Endpunkte  der 
f  der  Linie  JUN  von  O  aus  abceschnittenen  Stüclie,  und  A'.B' 
>  Endpunkte  der  auf  der  Linie  Ä'A'  von  O  aus  abgeschnittenen 
Qcke,  so  beschreibe  man  fiber  den  Linien  Alt  und  A'B'  als 
irchmessern  zwei  Kreise,  und  messe  die  Entfernungen  der  bei- 
n  Durcbschnitlspuukle  dieser  Kreise  von  dem  Punkte  O  nach 
mselben  Maassstabe,  nach  welcbem  man  die  Tangenten  auf  die 
nien  /VN  und  JU'IS'  auficetragen  hat;  diese  Enli'ernungen  sind 
B  Tangenten  der  h^ilben  Complemente  der  beiden  Werthe  der 
)lhr>he,  d.  h.  der  halben  Ergiinzungen  der  beiden  Werthe  der 
ilbühe  zu  00°,  und  wenn  man  also  in  der  Tafel  der  natürlichen 
angenten  zu  diesen  Tangenten  die  entsprechenden  Winkel  auf- 
lebt, so  erhalt  man  die  halben  Coninlemente  der  Polhiihe,  aus 
:nen  man  dann  auch  die  Polhuhe  oder  Breite  leicht  selbst  be- 
lehnen kann. 

In  der  in  $.  ».  angefuhrtea  Abhandlung  von  Pcmberton 
ird  die  obige  bemerkenswerthe  Construction  auf  p.  02L  ganz 
ine  Beweis  mitgetheilt,  aber  eingeschränkt  auf  den  Fall,  wenn 
n  und  derselbe  Stern  zwei  Mal  beobachtet  worden  ist.  Die  Er- 
idting  derselben  wird  Cnllins  zugeschrieben,  und,  indem  auf 
!»sen  Mariner's  Piain  Scale  nevv  planed.  Book  HI.  p. 
3.  verwiesen  wird,  bemerkt,  dass  sie  mittelst  der  Principien  der 
:ereo graphischen   Projeciion  gefunden  worden  sei.     Die  von   mir 

II  Obigen  gegebene  änalytiscne  Darstellung  zei^t  zugleich,  dass 
lese  nach  meiner  Meinung  sehr  bemerkenswerthe  Construction 
UTchaus  nicht  auf  den  Füll,  wenn  ein  und  derselbe  Stern  zwei 
lil  beobachtet  worden  ist,  eingeschränkt  ist,  sondern  ganz  all- 
^mein  auch  in  dem  Falle,  wenn  zwei  beliebige  Sterne  beobachtet 
Orden  sind,  welcher  unserem  Probleme  jedenfalls  einen  sehr 
Dssen  Theil  seines  Wertbes  verleibet,  gilt.  Es  scheint  mir 
tinschenswerth  zu  sein,  dass  für  diese  so  verallgemeinerte  CoBstruC" 

III  auch  ein  geo  nie  Irischer  Beweis  gegeben  werde,  etwa  mit 
tife  der  stereograpbiscben  Projection,  die  nach  dem,  was  vor- 
r  bemerkt  worden  ist,  Collin's,  dessen  oben  angeführte  Schrift 
I  nicht  habe  zu  sehen  bekorameii  krumen,  angewandt  haben  soll. 

Nach  47)  haben  wir  nun  die  beiden  Gleichungen: 


-2Bin5Ä.V^=  ^i'J-  +  JV,'; 


wie  man  leicht  lindet: 
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3 

oder 


+  ÄO  +  a^'(a+ 


wng2  w^     ^^^2^^a'+b%ab  +  x)+(a  +  b)(a'b'+xy 


oder 


ab-j-x      a^b'  +x 


tatig^ÄÄ-cot|e.^X!f ^^r^. 


a  +  b  ^   a'  +  b' 


oder 


tang5Ä  = 


und  setete  man  also 


so  vrare 


tang,^ 'ß=— cot  2  ®tang(45<*— <P) . 

Weil  Dan  aber  nach  dem  Obigen 

_[ L±(a+b)(a'  +  b')s\naVG'     

^•"  2  {(a + 6)2  -  2  (a  +  6)  (a' +  6')  cos  a  +  (a' +  &')*) 

ist 9  so  flndet  man  mittelst  leichter  Rechnung: 

ab  +  x={a  +  0) j^g , 

/  /  .  ILA  F'±(a+b)sinaVG' 


also 


ab+x  _  F±{a'  +b')smavG' 
a  +  b:^  2Ä 

a'b'^x  _  Fjfc(a+6)sinttV6?^ 
a'  +  6'  -  2ir 


«i 


det*  beiden  Kreise' ii^  defi  beiden  iltt  Terheireebeiiitob 'P^ 
len  angeooiattMneh'  Coordinatensystemen  -  durch  JPi'f  ma 


.!    ..' 


SO  ist  lÜLth  128): 

a  +  Ä  r^'*'    a'+6'   "~^' 
nach  dem  Obigen 

lang  A  Wis=  —  j|>  ,  j^cot  Ä  ö  9 
»raus,  weil 

1  1 

1  tanga  Äitang  oO 

tang|(Ä±  %)  = £-^- ^ 

ITtangjÄtäng^^ 

3  man  mitteist  leiditer  Rechnung  findet: 

:'■       .,  i    .  •  .  .    .' 

■  ■  :  ...■.:.•••  .  •       :■  i 

ing  2  (Ä—  ^)=--   ,.  Jlt^drt^'     =iP0t6- jp cosec«;         , 


i  r.j' 


i  .< 


i  :    .  t  . 


n: 
t.   ., 


.'  .f 


peil 

Ä  +  0 = (ä  -f  U)')  +  (»  -^  a)')=2  o> , 
Ä  — eÄ(»  +  w')- (w— »0— 2©^ 


X'— JTcosO  ^      X 

taneo>=: ^  .    ^ — = — cotö+  ircosecö, 


•  »1  ai  ) 

.,.  :  — 
I '  i 


taog(90»-:«^=5ri^^. 

*        /  t      nnax  Xaiu0 

tang  (flo'  — Wn  =  "iF — ^ s"  • 

.  i  .     ^  '^      Jl*^2l'cos6: 

e  Cvf  Ossen  X,  X'  sind  die  biit  ihren  gehörigen  Zeichen  ge«- 
inen  Entfernungen,  dev^Tusspunlct^  der  voA  den  Dirrch- 
spunlrten  der  beiden  Krtise  auf  äietÄiAw  MN  hinA  Bt'N' 

XIV.  ^ 


. ..  .»».'li 


f^e^lteu  Perpendikel  von  <Ieni  Punkte  O,  und  kunoen  aUo  i 
mer  leicht  coQstruirt  und  niit  einem  Maaeastabe  gemessen  t 
Hat  man  aber  diese  Entfernungen  auf  die  angegebene  Welse  a 
der  Zeichnung  entnnnimen,  so  kann  man  Sl  sehr  leicht  initleli 
der  Formel 


l^ 


A^ 


Uebrigens  aber  erhellet  auch  aus  den  Formeln 
tang(00ö- 


AsiaS 


-X-—XCOS&' 


tang(u'  — «)'')  = 


nS 


X—Xc 


daasman  die  Winkel  90"  — w  und  (»'- 
ConstructioD  fuiiVen  kann,  wenn  man 
stehenden  Perpendikel,  jtlr  joden  dei 
der  beiden  Kreise  einzeln  genoi 
einander  v     ' '    '  '  ■    ■'     ••" 


-90«  selbst  sehr  leicht  durd 
lie  Fusspunkle   der  in  Rei 
beiden  Dnrchschnittspunkf 
,   durch    gerade  Linien    ~' 
_idet,  und  die°\Vinkel  betrachtet^  welche  diese 
mit  den  beiden    geraden  Linien  MN  und   M'iV'  i 
schliessen.     So  elegant  diese  Construction  auch  ist,  so  scheint  ( 
doch  nicht  nuthfg  zu  sein ,   hier  rücke  ich  Dich  derselben  noch  t 
ter  in's  Einzelne  einaugelien    und   sie    noch    weiter  zu   erläuter 
neil  auch  selbst  in  der  Praxis,  wenn  man  überhaiu)t  von  die 
Constniction    piaklischen   Gebrauch  machen  ivill,    die    gar    [ 
Schnierigkeit  darbietende  Rechnung  nach  der  Formel 

tang  2  -Q— —  jy  .  1|-7C0t^  0  , 

wenn  man  nun  eist  X  und  A"  durch  Messoii!;  tnit  einem  Maas 
Stabe  aus  der  Zeichnung  entnommen  hat,  am  meisten  zu 
len  sein  dürfte. 


g.  13. 

Um  die  Anwendung  der  im  Vorhergehenden  entivickeiten  Me- 
thoden   zur  Auflfisung  unserer  Aufgabe  zu  erläutern ,   waMen  wir 
Jetzt  das  folgende  Beispiel  berechnen. 
Zu  Güttingen  ward 

1809.  Mai  17. 
beobachtet : 

«Bootis:    (=16«.   S'^.25-,  h  =  m^.  3'.38",70; 

öAquilae:  f  =16.  37.    i9.     h' ^33.  33.    0,00; 

di«  Uüfae  h  ward  auf  der  Westseite,   die  Hübe    A'  aui  der  Ost- 

sftite  des  Meridians  genommen.     Als  Rectascens losen  und  Decfif, 

D&tiones  der  beobachteten  Stern«  wollen  nir  annelunen 


'WMmm.  «8»  iZi  »0;  d'=.:^  m  38,4S 

-,#<;«»   .  16/37.  49        ■     pf:t=    89g.  22.  17,S0 

frn^';=:       —  ^,   24  '     «-«'=!—  83,  37,  ^,62 

15  (<-<')  =  —  7.,^.^.  0.15(<— 0=—    7.  21.    0,00 

Ö=?      76.  16.  22,62 

Um  dieses  Beispiel-  nach  '4er  in  §.  4.  entwickelten  Methode 
a  berechnen,  haben  wir.  di«  folgeBden  Formeln: 

cot  % = co^^ cois  Ö ,  cot 35*  r«:CQt  ä'  cos  Ö  ; 

.    -      sin  5' sin  (y*-^)})       /^ .,       sind  sin  (ir — ö') 

sin  i  =  sin  |  d^ti^rr  ^  ^ßi^i'cot  (%  —  d*) ; 
cos  8  kih  hf  sin  |  '    cos  d'  sin  A  sin  J' 


cosr 


t  : 


» •, 


.  2 COS d  cos  dasind  .r— r—, ; — ,,v  .    . i ^   ,    , n — tt 

\- TTT-s V  s\^%ß^f^{s^h'^')m^ (s  —  h  —  i) sin  (s  —  A'-^^, 


cosi* 


v;».' 


n 


I    lat  nun: 

logcosö=  9,37^Jg 
logcotd=  10,43^%^ 
logcot;^=  9,809^ 

X=67o.  9Mn53 

tf'=  8.  22.  35,45 
;f— ^'=48.  46.  42,0^ 

logsintf'rr   9,1633924 

iogsin(X^— d)=  9,3047784 

-     18,4681708 

log  sin  2^=  9,7220%8 
log  sin  1=  8,7461450  ;  . 

log  cot  (%'  -  ^  =  10,6861996 
log  sin  2=:  9,4323446 


,1*-  .«-^    ... 
":-"v^"'  '*'■ '  '>\  " 


lpgcosö=  9,3752918 

logcotd^  =  10,8319497 
<ogcot;t'= 10,2072415 

y  5=310.49'  14",12 

j=20.   10.  56,02 
V-?=ll-  38.  18,10 

IpgsiVöW  9','537JÖ280 


I  ...    u: 


!■:).  .. 


i=ll^«is».2*,lS     '■'■ 


loeamX%-S')=i  9.Ä'63137 
•     -  'iö,M417 

.  log  sin  x=  9,9243515 
)9g8in|'=  9,48979(12 

log  cot  (t—S')—  9,9425544    * 
logsittts:  9,432344« 


"^sinf: 


.  j 


:.  :d  (jU-    ^ 


i--r;J^^'KO 


^* 


«8 

log  co»i(=^  9,9734808  t^o^9fi^,9&6S4Sa 

logsinA'=>:9,7424(H6  'y-  logsiaA  =9,8846399 

log  sin  §=8,7461450  .   i^ogwD^'=9,48»CTP8 

0,4610871—2  0,3697722—1 

fog.co8'i^==  0.9669718 — 1        log .  co<  t""'=  0.9669718—1 
0,4941163—2  0,4028004-1 

NuA.  =0,0311972  Nnin. =0,2528136 

A=  50».   3'.'38<7b 

A'=  33.  33.    0,00 

»■-   IS-  42.    a,»S  : 


■<■■ 


■^iXKii  ,:.'.    n  '  ./ 


V  I  ! ; 


90.    0.    0,00 

>   ,  »=  94.  39.  20,42: 

'■        *=  94.  39.  20,4» 

A«±  60.    3.38,70 

.    ,    s_TT  Ä=  44.  35.  41»7S? 

Ä'=  33.  33.    OXK» 
*-*-*'=  11.    2.  41,72 

»i=i:  94.  39;  20,43; 

A=  50.    3.  38,70 
«  -  A=  44.  35.  41,72 

fc=  15.  42.    2,15 
»— A— f=  28.  53.  39,57 

*=  94.  39.  20,^ 

A'=  33.  33.    OjOO 
»— A'=  61.    6.20,42 

«=  15.  42.    2.1S 
t—h'—i=  45.  24.  I8,S^ 

l(«8io«=  9,9985646 

log8iD(«— A— A0=  9,2823469 

|ogsin(«— A— 0=  9,6841230 

|ogsin(<-A'— t)=s  9,8525338 

0,8175683-2 
2)  0,4087842—1 

log2=  0,3010300      ,' 
.  logcosd=  9,9724805 
log  cos  «'=3  9,9953421i 

log  sin  tf=  9,9874147 

0,6650615—1 


»t ' 


.  1'   .    . 

I     ■        .  ••  • 
.    •    »   ^     -V 


n    -.v;    ^  < 


'if\  ■:  " 


;    S!  0,66S0öl|l--l<i' 

log.c^i«5=  0,9(Hä9718-4-l 
'   0.698079^7^1' 

Num.  =  0,4989761 

0,031197^  ■■'         «,0311979'' 
0,äS2§l36      Q,2S28136 


0,2840108      0,2840108 

0^4989761      0,498R76jl 
0,^829869     -  0,2149663 


Verth 


k  aiito'äl«»tllwMfl]||  BosiOr  «e|n  ans«,,, so  gut  bloss  der  erste 


;,    sin 9 =0,7*29869. 

t   '  •  <  •  '  ■  ♦    .•  ■ 

Also  ist/  wenn  nian  diie  Tafeln  der  Datfirlicben  Linien  nicht 
ebraucben  will. 


.t. 


»Iglich 


"      '    ■  V'Uii 


Die.  Berechnonj^  der.Standenwinkdl.  öacb  den  Formeln  tn  §.  6. 
Qterlasseii  wir ,  w<h1  dibs^lbe  eigentlich  nur  anf  eine  gewSbnIicbe 
Luflösung  eines  sphärischen  Dreiecks  hinauskommt,  und  daher 
D  diesem  Orte  eine  besondere  Erläuternug  durch  ein  Beispiel 
icht  bedarf^  b^^  folgeftden  Paragraphen  werden  wir  aber  auf 
lese  Berechnui^g  der  Stundenwinkel  zurS^kkommen. 


^  • 


§.  14. 

Da»4«oBhergehetide  Beispiel  wollen  wk  iW)  9^h  na/ftfi^^f^  in 
8.  entwickelten  Methode  berechnen.  .  .;  rjoüfi,;  i 

Zur  Berechnung  der  Polhobe  9  haben  w:ir  die  folgenden  For- 
jin: 

)  A=0,  oder  A=^--l,  oder  A±«r|-.l  Ist.    Ferne^; 

2i«=:A  +  5,  2©=A-d; 


,  ..«»• 


sin4£C0SP^,     ^^,    sintt^cosi?' 


A    > 


COS-(tt  "=-©)■.        V  -cwKitf -T-  v') 
?ir—  ^Q^^^'P^'  /   7^, cos«' sin r^ , 


?<► 


i4-Ä!t-1rf»'.T.:.--.tw.''.^ 


«.»"'>. .1», 


!'  r>  I  i|?    ■ 


.==  -  cos  (P-  91-  Mi'N^'  o      \>     Iq  ' 


iil/.'    (!*> :';:.: r.\''r 


WO  17  den  kleinsten  po^Uixen, Bogen    bezeichnet^  welcher   diesei 
Gleichungen  genügt;  eilATCfrV''V*~- vf^i^::« ! 


d:^A^\^. 


.  i 


l         ^<  7    Vf :  .W^^Wh  Pco8  l(Q—P±  U) 


■    '  '  ■  I         •  t  • 


I   I . 


^ii'cosQcos^(P-e±l7) 

-'    Bb<)tiüttetf  fifr  dt«  iMifA^Hdclie  R^SiYmtig  «teilt  niaii><ab«r  Miies< 
Formeln  auf  folgende  Art  daiß: 

0=«)— a)'=d  +  A.360<>,  '        ''-   '   '   , 

wo  A=0,  oder  A= — ly  oder.A=  +  l  ist.    Ferner: 

--      si^ttcosv.     ---       sin  ff' cos  t?' 
cos  (m — u)  cos  (m' — t?') 


__      cos  2(  sin  27       «,.      cos  M  sin  r 
cos  (U — V)  <ios  {ü*  —  v) 


n 

€os  €/="  — cos(/'— y)  — -T^-* — -^ — ^ : 

=a— *eos(P — Q)-^' ^4 — *--^ — >  '■  ■■■■?fr  , 

2sin^0*COsP€OA<^ 

wo  U  den  ktolpsteD  positiven  Bogen  bexeicimet>   welcher  dJQ^jta 
Gleichongen  genagt ;  epdlicfi : 


1          4    /        (iV+JVOsinPcosJ(e— PdbO) 
taDg(450-iy)=%/     _ L 

*'       (Ar+ür)sin^cos|(P— eiü) 


\        '       > 


■»»r— ^-y         I  ■      I  , 


(JY— 2V)co8Peo«J(e-JPi:  CT).  ■ 

1 

{M—M')  cos  0  cos  I  (P—  e  ±  P) 


VitM  disHSIie  48ttf  der  Westseite,  dieUidie  h'  auf  der  Ost- 
seite des  lilfricRäns  genpininen  wurde,  so  ist 


i ». 


r.' 


0  <«<  180»,  1800  <««' <360o 
und  folglicir 

negativ».  Paber  kann  offenbar  nur  X^= — 1  gesetzt  wenden,   und 
es  istafso  •.,■., 

e=76o.  16'.  22",62— 3eO«> 
•/  •        .    =-^  2830.  48/.  37//^8j  W  ^  • 

^6=—  1410.  51/.  48«',69      •. 

A=SQo.    3'.  SS^JO  Ä=50o.    3'.  38'',70 

f=20..   10.  .66,02  g=20.    10.    56,02 

2« =70.'    14.  34,72  2e=29.   52.    42,68 

»;=35,      7.  17.36  r=l4.    56.  21,34 

.  i  \  ■  ','■■■  •  .       « ' 

,;A's=33o.33'.    0",00  A^  =830.  33'.    0",00 

ä'ä  Ö.    22.  ,35.45 
2p'="5B:"10.  24,55 


j'=  a    22.    35,45 
2V=4l    55.    :«,45 


n 


»'=90?.  W%  47*,78,     .     •'=»».    36'.  12',27 


i/sslS.  36.    12,27 


.^  - 


logaiDti's=9.S636029 

log  cogp'= 9.9894362 
9.6430381 


9,7449704 

tog  <i6g  (t^--i>)'=9.gr8480g      'Iogco8<ti'V^«>0=i^!^^ 

log  Jlf  =  0,7724899  —  1  log  ItP  =:0,647e96Ö-^1 


i    5  *  \ 


ir=0,3529360 


^logcofttiz=9»j 
logsinv£=:Mil2743 


I 


.    Vi 


9,3239926 
l<tgiot  (tt  -  f )  ta9;9724808       h>g  cos  (u'r- 


:9,#»J86 

log  sii>t>'= 9,3382919 


fi 


log^^=s0,3515121-l 
'  '      iV=0,2246529 

■''''"■  iriiiOÄJ922293- 
ilf'=0,3529360 

M-  ilf' =0,2392933 


9,3086604 
9,9963421 


logir'^0,3132063— 1 
ir'=0,2066877 


■  <v 


iV=:b,22l6S29' 
=0,2066877 
jr-f  if  =^4303406 

JV—JV =0,0189662 


.  f 


log  (ilf + ilf)  =  0,9755077 
logtang^e=  9,8949408 


9,8704485 

logCilf— ÜIO=  0,3789306 
log  tangP= 10,4915179 

P=72o.  7'.  38^,36 


-1  logCi^T  +  A^O 

1 

logtanggö 

>  < 

-1       \ogiN—N')— 
logtangQ=: 


:  0.6338123—1 

:  9,8949408 

9,6287531 

0,2779574—2 
11,2507957 

86».  47'.  14",25 

72.     7.    38.36 
14.    39.  35,89 


P-Q==:—U.    39.  35.89 


log  (ilf  +  ilf'): 

log,  sin  (P-  Q)«: 


0,9766077—1 

:0,6338I23— 1 

=0,8065226-2 
0.4168426—2 

0,0703094 
0,3466332—2 


log  2 =0,3010300 
logsini>=0,^187 
logsinQ= 0^9993169 

log.cois  ^  €!<  =0,7914438- 


1 
1 

1 


0,0703094 


if:  t 


iog(ir«<Miiff>sa0jaa8Q306^i.  >  uf^^o^moaM 

log(2ir-iV')=;0,877«574-2  "      .  logcw,P?=gt,48700(BrTrA  , 
log.siD  (P—  Q)«=0,806S22fr-2  log  cos  Q=0,7485210 — 2 

0,3455332—2  ganz  wie  oben.  0,1178774—2 
Num.  =    0,0221581 

co«(P— 0)=    0,9671*48    : 
cos  17= -0,9896029 

17=171»  43'.  S0",4l  ,.      .' 

Q—Psz    14?,  ay,:  35^8a 

ü=    171.  43,   80.41 

\Q^.p'Müsik\^VSr     4.    14,82      i;. 

•  |;Ö^4^'''  «3.  11.    43,15       ' 
'    -J.ii.liiilt.ii.    i  \     V'.  ■-.  ..    .   . 

a(«— ^^.ü)=-  78.  32.     7,26 


U 


;!  •  •      .     I  i 


?(p-e+ü)=r   7a  32.  7,26  ..-,';;;' 

|(P_Q_Ü)=_  93.    11.43,15 

log(iV+iV0=0,6338123— 1  Iog(»+J!f0=»0,975?077— 1 

iogsiDP= 0,9785187- 1  log8uiQ3cO,99i^l69-l 

0,3584975—2  0,2731608—1 

0,2731608  -  i 

TE^3367— 1  ?       .; 

'ili'ji;;.":t;;.  J    .•■??•     i''!^    Vi,    ;■.          .;•■•  ••          J-      .t.;     .iij.f    -.11.  ;f!:'"    r 

log  (iV—2V0= 0,27795744-2  Iog<ilf-i«j|f0=*'ft3!r80306-^l 

log  cos  P = 0,4870008  —  1  log  cos  Q =0,7485210 —2 

logco^Q— i>+  l7M)>7461665-2Jogcos^P-<H-  V)= 0,2983362—  l 


••■■'■:''■'  "^    ""     0,5111247^4    [,   'ii'--'- ■.'■■•' ■■■••«;4a57878-^« 

0^2578?'8-3  '•     ■ '  '       •  ' .;;'■  ;.:'• 

0,0853369-1 
logtong(45<»— 5  v) = 9,54266845 
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NebUUM  yti  <hi^  Hfttel  zwisch^  ^ea  kei4eD-tdAw.'cthclte- 
nen  WeHElieli  irwt  log^tahg  (fö<> -- ö  ^ ,  da  werden  r^W- 


( . 


L) =9^5420984 


setzen,  woraus  sich  ergiebt: 


45»— J  9»  =  190.  13/.  67»,1« 


ijf 


2 

•• . 

g9=25.   4d:    %84 

Ferner  ist,  wenn  wir  jetzt  Uoss  bis  auf  Bfipnttn  flpb^; 

iog(2V^+iV^=0,6338123— 1    :    .log(m+M')i=t(iJlfKSm7-i 

log8inP=0,9785187— 1.        .      logsio  Q=p0^^16,9-i-l 
1  .  .  ,  -^ 

logcosJCe-P-  O)=0,2983362— liogco8^(P-  ©- 17; =0,7461665-2; 

0,9106672— 'i  ''  tCTSÖSBrf^T 

0,7209911—2 

0,1896761        '   .    .        ^ 

log  tang(45o — 19))=10,«3948380 

460-|9,  =  5P.  12' 

$0  daM  fltich  abp  bierausii  ein  negativer  Werth  von  9  ergeben 
würde,  der  naturÖch  unzulässig  ist,  und  daher  bloss 

9=510.  32'.  5^/^68 

gesetzt  werden  kann. 

Die  geringe  Abweichung  dieses  Werthes  der  Polhobe  von 
dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  gefundenen  ^Wertbe  dieses 
Elements  rührt  von  den  Fehlem  her,  welche  bei  dem  Gebrauche 
der  Tafeln  flbrig  bleiben*    iSetzte  man 

logtang  (450— ,j  9)==  9,5426685, 

jvrozH  man  eigentlich  dieselbe  Berechtigung  hat,  wie  zu  dem  vor- 
her angenommenen  Werthe  dieses  Logarithmus,  so  wurde  man 
erhalten : 

450— |-9)=19o.l3'.67'M8 


9)=51.  32  .    5,64 

Kürzt  man  diesen  Wertb  und  den  im  vorhergehenden  Paragra- 
phen gefundenen  ^VlSjO^jy^n  q>  bis  auf  ^die  c^rst^  Decimalstelie  ab» 
so  erhält  man  beid«^  IJ^  al^r^i|»^timm4nd^  ' 

«  =  510. 32'. 5^0. 

Wir  fähren  dies  hier  nur  an,  um  zu  zeicen,  dass  es^oei  etwas 
weitläufigeren  Req^imgeni^  immer  scfarvifer  «ält,)^  sich  vor  den  bei 
dem  Gebrauche  -ier  Titeln .^^'übrtg  Vi^liefiden  kleinen  Feh- 
lern völlig  sicher  zu^  Stellen,  und  bemerkerr* auch  noch,  dass  wir 
aus  die8^y,pr^^flj  bek<^«  «,^^e,?/Mi  Pwaa^D^^^ 
nung  ausser  den  gewohniiciien  ijogftritnmeiitÄfern  äucn  clieTsffeln 
der  natfirlichen  Linieijj  von  Sherwin  (Correcteste  Ausgabe  von 
1742)  benutzt  habira-,  trefch^^  VortreflKche  Sammlung  von  Tafeln 
wir  eigentlich  all^- li^gew  "l^aleln, vorziehen,  wenn  auch  freilich 
zu  wünschen  wäre«^  (Uss;  aü^m^-dlP  l^aleL  der  natürlichen  Linien 
noch  die  DifferenzSi' lär' ^tn^  i^ecünde  ^nfhielte,  was  leider  nicht 
der  Fall  ist,  abeiTyi^^tdii^  (EÜJck-^fd  grösseres,  d.  h.  breiteres 
Format  der  Tafeln  c  ää^rdf^  )l]|I^&n  fn^fifd^.^^  ;  *\ 

Was  nun  die'^ibei^en  Stundenwiitltel  Äi^,'»^* betrifft,  so  haben 
wir  zuvörderst  nach  dem  Obigen 

0=0)- »'=—2830.  43/.  37^38. 
Für  Slz=^^-^üiD*  haben  i^ir  nach  ^.  &  ^  folgenden  Ausdrücke: 


■      •   V.-:  j   •      : 


"^\l 


oder 


und 


j 
Ä=P+Q+Ü— 2f*7r 


OK.f; 


oder 


j.-,     »     .     j. 


Ä=P+e+i7~2(f4+i)«;, 


indem  man  diejenigen  zwep  fieser  vijsr  Werthe  von    i^    nimmt, 
welche  für  *'  '       ^'  • 
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N^     .     »in(P~<?) 


positive  Wefthe  liefern,    l,  A4-1  sind  die  beiden  aus 

sieh  ergebenden  Werthe  der  ganzen  Zahl  £,  und  f»,  fi-f  1  sind  die 
beiden  aus  . .        , 

df^i^^ä6id''w^tm'^''8^        ■  E«^tsjt'iitö"''-'  ■■■■■ 

1:17     'itli.^.'.i  /    '■•..•.    ;::.:•;♦))    fj'/j     :;  .     ^"7    ^idjh'^  a-  ilt'üiDit.M  'i  A 

r»I'ni0T{'    JJ    .:..      .;>•:..:  •■«■;•.•.    |7  XSR  IH  >43ti'i;6Q»41j  Jjt».      .:,:i    iii'i     i-- 

P+e+tTÄ    830.38i43,(»       •  ^      »  ir 
Näherungsweise  hat  man  zur  Bestimmung  von  k,  X+1: 


r^ii.'.t.    /^  '      .'      ■  '-■■■-  ,         {•) 


also  . 

i=— 2,  1+1=— 1; 

und  zur  Bestimmuog  von  ,f*>  (*+ 1  hat  a^n  pSherungsweise : 

-*I2<*<12' 

also 


> 


^=-1,  ,t+l=0. 
Also  erhält  man  för  Ä  die  vier  folgenden  Werthe : 


■  I" 


7Ü70.  »'.¥.70 
)347  .  11  .  2,20 

^=  .J69b'r38  .4ä>;j 
"  'Ss^rm  .43,02 


ff 

Weil  nun  aber  ßf-^-ff*  posith».  C9^a^  negaÜT,   also  JV'j    negätlT 
ist,  weil  ferner  i4n(PT®  ji^^tiv  nf 4  sinQ  positiv  ist,  so  ist 

negativ  y  und  weil  nun,  wie  leicht  erhellet ,  eosCP-^M)  respecüve 

i    ■    "  T  L       '■■■■       I".  •••• 


PQS'"' 


.  1  P<J8«tlV^ 


•::  >-r.''''"^';nl6fea6v 
ist  5  so  ist  Vj7  tiilrpäetivt! 


:■'• .  •' 


negativ 


•-■■  •         ■  -   'BOW^V     .\    ,;.;.      .,.  ,;.    ...,j,,    ,j|j     ,,;ij 


negativ 
positiv. 


Also  kann  bloss  •  -  -     -' 


^jja^;., 38.  43,02 


gcsetst  werden.'  AuA 

)^i^«  +  »'=   347».  ir.  2^20 
d=«— M'=>-283.  43.37,38 

erhält  man  aber: 

*'         Ä=Ä31«.4a'.4a*;4t» 

WarSlS.ar.  19,79 


» »  l 


und  aus 


•r 


St^  CO  -f  o'  =    3300.  38'.  43',02 
e  =  M - •>'=— 283.  43 ,  37 ;,38 

ergiebt  sich: 

,       «=23».  27'.  32»,82 

»'=307.  ii.iö.«> 

\  i  '  }  ••'■•'  I 

.    »        .  -■  •  t        .IM       1 1 1 »  .       ■    f     !   ;  »  •      ;  • ;  *  ■       •  1^'     J 


..»s. 


Berechnet  mai?  nip  hieraus  die  Correctionen  des  Standes  der 
Uhr,  so  erhält  maA  flfr  dt6- efütdn  Wertbr  von  mi  m'i 


^ 


.['  •       'i 


•l 


ir         ,;f.'  ..    ...   ""— 


Iw 


A'4  V  ^  i 


I.    .1' 


li 


■      J  •  .  (    •  in  < 


Das  beobachtete  Gastro  war  die.ppnne.  Nach.  jiUeii  nStti- 
gen,  hier  keiner  £lrläuteraDe  bedürienden  Correctionieii  waren  die 
Deiden  genommenen  SoDäenoöfaen: 

■M-'VH.   -r...     .-...'    -Alisae.  33.  21,0     .  \ 

-■.       f)!'il         .  .    r 

uni)  4)e  .«ntiiproGhendeD  Uhn^itea: 

«=23-.3J«.4*,0 

'4Uo  war  der  Zeitunterscl^ied:  . 

•  •  •  •  k  f 

2».  SJ".  44» ,8. 

bie   T7hr    blieb   aber  in  ^  Stünden  um   1S«,B9    fedtfiek.    Didi 
macht  auf 


r  ' :  • ' )  i  i  1 4  i  { ; 


:  >     « 
>  • 


•l'V." 


>" 


1  Stande,  1  Minute,  1  Secunde 


respective 


;     .  ri*    :    )  .    i      0«,694&;  0«,0108;:0>^4)002f 
also  auf  2*.  35*».  44«,8: 


tf  '.i ' ' 


t      "i  i  ■ '  ' 


l«,30+0«,38+J()»,01  =  l%e9=l*,7. 


Paher  ist 


und  folglich 


I  * 


« — <* = 2» .  35"« .  44».8  + 1»,7=2*.36».46«,5 


e=15«— f)  =  38».  56*.  37»,B 
^ö  =  19.  28.  18,7 


zu  setzen. 

Die  Declination  der  Sonne  war 


d=— 20.  14'.  nO; 


also  ist 


.,:i:]yi§tMAsi  9.9Q96603 

i 

■ier^'ÄJ'f  =  19<>.27'.23*,2 


W    - 


5»  =  ^.32.36,8 

■«•7        .•.,»»T...-'i.  •■• 

..    \  £.-=;:    61  .    5.13>6 


Es  ist  also 


.»-^^t  \^ 


A=  360. 41'.  11"^  ,. 

.A'==26.33,Sa.,P   ,  r       '     i.  = 

1-i:^^  ^(*+A0-31o.  37'.'l6.,4 

2,=204. 19.46.4  hh-h^=.  5;    3  .'55>;4 

«=102.  9.53,2  ^ 

,_A-A'=  38-55  .ao;;4  .    . 

,_A— 1=  14.23.27,« 
*— A*— f=  24.31.18,6 


I . ; . '. 


FolsHdi  M^ 


.  logsia^<93r8,B2289S^ 
log  sin  ^  (A + AO  3=  9,7195810 
logcos  \  (A — AO  ^  9,99830*4"' ' 

u=— 0».S|3<^20^9      * 


uDäfSsraer: 


V    '  •      •    • 


TheU  XIV.  6 


8DH 

log)slii(i-4-«)  =9^953039 
logrttteA>^t*-a^=yWM8QM0,,..      i 

0.8017646—2 

logcos  j  0  =  9jS)744220 
"'    "logsinvs  9^753043 


Es  ist  also 

«=—  00. 23'.  20",9 
«=-1-13.  43.38,8 


■  ■.     i  1  .   I  1   . "l  >' .  =:-  •■ 


u  + 1>=-^  13  .  20  .  17,9  h„^J^^±J\  '^:ä'.«',9 

«-»  =  —14.6.89,7  ,     (i.M...  j:..---  \ 

«^.«01  :\l  "li.  =.i^\!A)-,      2^"~/*H~f.-  «,•**.'* 


und  in^d€|^:  Fofmel,      _  ;  ^i^   ..».,  :.;'*.<?!, 4 OL*     /'. 

M.<«-.'  ..VI«- 


2si   i  (u±f>)coi  1%^  —    ^      :.  - . 


8109 

ßiD|-öcos(450^^t)f  j:  i  :• 


liefern  folglich  die  uoteren  Zeichen  offenbar  ^dioedMfqdjntiTeii 
Werth  von  sin^^  der  hier  unzulässig  ist>  weshalb  man  also  die 
oberen  Zeichen  ne^H)^^«,  <^  K  ,1  .,,.| 

Binq>  =. j- ; j 

setzen  muss.    DeqMHifQlgQ)  ifi^^qup:  .    '..;.; 

logsin~(«+i)=Ö,06Äöö9   ^  , 

logcos  2  (u — ») = 9,9966962  9  4718191 

19;3^692r 

9,4718191 
logsin9r=  9,8908730  9=51o.  3'.  37",5 


oül., 
und 


"t-lHeses.  Beispiel  ist  »Da  BohbienketgersAiite^lilta^  zur 
^e«gr&pbi»cbeB  OrtakeMtintmung.  CSItinecn  I79H'.' 
S.  '279.  eutleliiit,  und  divrti  nauh  der  Methode  voir>]>DntveS  bo» 
rechnet,  ßo  Imeiilier^er  linde!  am  Eude  ,t.:=^51'l.  O":  !W,  ^ 
und  dieseltie  Angube  findet  sich  auch  in  Littron's  theureti- 
Hcher  und  praTitischer Astronrrmte.  Theitl.  Wien.  1S2]. 
S.  1  88.,  >vo  dieäeü  Beispiel  glei<;hfalls  aur  Erläuterung  der  Me- 
thode  von  Don^e^  benutzt  wird,,  aber  ohne  es  vullstSudig  aus* 

irechnen.  Indem  das  Kesultat  vroiA  nur  auf  B>ahn«nberger's 

fem  Buche  entnommen  ist.  Dietses  Resultat  ist  aber  falsch, 
der  Fehler  konimf  daher,  ireil  Bohnenberser  am  Ende  der 
RechnuDg  (S.  282.)  eine  ganz  andere  Sonnen -Ueclination  in  An- 
nendm»^  liHngt  wie  am  Anfange  (S.  280.  und  S.  -ibl.),  ^mlieh 
-^2".I6'.56*,0  statt  -a».!*.»",^  Hätte  er  am  Ende,  *vie  ep  et- 
liirderlich  war,  dieselbe  ISonnen - DeClinatioD  wie  nm  Anfange  In 
Anwendung  gebracht,  so  würde  er  in  seinen  Zeichen  gefunden 
haben:  -,,',-.,,-..,   .,- ,       ■    .\,i"   -  ,--.'.■-.,■. 

Ä=  360,42'.  13",7") 

■i.i...,Hi''l!P    tili' J\i'.'.  .'-     i'T   ■-.-■'■'    t,  ,    nr,:(l  iij-i'm    ,i').ltl    llHW    ••" 

KT  Aeq.  Hohe  =    38  .  56  .  te,**  '■'•"'"'  •'*  '•'^""' 

H  Bi^ite  =51.    3  .  37,3 

sehr  nahe  mtt  dem  vorher  nach  unserer  Methode  erhaltenen  Re- 
sultate libereinstirnnjodu  .Die  von  Babnembevger  Buaj '^ruad«' 
gelegte  genäherte  Breite  war  51" .  10" .  SO" .  Streng  genommen 
darf  man,  wenn  in*i  die  NäheriWigsmethöde  von  ßouwes  an- 
wendet, nie  nnterrassen,  difise  lUetliöde  wenigstens  zwei  Mai 
hinter  einander  in  Anwendung  zu  bringen ,  um  sich  von  der  nahen 
Uebereinstimmung  der  beiden  erhaltenen  Näherungswerihe  zu  vei'- 
sichern.  Thut  man  aber  dies ,  so  wird  die  Anwendung  dieser 
Näheruogsniethoile  immer  weitläu^g  ausfalleg,  inäot'ern  man  sie 
nicht  durch  den  Gebrauch  besonderer  Ta fehl  a'bkurzt.  Ich  habe 
immer  die  vorhergehende  ganz  genaue  Methode  in  der  Anwen 
düng  sehr  bequem  gefunden,  und  ziehe  sie  lür  meinen  eis«neta 
Gebrauch  jeder,  streng  genommen,  immer  mindestens  zwei  Mal  in 
Anwendung  zu  bringenden  Käheningsmethode  vor. 


2 


*)     Uebrigons  ist  aber  liier  liui    Biihncnbcrgcc  a.  a,   O.  norh  ein 
anderer  ttecLaungsfehler ,   da  zu 

iinZ/=9,T7  04776 
iiifb(,;irie  fltihflonl^ergse  angiebt,  ' 

-.-.u  v!.- ■-  'i_-/.  ■  ■       ■■^=a6"..^.i3",7  ;'; 

i'^^ra    ■ ,     ,  ,  , 

//=36°.42'.ir",2 
eehort.   Ich  führe  dies  hier  an,  'w»\Y  Be-hnenberger'a  Iieliannles  Bach 
liuiner   noch   hnnfig    van   angehenden  Beoli  ach  lern   gebraucht  wird,    und 
auch    meiner   gleich    nachher  fiilu'cndiin  Berechnung  des  vurh  ergeh  enden 
BeiiipicU   nach  der  Methode  von  Douwes  wegen. 


4 
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Wi^■  Qia«  iiui  Toriiei 


lergAfaenile  B^iqiier)  nalehi-der:  NÜMMigi- 
metl^ade^  voo  D,Q«»^e8  redioen/so  inyss  man  nitteM:  ciii«r.  gMi 

«t  die  ^eeDähertei^  Standtniriiikel .  c»;  «^ 


heiteiL  PflbAet.,^   iftuemt  die  ^genähertei^ 
niitteblt  dfr  Forateln    ■  > 


I       ! 

•- .  ::       ■  ■  ..»  ' 


ir  ■■  • 


■      •     '  1  f  ,.     •         . 

I             i        8iDs'(A^A')co85-(A^+A0  . 
•sin  y  (»'  +  «*)«=: -—- -• — ^-jT"- — 1— »       ' 

cosdsXuorßcosa      /       .,  . 

I,  "     .       i  ■    .      •.  •   .    ■  .  .       .',:-.•.     l»»  'St- I'.'- 

wo  ,A  die  io  der.  Nähe  des  Meridiaoa  genonnineoeiBohto  beaeidh 
Q^  isoil,  suchen.  Dajn^.  findet  >mao  den  {zweiten  genifa)Men  WeMi 
6m) .  dei'  Polhuhe  nMt^t.der  Formel  ..    ;!    . 

■  l 

COS  { i-^g)) } =sinA  -f-  2cos$  cos^  sin  a  o* » 

■•1 

wo  man  aber>  wenn  man  sich  bloss  der  gewuholichep  trigonome- 
trischen Logarithmentafeln  bedient  9  iah  bestett  tioch'Wben  BfilfiB- 
winkel  iU  mittelst  der  Formel 


'  1  . 


sin*^ =2cos£  cosg)  sin  »- 09^ 
l^n^lmet^  «nd  dann:  (9).  Mittelst  der.  Formel  ..:.:•■•. 

";■'.'         C08|*-(9f)}:ii5Slni(Ä+.i(,)cVjtt-ii'i '-..'^ 

:..::•■'•  .  ■...-.  ■.  •  •■'        -     •-■'; 

oder  ...  .    .  ••'.  .    :''.  •■'•  ■ 

.  1,.. ..    1 


cos{d-(g))}==2?in  2  (*.+ A)  cos  2^  (jfi -r Ä) 

•  •  . . .    ' 
fiM^t. 

Im  obigen  Beispiele  war  non 


•    m^      '   * 


■i 

.,     •      .  .•  •         .  ;-u        ;.■■;■... 


Ä=36o.  41'.MF,8  ^=23«. 37"«.  4',0 

A'==26.  33  .  «1,0  f =21  .    1  .  19,2 

d=.T-20.14'.  9^0 

Auch  weiss  man,  was  vorher  .zu  bemerken  nicht  nothig  war, 
dass  die  beiden  8onnenhuhen  auf  einer  und  derselben  Seite  des 
Meridians  genommen  wurden.  Mit  Rücksicht  hierauf  findet  man 
nun  für  die  oben  angegebene  Verspätung  der  Uhr  ganz  wie  vorher 

0=4»'— a=:3»>.  66'.  37'^;5 
4e-=3l9-.  28  .  18-,7' 


Ais  genlberte  Breite  iwliitfeiitf%n  .' 

9=810.  10'.  50" 

an,  und  führen  dann  mit  l|ter  xwecbmägsi^er  Anwendung  der  de- 
cadischen  Ergänzungen  die  Rechnung  auf  folgende  Art: 

■  i.    -    i  ■..-    ,.' 

A=36».41'.ll'',8' 


A^ssaD  ♦  33  .21 ,0    j.,w..r«  "|' 

+  A'  =63. 14 . 32 ,8               *  (ä  +  h')  *  3t«.  37' .  16", 
,— A'  =  10,  7.80.8  '  ■•-■•'•*•-•  ■  •  ■    i..  "■■ 


h 

k 

^(h—h')^s  5  .  3  .  55,4 


1  »'.<••-...-'."  .•  f 

log  sin  4  (h-h')  =  8,9459242 

^  Io^c9s|-(A+A0= 9,9302013 

■f.  :        :      ^c2logcosä= 0,0003307 

,:     cilQgrini  6=0,4771075 

cd  log 0089  =0,2028237 

«I  kl  ■!  «        ■  I 

•  -■;  *M\'i\l  '/    !:■:;. \  t    ;{.'••=.  :  .      :  .I'.:  .^(^        •   .'M*-:.'-  ^^ 

.-:.„     ,i->V7  .,-■  i.   :.  -       1  (toH«)= ^1.6'.  16^.3   ■      i      -    -l'-»  • 

l  (<*'-•)  =  Wi5»4l8,7 

.    **■■  i.     I   ••' 

i.     li        1      II    II 

-•.11.'        ■''  »:»  :      Im    -      i  •  f9-SS    l.«-37lij57,6  .'i'ul  ^f)!'::  ^* 

'        Ä=sO;48r.Sa,.8   ••  ^■,'■/"^^ 


J\   *(!•*•  . 


,1       ..        ..  '...I--  ^vW        ^\  _:  1A   kKk^A    1»  .    ,,-.^       11'.   «f 


.' ''.     • » ■     ji  ;  ; 


.  1  ' 


'...••  .«-tfi  ^^    UIP  ■■■■     ^/ 


,j  .     i.  .  


;•?.     .  f 


!og2= 0,3010300 

logco8«=9,9996693 

Iegcbsfics9,797l7(» 

log:8iti|-  c»^  =^16,3074598 


86 

Ä+^=36.42.     4,4 

Ä— f==:3flf':ib;  19,2 

i(A-iJ;)=18.20.     9.6, 

2  ^      ^'  ^,«  Uli.  ."iii.:  -V.  \ 

\\     \t.     j«'       ;u. -_^«\ 

iog2=a30io30ü  "•  *^  7;  •  \-—  V    ^ 


Iog8iii2(^+^)=M980775    .  ^jj     :     01  =  ^*^ 


\  .'iH   .Tv  ."K.  i  A'\ l.^M 

logcos|(A— ij;)  =«,9773705 


log  cos  { «—(9)  1  ==  9,77^780 

ö-.(^)=:-53o.  17'.  42*^,6 

7'^_'(+i5S^.  17'.  42^,6 

..'^^<!'.«;x:r-S%— |:ftH,«  .  14  .    9,0 
•'<'l'-'  :;     '  :i=  *H»il*  .  33".6 

Da  diese  Polhuhe  yop  der  anjgenoipmeDen  Polhohe  um  meh- 
rere Minuten  abweicht,  sbr-'wtinle^e» 'inniferbfn  nothig  sein,  die 
vorhergehende  Rechnung  nochmals  für  die  genäherte  Polhuhe 
9=51^.  3\  33^^,6  zu  wiederholen,  und  einen  dritten  Näherungs- 
werth  der  Polhöhe. ,^.^UfQhen,  denn  tiur  auf  diese  Weise  wird 
man  den  erreichteu  Grad 'der  Näheiiin^  prüfen  können«  Auch 
weicht  die  jetzt  gefundene  genäherte  Pplhöne  von  der  durch  die 
oben  geführte  genati0^!ftechBung  gefundenen  wahren  Polhohe 
immer  noch  nahe  um  4/'  ab.«  so  dass  also  eine  solche  nochmalige 
Wiederholung  de^  1!'i{äfiiruiigs?6chnung  in  der  That  auch  keines- 
wegs überflüssig  sein  würde,  was  wir  jedoch  hier  füglich  unterlassen 
können,  da  es  uns  bi«r  -ledzglieh  um  die  Erläuterung  der  allge- 
meinen Methode    durch    Beispiele  zu  thun    ist.*)    Ist  aber  eine 

*)    Weil  ich  jedoibh:ii0.^1\«liXB^»de.>ttechnung,  bei  welcher 

gesetzt  wird,  ausgefüllt /^pf^e:,  so  iii[ill  ich  dieselbe  snm  Ueberflass  noch 
hersetzen. 


m 

Wied^ohiDg  der  N&henmgsrechniiiig  nSthig,  so  scheint  es  immer 
vorzuzieheii  zu  sein,  die  Rechnung  gleich  ganz  genau- nach  der 
im  Vorhergehenden  entwickelten  und  durch  ein  Beispiel  erläuter- 
ten Methode  zu  (iShren. 


■  ■>  v.».'.i!)    <'\WWri^Ct-4;l!;==?W**^  .-f;!.    ,vJiofiiod 

«-!<:    M:r»}-io.;,>'.fifnT-44i^MI«iL^<f4!0^9^9980a0i^: -:: in;    ;!'>:n:i>:i/'.    vifi 

erflog  sin  -  ö  =  0,4tTlOT5 

cd  log  CO89  =  0,2016642 
mH)  l«gsfai4-(«^-Hk»)=9,a&ö24r9  !       \ 

^(c«'+a»)=21^  2'.  47'',  r 

28 


I» .  1 »« 


■*'.!     O. 


<  \ 


-01=:   0.47  .    14,5 

vo.  1-    Ml    «'.-   -   i#gfu=so,doia3oe  ;j 

logcot^=9,9996e93 
logcos^  =9,7983158 

1.    [f   .1  /      IOg.»m  ~<»*=:16,2760740 

logslnv'^:  6,3750891 
^      •  ''  ip—  0^.    0'.49'%0 

A— v^=:86  .  40  .  22,8  ;?ö;iIo«J 

1 


2  (A-N)-l8.21  .    0,4 

i-^Ä— yr)=18  .  20  .  ll,Ä  "^    ' 

.'•'»»   IUI    •■■»•»;;  11*11    i'!:;;-'    -    •"''"•|Vvo  ^'W'^tfrt'tofto  ' '^'^ '  '  '      '"''''  ll'):^0;^i»  #/ 

.i-jlifi'-f   rj.t*"->"i   :  .:    iii    -  <fo^o*^(A*^)iä£:  2^786921  • "    •   ■:■•»-  .  .Mif<»  •>hi 


•  f.  .  ■.      ,.  Kl 


•  •    ■:  .   i 


I  ■ '     .». 

fi.  16. 


II  );••»:.••»'.  1".- 


Auf  das  in  S.  13.  und  §.  14.  berechnete  Beispiel  wollen  wir 
nun  auch  die  in  §.  12.  eelehrte  Constraction  anwenden,  wobei  ich 
bemerke,  das«  ich  micfi  'ifel  der  Auiliilmmg  dieser  Constructioo 
zu  dem  Auftragen  der  Winkel  und  Linien  eines  mit  dnem  Nonhu^ 
der  Hinuten  angiebt>  Tecsehenen:  Boussolen- Transportears  und 
eines  sogenannten  tausendtheiligen  Maassstabes,  welcher  letEtere, 
nicht  senr  sauber  atif  Messinlf'^faq^etragen,  kerne  sehr  grosse 
Genauigkeit  gewährte»    bedient  habe. 

r- 

Damit  B  positiv  werde,  setzen  wir  jetzt: 

1=16».  37«,  49*,        ,A=33^  33'.  0^,00; 
f=:W.    8.25,         A'=ßO.    3.38,70; 


und 


so  ist 


«=2950.  22';i7",50,       «=  »>.  22'.  35",46; 
«'=211  .  44.54,88,        5'=20.  10.  56,02; 

6=15(<~f)  — («—«'>:=— 76«.  16'.  22", 62. 


_  4+530.  17*,  47**^1 
(9)— |_  2  .  U  .     9,0 

» 

=      510.     8^.  38-^^1 

Dieter  Werth    dtfr  Polhdhe  'weicht  von  der  angenommenen  genäherten 
Polhohe 

51®.  3'..a3",6 

nur  bloM  noch    um  wenige  Secunden  ab.    Der  oben  gefundene  genaue 
Werth  der  Polhohe  ist 


/ ,. 


510.  3'.  37*^,5 

wogegen  der  vorher  gc^fondene  Kälierungswerth  nur  noch  um  C,6  su 
groM  ist.  Streng  genoinnaen  würde  man  die  Näherung  nun  immer  noch 
einmal  wiederholen  mntfiBnf^d«  man  pe^h  sn  keiner  Toilständigen  Ueber* 
berein«timmung  mit  dem  zum  Grurfde  gelegten  Näherungewerthe  ge- 
langt ist,  woraus  sich,  wenigstens  nach  meiner  Meinung,  ergiebt,  dass 
die  obige  genaue  Methoda  der  Näherungsraethode  in  den  meisten  Fällen 
▼orxnsiehen  ist,  wenn  man  die  Näherung  bis  zu  einer  Tölligen. Ueber- 
einstimmang  sweier  akf  eiaahder  folgenden  Nähern ngswerthe  treiben  will, 
wa«  doch  natürlich  eigentlich  die  Strenge  und  Schärfe  der  Rechnnnf: 
erfordert.  i      - 


Weil  die  Hohe  h  auf  der  O^eite.  die.  Hu^.  A'  auf  der  Westseite 
des  Meridians  g^^ommen  watdein  m/sö  m-'   v 

und  in  der  Formel 

wo  nur  1=0,  -^IV^44: vietd'ibMiiii   tsliälsaefloBbar  it  =  +  l  zu 
setzen,  welches  giebt: 

Nun  ist  \ 


i  1 1 ; 


a=  8».  22'.  35",  45  A=33».  33'.  0",00 

90»-a=8»4.il?^iM.MUt:)-  ,9p»-***5pte:,;S7 .  0,00 
900— A=56.  27.    0,00 


■r 


d'=2Q.  10..  5^,0ß  ,  ,^A':?s50».    3'.  38,70 

90»— «'==69.  49.    äjÖ8  "  '       90<»-A'=39  .  56.  21,30 

90»— A*=89.  56j.aii30  . :.      ..:• -;ii;'i   >.m;    ■■■ü.\  n'>ib!'>« 
109.  45.  25,28=(90»— «O  +  CSO»-**), 

29.  52.'42lß8iÄ<9Ö«-d*)«-(90<^A'); 

54 .-'53.  42^64sBgii^a(K4-4M'(Mn-Af)dd:>»  i.|^.iif> 

14,.  66;.  21,i4=:g-y90»r-:,«)"rr(SÖ»— A')i- 

Bis  auf  Minuten  abeekürzt  ist :    . 

e=a>^»'=:2830.  44' 


I  U90»-d)  -  (90»-A)  }= 12  .  35 ; 


also  ^  ^ 

.  <^W2fi(9«M)-i(»!H»^«p;0,2%:,.; 


kf* 


1  V.    ,,,/. 

tang  j  { (90»-«')  +  (90»— AOI = 1,422 


"0.0  ■  ^'4an^l^*)»^^ -(9Ö»^A^}=;»,a«^-- > 


tXt.il    .ri:   .«ic; 


"()• 


<    I  »    ■ 


Werthe 

worden,   nnd  die  Detrettende  J^igur  Dedart,    als  TOiiie  di 

selbst   vet^t&Bäüi^^  kwHijß^ive^&n .  ffl^ntermfg.    Der   Radisi| 

för  welchen  die  Tangenten  aufgetraeen  worden  sind,  Ist  ein  prev* 

sischer  Dedmalzoll.    Die  Durdhschnittspunkte  der  beiden  Kreise 

sind  C  iiiM^:^',^iiiid'ATe-^Entferniit^^  Pnnkte  O,  wd 

dem  Maassstabe  gemessen ,  finden  sich: 


ff    '       '''öC=4o,350  und  6D=t;iMb' 


■.-■». 


welchen  Linien  als  Tangenten  die  99iiker  '•  \ 

entsprecheQ^\-Biff  cbM-Eiltftri|qiig  gidltafaia; 


und  die  zweite  Entfernung  giebt 


i'i    ■  '  '1^/  -.   ';...     -•»!;;  ::ff     iiü. 


* 

Da  sich  aus  dieser  leiM^t^n-GkMmxuf  ^9A-.hi^  nicht  zulässiger 
negativer  Werth  von  (p  ergiebt,  sa  kann  bloss 


.<.?.     It  ..  ;fA—  ."^i 


I" 


Si 


M 


4S*t-.|>fc«W,'.l7' 


in.     In  §.  13.  ist  gefunden 


...•1/ 


»®  {'.-  .  i:T»      '••■  «  '•>  ■       '> 


1       (Vj  I  w  )  ,. 


»Miii^Wi;  loii'v-'.  ffi   iiioliloi^i   '^^^(^i'U^^-   '^  *J  *>i!-.»i-»v/    .  j:iiin'»Ji:)/n.l 
i     »ir/     .fifi  >.i:i;  fl'uui  il-H'ü^'jlTrinnf     .T)fJi;iS   n    »1      •»:»     M(,l>«>il    h'^J.-. 

Mtikiiiiiiifagi<kmftch«K/Ga^^  mid.^Rtifihpwig.  lrf|t«HWytfi<ihM 

lliDed*-.'rl   >.')1'>I)jio>'mI   i!"i  ti!Mil    ;>,it|j>    il-n'i*.    oln!  /'    »-M       '»ihn!» 

Ffir  den  PvmkUC»  w^Ml^r  l4^ifWahr^nirpIPWItifeiNUwi^ 

fiati'iilttixti'm  >'.Hiii 
so 

X— JJ'=-0^5    Jr+X'=0,66; 
»Iglich  nach  $.  12. 

X        1   r.       X       1,     .    ,,     0,05        1^       1       A^ 
tang 2  ^  =  *ang2-(»+» )=Q55  cot ^ ö  =  jjcotg-  ö, 

'o  nach  dem  Obigen 


ion  ist 


j  e=:  J410. 5r.48^,e9=141o.52'. 


log  cot  1^  6=104051082,1 
iogll=  1,0413927 

logtang^  i2=r  9,0637155» 


'^A^173^.  2»r. 


Also  ist 


.:'ihuy.\-^r.   Tv'    ."?    .'    *»i 


^Ä  =  i(e»+e»')=173  .23 


^      «'=  31  .Ifr 


tvas  Dicht  viel  von  dem,   was  wir  in  §•  14'*|;idftilfd€llB' Mmb 
wdcbt«  wenn  man  nur  nic^  ^beachtet  lisat,  dass,   was 
in  §.  14.  war,  jetzt  natflrlicii  r6spbcti?ie  oo^  a>  ist 


Ich  halte  die  vorhergehende  ConstnictioiiV''yHfiil^äüiSh^ 
Erweiterung,  welche  ich  ihr.  fäi;>das  Problem  In  seiner  allgc 
sten  Gestalt  gegeben  habe',*'  tiira*  Üla^sich  auch  aus  ihr,  wi 
gezeigt  habe,  leicht  die  Stnndenwinkel  herleiten  lassen, 
ifc<iHifetUrt<h«r'  üackditbt'ittiell»  'betnerkbiiimiei>th<,!)  gkube  aber: 
diutyiiclii  w^D  ihPtT  ^Mthtm^AvMlIirbarlleit'woMjtHidi  ra< 
«mttkMisdlgi»'« Anw«iidtRigi^'<lft  4e»'>iVaads/v)Mi(ilv''machen.!l 
dürfte.  Es  wQrde  sich  selbst  leicht  ein  besonderes  Instn 
angeben  lassen,  durdi  dessen  Anwendung  die  Ausf&hniog  i 
^bii^im^^'^ämimht^^^  W^^n  wjirdbl    '  < 

Vielleicl|t  findet  sich  der ,  eine  .oder  andere  Leser  veran 
über  ein  soiönes' Instt^ent  weiter '^tiäcHzudeiiken  und  das  E 
niss  mitzuthellen. 


■M)- 


T.  ;    ;,•« 


^■'  ..'*'  ii  -    ^-^      '■-:    ■     .  --•  <o  I  v.>  .    ■'  .1  --:l 


•■••■.•  t 


i^m«  .'. 


■'  ■    t     l  '  ><'l     ■••'»I  c   f  ■■   ' 


.!i 


II. 


»,   ' 


iiii  l-n.i  .*^.i  ')   /  -.-  »»    »•'.:«; 


Von  dem 

Herrn  Pi^fessoc)^.  Hessel 

an  der  Univertität  sn  Mar  borg. 

•4. 
11*.^  •      'i»v  ;>ilt^'///   >/i  ico(|  liil  «fi>   .  ü'i.'i  J  !>.i*»]nii  j;.v  Till«  ii:  J 

Wenn  e   die  Crundzahl   des   natfirlichen  Logari^h- 
enis7«4ei»»  l^ti«nd  6«'i'll4'«'^0'^i'Hr,  'ir4>^i#>l'^n<ll> 


t»  auch 


.    h  ..   iri   -..i 


leichvlel  welchen  \yxerth  ^1^  dejr  Zahl  x  giebt. 
Beweis.    Es  Ist  a'>a;,  w^iiti  xdaylx  ist,  d.  h.  wenn 


'  X 


D«t  äbe^   dieöe  Oiigteichäiiii  föf  jeden  tVeVth  jroti  ir'^^i^eltep 
otl«   b6  üxxLbs  sie  insbesondere  aü^' fBc  ^M^  WeVth    vom  'ar  geH 

»n,  -welche  die  giOssten  «Wertbe'  von   ^  Kefem«         '      •  -•     v] 


e  __ 
♦)  Ve=  1,444568....  weil  ^=2,7I8SB18.-. 


I  .  I 


Um  diese  zu  finden  sei 


Es  ist  dann 


Setzt  man 


also  a;  =  e  ist,  dass  daher  |^n  ^^r^»  also  a=VTist9aDddifi» 
weil  fQr  :r=:e  auch 

eine  negative  Grosse  ist,   der  gefundene  Werth  Ton  — =: —  ein 

Ix 
Maximum  von  —  sein  mflsse. 

X 

Um  aber  zu  untersuchen^  ob  für  positive  Werthe  von  j;  keine 
anderqnf((fi^l|9Wht4gvösa€fiiQo).JIt|aaci9(iaiv«a  {^  m^htwtkmwatWi'm 
sei 

1)      ar  =  c  +  g,   also  y=    ^^^     . 
Es  ist  dann  .   y  -■ .,. 

und  dieser  Werth  ist  für  jedep  positiven  Werth  von  5>  der  zwi- 
schen §  =  c  bis  §=:QD  liegt,  sich^fe^tets  negativ,  weil  /(«+©> fc> 
also  >  1  ist. 

I 

4p  b.  b^ini  l^p^chÄBij  ,]^n^^,zwi^ch!ßö  |=0  biS:  ^qo,.  die  GrqM 
^  stets  ein  negatives' DiflCerehtfar,  ein  negatives  Waehistnum,  d.'E 
ti  nimmt  hierbei  rsi^etik  ab,  ^oeicbt.^kiib  :keioeii  W#rlh,tiildiv, .<lit 

=1 

^  —   ist. 
>e 

2)    Ist  andererseits        '     '.  ^^  . :     =  -     ,  /    t 


:'>bnO;jl*«i    lÄlT^S    '    -_:,u   no;   {..suj     \ 


wobei    1^0  und  ^ «,  sAbo  x  ^e  und  ^  0  i8t,  so  ist 

-  —  v.             .  :;i.?;{:.:,.  .'•.^^-  »..  ^-  -x-  ,     \-  \   '     (>.-  •.. 

*^     V  __,— l  +  /(e^^  .^  ^^^    ^.^ 

und  da,  f^r  |^^ *■!>«. ^ftj-i^.k  ^(«^Ä!&>  »•»<>  <1  ««*>  »<>  wt 

auch  hier,  ibeka  Woichse»)  xrop)^  zwischen  |  =  0  bis  ^zre,  d.  h. 
beim  Abnehmen  von  x.  sAflnifchen  ^=6  bis  a7=:0>  der  Werth 
von  i2^  stets  negativ,    also  y  stets  abnehmend,  so  dass  v  zwi- 

sehen  a:=e  und  x=0  keinen. Werth  ^lehr  erreicht^  der  sT-. wäre. 

Es   ist  also  zwischen   a;=:0  bis  a;=ao  der  Werth  von    v=  —  * 
welcher  zu  a:=c  gej^ölt,*  di -h;» der  Werth»-- 

Ix       le 1       s\  ^ 

X     ^'e       e      '^■\ 


Ix 
der  grosste  Werth  von  ~,  und  es  existirt  zwischen  diesen  Gren 

Ix 
aen  kein  anderes  Maximum  von  —  • 

X 

Es  muss  also,    wenn  fiir  jeden  positiven  Werth  von  x  stets 
€i'>a:  sein  soll,  fa>  — »  also  a>V^e  sein. 

Was  nun  ne^ativfB  Werthe  von  x  betrifft,  so  ist,  wenn  a  nur 
positiv  ist,  ohnehin,  falls  a;= — v  gesetzt  wird,  stets 

1 

0-*=  — 

«Ine  positive  Grösse,  mithin  stets 

Auch  kt  ohnehin  11^=:  1  also  a^>0. 

e 

Es  ist  also  für  a>  V^e,  ter  jeden  Werth  von  Xy  stets  a*>a:. 


Anmerkung.    Die' ndchtigsten  ziMamikien  gehörigen  Werthe 
vo„^«ndvony=^si«a*nde: 


x=0 

y=—<x> 


*=1 


li    ..:       •'    - 
.•» :    f, 


a?=e 


Jf= 


.•\ 


ar=el=z:3,9d43.... 


|Meti  vo«  drv'ii^  *^:iii 


.*, 


,=0 


<    .1 


"«  I 


•         ■ 


,/. 


•Soifstige  interessante  Wefthe  sind: 


».' 


:ii»  ^    I? . ;  i  . .     'i 


:r=:d^- 


n 


.\ 


3f=— n«"- 


iirur-   :','jJ"m'» 


« 1 1    !      I   .' 


'^j'ij-'    ».  iii) ;      .  I  »  .' . 


I  ■ .  1  i    1  ■ . . '  I 


,;.J  . ' 


■■•:     .  •.   ;.!    •■' 


I 


'   I V/  \}]^'  't\    1 


'••.;..(     •••.  ! 


.U'-.    .■:  •-       . 


4 


•  • .  i 


I)  :   '-..i 


»  * 


.    :i    •      ,   >'  i      /      :'•■ 


:■•.-•••  I     ■  .     I 


m 


<:t\ 


..       ' 


;'f  ' . 


i 


I 


}■:   M.:   (I:    I 


:■  -.  !•  ^N 


/   -ll     .;  =  ::  K  t  :   ■■■ 


m 


•   '    : ' 


^,' 


\  - 


r 

«  ! 


I  r 


Mi-  W. 


reber  drei  Hanptarten  toi|  liQif 9^ 

mensystemen« 


•Von  'dem 


Herrn  Professor   Dr.  Hessöi  ' 

aa.  der '  UniTersit&t   zu  Af  a r b  d  r  s. 

I        ■  _  .....  ^^ 


Aus    dem    im     vorhergehenden    Aufsätze    bewieiseDea    Satze 
iiebß  Seite;^3.).  !  .-.  .'■  •:-    ••  -- \  • -..-.r..  u.j  :*-.'. 

,,\\enn  is>V  e  })  so  ist  für  jeden  Werth  von  o?  stets 

'giebt  sich  als    interessante  Folgerung    eine    merkwürdige   Eiu- 
leilung  der  Arten  von  Logarithmensystemen. 

Man  ersieht  nämlich  sofoift: 

1)    dass  es  Logarithmensysteme  giebt^^    in  deitett  jede  Zahl 
Z)  grösser  als  ihr.  Logaritllm^  (log.art.Z)  ist.  Es  sind  diess  alle 

■  \   '  c    __ 

me  Logarithmensysteme/ deren  Grundzahl  a>V^e  ist;    &t  diese 
it  also  bei  jeder  beliebigen  Zahl  Z  stets 

Z>rog.art.Z; 

^',4$^sSj,demg!emSss  insbesondere: 
1 , 1)  to  nEtüriichen  Logarithmensysteme,  \^o  a:^it±:i2, 71828... 

*     •'     "alÄo-o>VV     '■■■■  ■   •  '■ 

!      ^   M^.aMb)Z^/Z«HeiA  mviteV' 

f   •     •**       .  •      •    .  »(....._. 

•)     ^=^2,7182818...  und  Vr=  l,4U568..V'    • 
Theil  \IV. 


II  r. 


I«' 


\ll  .       !• 


\\  tlJi.i.. 


das«  ebenso 

1,2)  im  Briggischen  Logarithmensysteme ,   wo 

e 

a=10>  W 

ist,  auch  Z>logZ  sein  muss; 
2)    dass  es  ein   Logarithmensysteni   giebt,    in  welchem 

e 

Grundzahl  a=:VVist,   welches  die  merlswürdige  Eigenschaft 
sitzt,  dass  in  ihm  ein  Lo^aritiniß:.«xistirt,    welcher  der  zugel 

fen  Zahl  gleich  ist,  nämlich  ü^ijoge,   dass  aber  Jeder    an* 
lOgarithme  dimlo  kleiner  ist  ^Is  die  dazu  gehöjige  Zahl. 


<  .>    t 


e  i 


^z^^^e  =  €• 


so  ist 


it*=(eO^=ii  «*^'^=  «*i^  «, 


also 


logartß=ß. 


.>y),:r: 


2,2)  Ist  femer  Z=a"=e     ^«^nre*,  und  c»  Ist  aT'^  1 


nicht  =1,  SO  ist  ar.e<e',   also  log.art.Z<Z:  denn  y 
o:.«  ^  e'  ,    so  müsste  c  ^  ~   sein.    Da  dud  aber  fa 


■ii.a    r? 


■  ■ 


auch 


^      «. 


dy  = ^ 


.♦ 


ist,    und  demgemäss   för  a:-^l==0,    also  für  a:=t,  a 

y  ein  Minimum  (nämlich  t(=e)  wird  (indem  ßir  f fedea 

^asi>l  ist,   beim  Wachsen  von  a   der  Werth  Vo 

wächst,  bis,  bei  a:=  +  Qe,  auch  «=  —  =00  wird,   1 
auch  für  jedes  a:,  das  positiv  und;  <1  ist,   beim  Abu 

men  von  x,  der  Werth  von  y  wächst^  bis,  bei  ^r=:-f 

I 
ei 
auch  y=-^rY^=ao  wird),    so  folgt,  dass  für  jedei 


a) 


Slfli 


«itiveo:,  das  >  oder  <lisj,  beia=Ve,  auch  stets 


'%.'.-  i-.  iJ'» 


iV6  i  4- 

ZaU>kig.iiit.>|;l.^!!?'  ^'>^-^  «^*'*  "^^««• 

Da   Df^ii)  io^htieliiii ,   fyi    einen   negif^tiven  Werth   von 

Xy  a*'^^pc.e  ist,  so  ist  bei  a=V^  jeder  vod  +6  ver- 
fNcU^deoe.  Logarithmus  kleiner  als  die  dazu  gehörige 
Zahl : 

log.art.6=:6, 
'•  l«g,art.(edLZ)<(cdb^..  :     . 

^  3)  (la$s-'fH  L^gafithmeBsysteme  giebt,  in  welchen  auch  Lo- 
arithmen  existir^,  die  grosser  sind  als  die  dazu  gehörigen  Zah- 
^n  (nebeu  liiiiett  d^r  ssd^r  betreffenden  Zahl  und  neben  anderen  die 
^  als  di^e  betreffenden  Zahlen  sind).  £s  sind  diess  die  Logarith- 

^    '■,      \   .•  ..' J.'i-,  :■    .'.-'.xk.         ••'      -  «^lI-  '""■*     .'^jifj.:-.-  '".ni* 
lensysteme»    deren  (^rundzahl  a<V  6  ist. 

JL  i  ••  ■■ '     \ 

Kill     >    I  'i;.\:;  lU-'*?  i    '♦    :.'  K    ».     .     f.:\A:\:  \:.:1    A    :.;.://.li;'.,:i    iVdh    lJ''i;i 

Es  ist  aber  zugleich ,  foriier,  S^kWTt^'^^'zzze*  ist,  auch 

nex^  e'\ 

\  9.  wenn  we  >  —  * 

r'.'^f.U     ii.!?» 


nex  >  c*)  e* 

d.  h.  log.art.Z^d  If  '^*""  "'^  >  F ' 


(^')- 


b.  wenn  ««^Ju  <'.4A;b 


»     ■'■•11  ^ 


r    Ist  nun  z.  B.  fSr  ;r=:4  gefunden: 
st,  vreon 

1^  «=:/iii^^/  =  e^=Vl^ 


^* 


MO 


a)    för  x^^i,  auch  log,e*=:nex, 

Iog.c4=jc»,6.4=:e*,        ,   ., 

»  '    '  •    f  •  *  -^  ••  • 


80  das«  logZ>Z; 
c)     für  j:>4]  .  ,        5      i    .       ,, 


•    \  '  --A 

•i!>  :"i-;'>!»'i/;  ■■  .  !   '•"*''■'«   'BÖ  dass  logÄ^^^-* 

Anmerkung.    Was  das  Logarithmensystem  anbelangt 

sen  Grundzahl  a=V  c  C    ist,  in  welchem  Z=a*«=:c' 

=  1,444568) 
ist  bei  ihm  lt>g;art.Z=elfZ,'d.  i.  niaA  erhält  den  lög.attZ, 
man  den  Datürlichen  Logarithmen  von  Z  mit  der  Grandzahl 
natürlichen  Logarithmensyistemd  multlplicirt. 


Auch  folgt  aus 


Z=:l(>rr=:^=««i», 


-  M        .»■ 


dass 


und  dass 


dass  also 


e.x=:(eJiO).y, 

[log  .  art . ) 

e  __  [  Z  =  (<?./10).log.brigg.Z. 


e 


*   M 


iOl 


II!»       i  ...      .1.    i 


t 
* 


.  i» 


'.•»".'    '.V      V 


.      ■■■•'•"•■•■i  '■    ■    ■■-■■•■^■'    ■''"    ."^*i'«'e«     ■'■.:■■■:■■■■■■     .--.;->■» 

Herrn  Professor  Dr.  O.  S  ch  1  o  m  il  cir 


( 


an  der  technischen  Bildungsanstalt  zu  Dresden. 

•  •       *:  .        :     '      '         '    .       -! 


» 


Bezeichnen  wir  mit  £»  4iäFlSclM^es  demKretlie  «ingdsthrie- 
enen  regulären  nEcks  und  entsprechend  mit  ün  die  Fläche  des 
mschriebenen  regelmässigen  Vielecks  von  n  Seiten,  so  finden 
Irischen  den  vier  Groisuseo  l?«»  Vn,  E^n,  U^n  bekanotüch  fol- 
ende  Beziehungen, statt: 


i  it 


nittelst  deren  man  a^s  £^.und  17|,  zqnä^hst  £2»  und  darauf  I/n 
u  berechnen  pflegt.  So 'einfach  diesiePofmeln  an  sich  sind,  so 
Bt  doch  die  B^utziing  derselben,  zur  näherungsweisen  Berech- 
ung  der  LudoIpli'schiBn  Zahl  etwas  mühsam,  da  man,  liei  n=:4 
Dfangend,  bis  zum  3>2768£ck  gehen  ^nuss,  um  7  Dezimalstellen 
OQ  jc  zu  erhalten;  dieser  Umstand  hait  bereits  Herrn  Prof.  Kunze 
ir .  ^ep]r(duktion  ^et  GTßgQ£f*spheu  Näberungsforipeln.  .veri^n- 
«st,  weiche  schon  beim  2^Eck  die^selbe  Q^nauigk^it  i^jl^ieöm 
ie  auf  jenem  Wege  das  3*2768Eck,  und  es  können  die  Freunde 
Her  synthetischen  Betrachtiäi&;swf|ise  die  genannte  Darstellung 
^wiss  als  Muster  derartiger  Ableitungen  betrachten.  Um  aber 
icfk  don  Verehrern  heiiristischer  Methoden  zu  genügen,  gebe  |ch 
ef .  eiti  SeltM^üek  zu  jener  Dhfrli^teilung ,  d^in  riiate;f<%alg»liUs 
e  Kürze  nicht  absprechen  wird. 


102 


Um  zunächst   bequemere  Formeln  zu  haben,    ftthre   ich  die 
reziproken  Werthe  von  En  und  Un  ein  und  setze: 


3) 


£„-*»'       ün-    *^'" 


wodurch  die  Formeln  l)  und  2)  in  die  folgenden  fibeigeben: 


4) 
5) 


1  / «       t-,  \    ■ 


^     J' 


Nach  einem  bekannten  Sat^ft  iikr  Arithmetik  darf  man  für  dai 
geometrische  Mittel  zweier  Zahlen  a  und  a  +  d  das  grossere  aritih 

eher  weniger  als  jr-  betr|)0igftMTfcllaDgten  Grad  von  Genauig- 
keit nicht  beeinträchtigt*).  BßiKtitjEen  wir  diess  von  irgend  einer 
Stelle  ä^^^.J^Yj4lj^d^^,s»,ü^^^^^  nach: 


»r-..-  ,  ^ 


*)     Es  ist  nämlich  identisch 


.    ''   *    !::»!?•  -i.rii  ,  i) 


.  .  I 


I   ni; 


Vaia+d)  =  y  («  +  ^«0*-  i^* ' 


■'•','  ......  4    I  I 


r       ♦ 


»     .      .1!' 


t    >   t         I 


1.         I 


Sei    ferner  /   der  Fehler,    welcher    begangen    wird,     weta '  man    •iüt j 
ira(a-t-ä)  das  zu  grosse  ßri"^^  «etzt,  to  hat  man 


V«(ffH^rf)=ö  +  -rf— / 


oder 

\    ':•.  *  .1;    ' 


» ■  ■  •  ■ 

.ÜnJf  aara|is  ersieht,  sich'  durch  beiderseitige  i^ud^rirqn^*  • 

d^äiilwettn  jn^n  linirer  Hand  a  fUt^a+d  »etil,  nti  f^  WJ^ifit|it^  4^>daf# 
'Ip^4!«b5  9eit^  2«  Ülein  i^lW,".    ';  ^:rT;  .   ■ 

•••t'l''''«k''''  '.f»t  '  ,  ,".  •  ..I 


iv       IJÜ' 


.   itl   <  I 


2/'a<jrf". 


•jm«cau«.f4Ug(  der.iui  Te:Kt|^  lieiiutKCr  ^at%>    dass  /   wf^iigi^r*  n^,.^  Ilf', 

trägt. 


■  •         '  I         ■ 


U»: 


E,=:tt+d,     ;«:^ 


n 


y     • 


t,=a. 


l     1 

1  \  , 


•'•;•  i. 


ü^zza  +  jd. 


' '»  — 


n  f     •     . 

*       11    1 


•^i  i'x  1'*  '  •■    nol^  •{'•  .h7  ;  .1 


■»•••'.;..'i 


Q.      9».    W.  yr  1 


Das  Gesetz,  uach  welchem  sich' diese  Ausdrücke  bilden,   ist 
leicht  "ztf'ühetKdh^;:'  «He  Wevthie  ve»  17  edthaUemlmBievneiD«/ 

und  die  zugehörigen  Werthe  von  E  differiren  nur  dann  von  jfSM^, 
dass  ihr  letztes  Glied  das  Doppelte  von  dem  letzten  Gliede  oes 

JJ  beträgt  Die  gemeinschaftliche  Gränze,  gegen  welche  die  E 
und  U  convergiren»  ist  — ,  wenn  wir  den  Radius  des  Kreises 
=  1  setzen;  so  ergiebt  sich  denn  die-J'ormel 

und  wenn  man  för  £«  und   C7«  ihre  Werthe  setzt,    so  findet  man^ 
für  n  die  nicht  übele  Näherungsformei 


2  je:.+  ü« 


Der  dabei  begangene  Fehler  beträgt  weniger  als  g~,  d.   h     weni- 
ger als 


im 


'  -   8£,«.  ü.   ■ 


817, 


Uui  diese  Feblerbestimmung  etwas  bequeme^  zu  machen,  bemer- 

ken  wir,  dass  fär  <>3  auch  E,^Es,  d.  h:' Et^'Y^^  md  je- 
denfalls (7«>3  ist;  demnach  haben  wir 


8JB,».D,>8.^.3>40, 


:) 


I  < 

und  folglich  beträgt  der  beim  Gebraacbe  der  Foifmel  6)*^ begangene 
Fehler  weniger  als  in  ( C^«— £«)^.    flieriach  i^t  es  sehi^  leicht  die 

Ludolph'sche  Zahl  schon  aus  Vielecken  von-^genngei^  SeiteasaUt^ 
mit  vieler  Genauigkeit  zu  berechnen;  man  hat  z.  B.  för  s^=z2S(i 


'■' '  -  i  ^v.i  \'  tt.    1 


P2M  -£a6«=0,Ö0047äi^<  j~ 


>.   :.  .v,".-'^. 


mithin  ist  In  diesem  Falle  der  Fehler  kleiner  M 

1     25       6,25 


e 


40 ;  10« ""  10?  * 


-...f 


wQtausj£a.:^r8ehi9a  ist,  dass  man  aus.  Heu  und  IJ^^i  yv^m  IfU-/ 
t^re  auf  ein^  hinreichende  Stellenzahl  berechnet  sind,  acht  rich- 
tige Di6zii«^leltellen  füf^n^^riiäAtcto  kantii  Diese«  fl(ieh^[i»iAsideB«> 
tungen   möge;i  die  Brauchbarkeit  der  Formel  6)  zur  uenüge  he- 


irewen. 


A 


•  ; 


\  ,■ 


f 


••:!    "i. 


HB 


t  . 


I   : 


\ 


■'     jijiVMii:!  »Jiiiii    il'.i  :;:    ji.:    t.:1    .f-'.':!,   ,'>;.U,  .   ri"-.  ■•.».•;'/ 


!   ;M 


(i'il-^f:  -■:■>  i;  .r:  •  N     /i"  "•  .  r-  i' ••••    J<>'ii   .■    > 


.»■;<.-,|.!    >     'i'*>!i  •.  .     I   .  ■.     ,'11  1  -•  '      .•>};Mi'»"' ■■-     !■     ■:   >.      »1  •      *•    ■ 


■?.    i      .J,.4lJ;>  '..         M/       :  '>«i:^!<(i:       i\;-!       il?  i«     i     .^  5        ■:',i:ii      l  t.i't 


^.  ^   i     .>    '.    -!  •     .•;*)..t    ;.ij..     r  ;    .  (i  j  ..   -■"  '0  ^^  ''  i'' 


emerkunir  Qber  ^eiCoiwer^eiisE  der 

,.-,^iliWs 

Hbirrnf  PrÄfessliär  Dn  O.  Schldmilch 

i   all  dleri  leohnitehen  iIlildiin|[^aBB8tal|  ^  D jre  a  d  en. :  • 

- .        ,       ■     ■         •  •  \  .■■».....•■•..  n     • 

I  .      .1  •  •  » 


■  .  I    . ;    • 


'    ':         M'{-.:.     ;.  '  i\ 


Zufolge  eines  Theoremes,  ^ou  Rmibe  convergirt  oder  diver- 
:  die  unendliche  Keihe     '     '  '     '  ' 

•1)  tto  +  t«i+tfa  +  ti8+ ......      .;.,.. 

achdem  der  Gränzwerth  voii 

br  oder   wepiger   ^  die  Einheit  beträgt  ,^A^  kann,  fiesem 
tze  noch 'eine  etwas  andere  Form  geben,  weiche  in  vielen' Fäl- 
bequem  sein  v^ird.    Setzen  wir  nämlich    .     . 

.    .    .    .  :    «    'j  .  ^  ;■  :■:•    .  »J    .   Wit     -■         ■■     .  .•    .■■.'  ■ 

.  i"«  i,  '    :»       .M  ■»••.:■'  •      ',;.•'      ■•-';••.{:;.      .'  .  >     [      j  s    '.    ,  ■\     •     ^ 

convergi|rt  oder  divergirt  die  Reihe,  jenachdem 


Hss^'  dflel^"kliflti(^r  'als   die^    Ehiheif>  äudfillt.^    Nun    ist   aber 

pitisch  . 

.1 


V  •  . ■;         .  .     >     ]  ',         '<  .■•'*■  '"..••« 


n(e  "    "+» -1)=^     fe— ft..n     •  "^'"  -'»+»>' 


f    • 


IM 


und  folglich  der  Gräozwerth  hiervon  gleich 

Nach  dem  bekannten  Satze«  dass  fSr  unendlich  abnehmende  t 


Lim  — T — =  1 

ist,  lässt  sich  der  Gränzwerth  des  ersten  Faktors  bestimmen,  indem 
man  d=fn — tnfi  nimmt  und  voraussetzt,  dass  die  Differeu 
tn — ^-fi  unendlich  abnehme.  ^D|^  Entscheidung  der  Convergeni 
oder  Divergenz  hängt  jetzt  nur'Jhoch.  von  dem  zweiten  Faktor 
Lim{n(^ — Wi))  ^"»  ^^^  diess  giebt  den  Satz: 

•   '     IMe  «ne4i<lll^#' Reihe   -^        '^     ::aiiä;..  i»ßarrM 

e<S?(.V,  ^  ^^-4.  gt,  ^ 

convergirt  oder  dlve'rgi^t,  jenachdem der  Gränz- 
werth  TOP«  niin-^tnA^)   gras;9exe)de,r. kleiner  aU 
le  Einheit  wird,  vorausgesetzt,   dass  die  Dif- 
ferenz ttii^tn^t  aieh  der  Gränze  Mull:«äi»ert 

Setzt  man  aus  der  Gleichung  3)  rückwärts  für  in  seinen  Werth 
^(t^)»  so  führt  d^r  vorige  Satz  auf  den  folgenden: 

Die  unendliche  Reihe 


^  •  Ä       •  ir        ^  !*<'•       I      ff         /', 


CO 

we 


nvergirt  oder  divergirt,  j'enachdem  de-rGräni- 
5rth  von  : "   .    .  ' 

mehr  oder  weniger  ^1«  4^e  Einheit  t^eträgt. 
Vorausgesetzt  wird  hierbei  allerdings,  dass  tn-^tii^i^}\'^\ 

sich  der  Gränze  Null,  fblglicli  -^^  der  Gränze  1  nähere,  aber  es 

liegt  darin  keine  Beschränkung.      Man    weiss  bämlich,    dass  die 
Reihe    t<o  ~f  ^  ~f  ^tc.    convergirt     oder    divergirt,     jenachdeffl 

Lim    "       kleiner  oder  grosser  als  die  Einheit  ist,  und  man  wird 

das    obige    Criterium    i^th   mir    hi    del»  i  Falle    anwenden,    wo 

Um~t.^=5:i  ist  twki  m^i^  ^k  de^wfvegen  m^^  eiiiem  aiidiMf» 

Kennzeichen    umsehen    muss.     Mit  anderen   Worten,     die!-'  "oli^ 
Regel  tritt  erst  da  in  Kraft,   wo  die  gewöhnliche  Regel  versagt 

Wenden  wir  diess  z.  B»  auf  (Üe  Reihe 


tor 


.    •.      '   H;.'.     '.>I->'I."»;   :'     rrOlfl»     Ji    1      .J    I»A 


W^    ^»PI'M«ff?;^^iiiW  Wg*  »wf  ißr  Stelle  ,.      ,.  ,  .rj,  ; 


*■»  .rii..?..       K  >      II         •.il«.-'        I'»  \  '       :  ■■  J.  .  ■  I       •'«»'  •  «Itl^llli       .* 

i    ,y    .'.     .1      •  i".    '»IjfV'üy    •    .'.:'•;.•;  •    4';.;i!i': -•..•.li,.     !  >:*  r:i  '  ',"1»//    '»üi-»    'Ji*. 

.'•   .1./     »:';'i:'r  -./'S        •*:     •••.  •     -i     ijuiii   :■.;■  i     Ij:    :      . ;!  •i.i*jml')>* 

'■'Mr:  ■;  I  i  .v-:i::i  •■•■..::I   ..  :    :\-      .•nj<:«!i    ;    ■:■•''   ;;»    Vi    ü-    .i^    .V\   .«Ny 


»» 


I  .  < 


:i.».'.i!*''j    '♦■>■■•.'*":  »■  •:    m    *  .l.f.      ..I;      ..  .y.\-         :'.:<.  :;uJ")-l'    iHii 

Vebnnipsaiifgrajbeii  für UKehQUsr^'    *' 


1     4      *  •  1 ;  ■   .       '     ■!   ,.i    ■,        ..•■  ••••■,•..  .'j«i«f        '•♦l'i  ■• 

•■•li      {..l;      .'  ..  '.     ■If"      .'".    ■■  »  •  .-    .     ..".U     •  .......     v;:. 

Von  dem  Berra  FrofeMor  Dr.  0.'  Scfttolnttcii  an  der  techViUUiih" 

Bildangtanstalt  zu  Dresden. 

I. 

Man  soll  die  folgenden  deT{jGeonietrie  der  Lage  angehungen 
Eigenschaften  des  Dreiecks  und  Vierecks  beweisen  und  die  ver- 
möge des  Principi|..4QV.  K^i^pfo^ltSt  Umfki):  i^^t/iprechenden  Corre- 
lale  aufstellen« 

''^  "iJ'  "Von  einem'  ufieiecke  afeß  ^^M?<^,|i(!p\?(  jS^W^^^  ^#  Pf^ 
verlSngert,  bis  sie  eine  wiilkübrlicb  ausserhalti  geaiiögeiie  Gerade 
UV  in  den  Punkten  p,  q,  r  schneiden.  In  jedem  der  Punkte- 
systeme (a,  6,  »),  (6,  c,  q),  (e,  «,  r)^  construirt  man  den  jedesma- 
ligen vierten  narmonischen  Punkt,  welcher  zwischen  die  zwei 
Jonnop  ««erst  p^eMnote« Punkte  ialU;:bei«sen  ,&,  bj  a!  4ia  so  ent- 
««landtnen  drei  fwuen- Pinkle.  ^  m  sclmeiden  siiJi'  die.  Geraden  <9<>S 
66',  cd  In  einem  Punkte.     •     ?  ...,  ;   ,  .j.    . 


r 
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2)  Die  vier  Seiten  a(/,  bc,  cd,  da  «Ines  Viereclcs  sind  \ 
ISngert,  bis  sie  eme  nillbühriicb  ausserhalb  gezogene  Gerade  usl 
in  p,  q,  T,  s  schneiden.  Constrmrt  man  wie  vorhin  die  zugehS-l 
rigen  vierten  harraonischen  Punkte  a',  V,  d,  d'  za  den  Punlrte-| 
sj^steraen  (n,  b,  p),  (A,  c,  tf) ,  etc.  so  bösttmmen,  rfieSelben  ( 
Viereck,  dessen  Gegenseiten  a'b',  c'd'  und  b'c',  d'a'  sich  in  znäB 
Punkten  f  und  g  der  wiltkilbrlichen  Geraden  uc  schneiden;  in-fl 
gleich  liegt  f  mit  a  und  c,  g  mit  b  uf)d  d  id  eiuec  Geraden. 

3)  Sei  wieder  abcd  ein  Viereck,  k  der  Durchgcbnitt  von  nb\ 
und  cd,  k  der  ron  frc  und  iJa;  verlfingert  m&n  die  drei  Diagona-j 
len  ac,  bd,  hk  des  so  entstandenen  rollständieen  Vierecks  bis'j 
sie  eine  willkührlich  ausserhalb  gezogene  Gerade  us  in  p, 
Hcbneiden,  und  construirt  in  den  Punkteüystemen  (a,  c^p), 
(6,  d,  q),  (h,  k,  t)  den  jedesmaligen  vierten  harraonischen  Punkt, 
ivelcber  zwischen  die  zwei  immer  zuerst  genannten  Punkte  lallt, 
so  liegen   die  entstandenen    drei    neuen  Punkte  in  einer  Geraden. 

Welche  schon  bekannten  Satze  folgen  hieraus,  wenn  man  die 
willk'ührliche  Gerade  nv  unendlich  weit  wegn'icken  lässt? 


1)  Man  soll  einen  gegebenen  Kegel  mittelst  einer  Ebene  so 
durchschneiden,  dass  die  ihrer  Fläche  nach  grüsste  Parabel  da- 
bei zuiBi  Vorschein  kommt.  .    _    ,  ■HÜ'^    ''• 

2)  Einen  gegebenen  Kegel  mittelst  einer  Ebene  so  zu  durch- 
schneiden, dass  der  Rotationskörper,  welcher  entsteht,  wenn  niaoi 
die  als  Parabel  vorausgesetzte  Scbnittügur  sich  um  ihre  Achse] 
drehen  läset,  den  grüssten  cubischeu  Inhalt  bekommt. 


Sei  ^  eine  beliebige   ganze  Zahl    und   in   ihr 
x^rCSIIt,  so  dass  mau  setzen  kann: 

iV^^a'-ö^  «■/....; 

seien  ferner  /', ,  P^,....i*a  die  relativen  Primztihhn 
kleiner  als  iV  selbst  t^lnd  C/*i  =  l,....P(i=A'- 1), 
9umme  ihrer  mten  Potenzen  die  Formel 


Primfftlfto 


dW 


=  — r-i  iV'»^*  (1 )  (1— r)  (1 1— 

+  i  m,  B.  iV-">'(l-«)  (1^)  (1-c) '...:. 

Hier  bedeaten  ntt,    tn^, die  BinomiaikoefBzieuten  des  ganzen 

Exponenten   m,  ^,  B^ dii^  Bernoulii'schen  Zahlen  der  Reihe 

nach. 

'•-■    •  ...,'•  : — I  ,,      ;■ 

II-.       •         .  » .  '  i  •  ■  -..■••-•..  .  f    ,  •  . 

'     -     •:    1...-.,  •■  ,:'l^  e  n.jr,  s^a  t  «L./.  ..  .  ■    .    .  ;   ,..„,.• 

Wenn  yz=if{x)  die  auf  rechtwinklige  Cöordinaten  'bez6gäVi4 
Gleichung  einer  ebenen  Curve  bezeichnet^:  weiche  sich  ins  Unend- 
liche hinaus  erstreckt  und  immer' mehr  Von  xlec  AbiidsseUachse 
entfernt  [/'(oo):=oo],  so  ist 


«; 


die  Gleichung  einer  asymptotischen  Curve  zur  ersten ;..Atinid)]t 
bedeuten  hier  willkührKche  Constan^^n.    Fl^r  ff^i—x    z.  B.   wird 

und  dies«  ist  die  (äl^li^Nüng  der  Hj^erbel  ali  a^topfotijEiiihcirfJtiHfdi 
[Der  Begriff  der  Asymptote  ist  hier  veraldgemeinert  und  als  rela- 
tiver genommen ;  zwei  Curven ,  My = ^|r)  uqd ,  y'^^  ^(dr)  h#issen 
asymptotische  9  wenn  y—^  fär  unendlich  wachsende  x  gegen  die 
Gränze  Null  convergirt]  , 


Man  soll  die  nachstehenden    Formeln  ableiten,    welche    zur 
Berechnung  der  Ludolph'schen  iiahl  sehr  bequem  sind : 


■    "   \ "  •       V  * '  "  »     I  ^^  ■     i  .       I 


femer 


1 


" — 10'  * + ?  V 100/  "*"  SSuw/  ■•'  •••  i ' 
+ 100000 "  +  3 uoooüoy + s^vioooooy  "*■  •• 


Aufgabe  n*) 

Ton  Herrn  O.  Bermann,  Kandidaten  de«  höheren  Lehramts  an 

Coblenz. 

1)  Die  Spitze  eines  eine  Kilgel  vom  Radius  r  umhüllenden 
Kegels   hat   die  Entfernung  d  vom  .Mittelpunkte  derselben.    Wie 

f'oss   ist   der   Kubikinhalt  'des '  abi^e^baib    der  Kugel   liegenden 
heiles  des  Kegiels?  •         i        . 

"-il^'Resolt'al:'  V«2f-(<ft**^)*.  ••     ■:   '     ••    •  •  •  ■  >•• '  •      'ii   "if  ü 

2)  Ein  Planet  vom  Radius  r  hat  die  Entfernung  d  von  der 
Sonne,  deren  Radius  tyk -nit;'A./b|ei|K>iehjien  wollen.  Wie  gross 
ist  der  Inhalt  des  ausserhalb  des  Planeten  liegenden  Tbeiles  des 
KefaHcbattenke^els? ..  i      .--!•;;::' 

''■'•"  ^■-      ,    --^  -  i-rfr'W-^Ä+t)*   '•  '''^•^••^■-      '•  •'  *■  '•' * 
Resultah    ^  — ,- 


*  -  *      •  I 


3    d       R'-r 

3)  Eine  Kugel  Ivom  -Radius  r  piwst  in  einen  geraden  abge- 
stumpften Kegel.  Der  Radius  des  B^iihrungskreises  ist  q.  Ku« 
biUnKalt  ^ndJMc^nteLdes  JäLegels  eu  bettimmea. 


' '  -"'Resultat:    «•»-äC^«'!*-"^)^'  '    ' 


1 


jrr*  •  "•-  •••  «i   :■ 

4  —TT* 


«)    Der  Einsender  glaubt  in  den  drei  folgenden  Aufgaben  Das,    vat 
ie  sein  wollen,  aufgestellt  zu  haben. 


sie 


Uli 

'  »  -  .    . 


.V  »    -     ■   I      I       »      • 


•:t 


»  ■  •  • 

M  I  s  e  e  1 1  e  a. 

«,  '..  .         j.    • 

Ueber  ein  Integral  hklBulei^ih  Thebriis  motus  corporum 

solidorum    seu   rigidorum.  - 

Von  Herrn  Doctor.  J.  P,  Wolf  er«  zu  Berlin. 

In  §.723. 9  Pilgv  263.  voB  |lalerp  thedrla  rootus  corpo- 
rum solidorum  seu  rigidoVum  wird  als  lutegrai  des  Diffe 
rentiais 


1   1 

-;jtli 


.    .   ,_  *-€£/<C--Z>cos/) 

.  r--^sinyV^I~CH2C2>cos^^a+/>^)cosP 

folgender  Werth  angegeben: 

^  =  jE  +  arcsin.  I t-j I » 

wo  E  eine  Constante  ist..  Dieses  Integral  scheint  nicht  richtig 
zu  sein»  wie  man  auch  durch  DiKrentmtion  sehen  kann,  indem 
man  daraus  nach  einiger  Umformung 

!    .        I  i  ■  . « i  '.  I . .      I .      » <      ■ ,   .      5 .    ■  :  1 . ;  ^y  ^^  i  ;    .  »^  .      -'k-      ».'•■•■  •■:ii  ....■      i,»t ,' . 

.n-U-     „!,.:     ,      ./:;.--<^<<y--Qcpyft^-    ■■;    .    i.-±M.-,  .!.,.  ,-1  .•/ 

sin/,  y  1— (l+C")cos/»+2C/)co8/— />» 


■  > 


erhft^^  .  J^m ,  piti  ^dad   eben   gegfbenc^  DtfibrcHlii^l ;   welckes  man 
aue&  so  iBcfareibeo  kann: 


-  :       H\   ; 


«  ■        •         •  t 

■■  1    :•■.    «'■ 


Sin/.  V  sinP— (C— />cos/)« 

zu    integriren«     bin    ich    folgendermassen    zu   Werke   gegange^^ 
Setzt  man«. 


C-*-DeoalszLiD-Ccodl).  ' 

tt*»  X'  jitta^  <^eiie '^^citkttd^ttiche  Ist,  ^o  Erhält  man  hl«nais:  .\    '  '. 

und 
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und  wenn  man  diese  Wertbe  in  das  gegebene  Diferential  snbsti« 
tuirt,  nach  einiger  Umformung: 


dl:= — ■ 


Um  nun  ferner  die  Integration  zu  vereinfachen,  setze  man 

„.,:..  ..;■,    -..  .   ,i'=*  wd  P'rrfi*f='^.i  •:•; :    .■•.  v.H    . 

wodurch  •';  ■     '.:.!■;;  ii      '.]  tfi      -'.:. 'i  .■•"»;* 'f. 

c^  adx 
^2_.       ^ 

wird.    Endlich  setze  man  ">->•• 

V  1  — (l+a?)a?=;:j    woraus  ^=Trr~i  Mod  d:g=   ix.  ^       ^*^'8^* 
und  wir  erhalten 


t  • 


V       ■ 


I- 1 


also 

Nun  muss  man  noch  von  z  nach,  und  nach  zu  den  ursprCInglicheii 
Veränderlichen  zurückgehen  ^  und  es  wird  demnach 

_  Vsinf»— (C-JPcosO'      V"l— C«+26'Z>cos/-(I+/>»)co8/«. 
"~  D-Ccosl         ~  '    D—Ccoal  ' 

al(K> ■  ..  '   •        \     ;   ..     .    ■      .1,  ■.::.vi)i;i    !•:■ 

X=  £+arc.tg.  (,         ,        j^ceosl ) ' 

WO  E  eine  Constante  ist.  Durch  Plfferentiation  kann  ipan^sicb 
a  posteriori 'leicht  über:iäii^en,  däss  dieses  Integral  dein  gegebe- 
nen Differentiale  entspricb^.? 


•  V  -    ' 


t       Kl 
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■(  ■  ■■  ) 


t 
/ 


\ 

f    ■•'••=•■••  ^  -  - 

vm. 

Ilntersncbnni^  über    die  Form   eines 
flTiirzelaiisdriu^es  sder  Oleichnni^  des 

raten  Ölbades; 

Von  » 

>        •        •  •    . 

Herrn  L.  Mossburger, 

.Lel|,rjer  der  Matb.eniatik  an  der  Kantonsschnie  sn  Aarau. 


■ 

Es  sei  allgemeiD: 

A  ..... 

F(ar)=ir"  +  Oiar»-*+ff2^«-^+ +a»-aar*  +  ön-ja?  -f  ««-==0....   (1) 

die  Gleichung    des    nten   Grades,    worin    ffi^ci«, On    bekannte 

Coefficienten    sind.     In\  Allgemeinen  soll  zwischen   diesen  Coef- 
ficienten  keinerlei  Bejzie^ung  stattfinden.  '  \  ..^     ] 

Nehmen  wir  zuerst  den  speciellen  Fall  an,  dass  alle  Wur- 
zeln der  Gleichung  (Ineinander  gleich  seien,  so  ist,  wenn  a:*  eine 
solche  Wurzel  bezeichnet: 


n 


Auch  iässt  sich  in  diesem  Falle  die  Gleichung  (1)  unter  nächste« 
lender  Form  darstellen: 

i=za^  + 010^^^  +  020^"^+ +  Ä«-a^*+«n-i^+an=0 (2) 

Differentiiren  wir  die  Gleichung   (2)  (n — l)mal  nach  einander,  so 
erhalten  wir:  . 

Theil  XVI.  ^ 
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F'(^)=n(:r+?l-y 

a^n^i  +(it—l)flia:«-H  (n— 2)  11»«^»+ f  2  fl»-«af +««-i=ft0) 


.«-« 


l'^(^)=n(n-l)(a:+5)' 
=«  («  - 1)^:»  -«+  («  — 1)(«  - 2)ai  Ä«-»  + +2.1  a»-,  =0 (4) 

|^(:r)=n(,i-l)(n-2)(a:+^)*^' 


fX«-3)(a?)=n(«-l)„„.$Jl(;r+^yiP#i(«--l^ 5.4«» 

+(n-l)(n— 2) 43aiÄ*  +  (n— 2)(«-3) SÄOtar  ^4«) 

+  («— 3)(n— 4) 2.1a3=0 

V         fX»-*)<a?)=:j|(ii— l).....4.3^a'+^y=rn(»i— 1)...4.3«*  )  _^ 
+  (n  — 1)(«— 2).....3.2aia:+..+(n-  2)(n--3) 2.1  .«r,  =0) 


F«-i)(ar)=n(n-l)....3.2(a:+^)=n(n-^l) 3.2 

+  (n  -  l)(n--2) 2. 1.  Oi  =0 

Da  in  den  Gleicliungen  (I)^  (2),  {S),...(ß)  die  Ausdröcke 

.11-« 


..(8) 


n(«  —  l)....  3.2(0:+^) 


y  •  ••• 


tur  0?= ^  zu  Null  werden,  so  müssen  auch  die  respective  die* 

sen  Ausdrücken  gleichgeltenden  Ausdrücke: 

x^+aix^-^  + +  ana:+auf 

nar»~*+(n—  l)flia?«-*+ +2a«-4a:  +  a«-i , 

«(»— 1)  j;«-*+(n  - 1)  (w  ~  2)01 4r"-»  + +  3.2.C.-84;  +  2.1.0.^ 

n(n-l)....3.2.a:+(n-'l)(n— 2) 2.1fli 


Substitution  i 


iNull    »erdeit.     Burcli   die  auf  cma?  16  er  'folgende 

I— "-' 8latt.«iBNr.(7),  (6),.,..(2),(l)erhSJtman,  wenn 
die    RL'sullate     dieser    Suhetitutionen    durch 
bezeichnet  werden: 


^(-:).K-°;)-^(-?) 

Nehmen  nir  nun  «ieJer  an,  die (ileichung  (!)  htibe  lauter  un- 
gleiche Wurzel»,  und  es  eei  .r'  eine  solche  Wurxel,  so  wird: 


sein.  Die  in  der  Klammer  einKcschloseenen  CuedQdf^nten  werden 
in  verschiedenen  PotenKen  und  Verbindungen  mit  einander  vor- 
kommen, und  diese  Verbindungen  und  Coellkicnten  -  Potennen 
werden  wiederum  in  verschiedenen  Wurzelzeichen  eingeschachtelt 
fein. 

Essind  aber  nachstehende  Eigenschaften  des  imFunbtionszeichen 
<p,  enlbalteneu  Ausdrucks  (10)  auch  ohne  tveitere  lletreisrüiiruiig 
als  gültig  vorauszusetzen: 

1)  Muss  sich  der  untpr  dem  Funk l^onsz eichen  ^,  begriffene 
allgemeine  Ausdruck  in  Nr.  (10)  auf  alle  niOglichen  spedelten. Fälle 
anwenden  uud  reduciren  lassen,  «eiin  er  für  den  allgemeinsten 
Fall  (nändich  für  den,  no  alle  Wurzeln  ungleich  sind)  gültig  sein 
soll.    Daraus  folgt 

2)  dass  sich  auch  der  in  Nr.  (10)  ge{;ebenc  Aufdruck  auf  den- 


1  Fall  zuritckl'Cibrea  lassen  i 


.elehem  alle  Wurieln 


die  Wurzel  der  Gleichung  (t)  auf;c'= -l  mitbin    muss  hei' der 

VArauasetzung  gleicher  Wurzeln  ^e  Funktion  qü,  {a,,  a.j,  % Onl 

verscbwinden.  Nun  änden  aber  lur  diesen  Fall  nur  die  Bedingungs- 
^nchungen  (!))  statt,  und  keine  mehr,  und  keine  'weniger;  würde 
nnn  der  Ausdruck  iPiiOf,  a^,  (igi....Qat  dadutch  zu  Null,  dass  an- 
dere Coeihcienten-Funktionen  als  die  in  Kr.  (9)  oder  wenigstens 
solche«  in  welchen  die  in  Nr  (U)  nicht  als  Faktoren  enthalten  vtS. 
reli.'nebat 'jenen  in  Nr.  ((I)  ru  Null  würden,  oder  einige  von  de- 
nen in  {!))  'vorkommenden  sich  nicht  auf  KuU  reduciren  liesson, 
so  entstünden  im  ersten  Falle  zwischen  den  Coeflicienten  tri,  %,... 
...an  Gleichitogen ,  die  der  Voraussetzung  gid eher  Wurzelt)  nicht 
genfigen  würden,  weil  nuf  die  in  ^(9)  aufgestellten  dieser  Voraus- 
setzung genügen;  im  andern  Falle  würden  einige  der  fiezlehungs- 
glcicbungen  mangeln,  die  in  (91  als  nolbwendige  Bedingung  glei- 
cher Wurzeln  dargestellt  sind.  Aus  diesem  allem  gehl  hervor, 
>lass  die  in  (9)  enthaltenen  Funktionen  alle  in  dem  Ausdruck  (lOU 


der  un^er  dem  Funktionszeichen ,  begriffen  ist,  vorkommen  mOaBen, 
'Nvidrii^nfalls  tfet -allgemeinie  Ausdniek  (einier  Wurzel  von  einer 
Gleichung  des  nten  Grades  mit  n  verschiedenen  Wurzeln ,  nicht 
Btifden  i  speeiellen  Fall  von  n  gleidKo  Wurzeln  reducirtrifrcfden 
koDDte,,  dass  also  die  Wurzel  x'  der  Gleichung  (1)  unter  der  Form: 


. ) 


'■=-?^*.  K-SX -?)>(- ^y-^-^-'B)!'"« 

hegriffen.seiii' muss.  x  , 

Um  einigt  Anwendungen  von  dem  eben  bewieseneif^tze  'als 
Erläuterung  zu  geben ,  so  sei: 

die  gegebene  Gleichung.     Hier  ist 

F'(^)=i:2ar+fli=0. 

•Dies    glebt   a7=r<^ -^ ;  dieser  Werth 'Von  ^  in  der  gegebenen  Glei- 
chung.Aabstitii^rt,  gieht:  .•«.  -         ,     .     , 

Es    ist    aher  in'  diesehi  Betspiele    n=2^,    also    71— '2=s^^    abo 
F(»-2/     M==j/_M.^^gl.^^  ,,^t  „a^jh  l>jr.  (11)  ^er  Wurzel- 

wierth  a:''  die  Form:  ■ 

;  I  ■  •  ■ 

«  ■  f— 

welclie  mit'der  wahren  Wurzel  ar'==-— -^  +V  "4  "~^«     öberwn- 
stimmt 

IL  F(ar)t=a:»+<ii;r»+a2a?  +  <i3  =  0 (n) 

Hier  ist  F'(a:)=i3a:^  +  2ai:r+«a=0,     (b) 

F''(ar)=:6a?  +  2ai=0 (c) 

Aus  der  letzten  Gleichung  erhalten  wir  a:=  — 5^;    dieser    Wertb 
von*  ar  in  (a)  und  (fi)  substituirt^  giebt: 

Nun  ist,  wenn  man  in  Nr.  (11;  n==:3  setzt,  n^2=\,  71-^3=^0; 
folglich  ist: 
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\     .       ..•••■.•       ;     . 
aber'die  wahre  Wurzef  der  GleiqhuDg  (a)  ist  , 


.  '  '       '.  :  '     .         ■:'■  •:  .  ■.      litt    .     ;:'        :'"i:  V    ll'.il'V* 

•  ;    ■  ■  ■     •  f 


(¥--¥-.)-V"('^-^-)'-^^'-«0' 


■l»       t, 


.1'      i    .•':!']  .-■:.•  t , 


Aus  der  Vergleichung  dieser  Ausdrücke  zieht :  vm»  d^e  Ueber- 
einstimiDung  der  darin  enthaltenen  Funktionen. 

Sind  in  der  Gl^ichuqg:  ;  .  ,         ^^ 

F(x)  =:r"+€ii  o;"-^  +  a2a:«^*+ .......  +  «n-a^*+ a«-i  x  +  ci«=0  ...(1) 

ft^l  lytl^ck^  Wuraelo,  und  ist  a  eine. der  gleithenWurselnt  hin- 
■^e^jBa'»i  diejenige,  welche  mit  den  JübtrigenWu raein . nicht  f^ridi 
tet»  so  mird  die  Gleichung  (1)  üb teir  dieser  Vorauss^tBimg.tfu«  •:• 

Differeutiiren  wir  diese  Gleichung  (n— 2)mal   nach'einandei',  so  er- 
halten wir: 

F(x)  =  (M  - 1)  (ar  +  «)«-«.  (ar  +  «i)  +  (ar  +  a)—! 
= iw:«~H(n— l)iai  ar»'^-»4<«*-  '^)04^-'H--.+2anläa?+öÄ-:i^^^ . .  ..(3) 

'.  JP'(a:)=t:  («.^  l)(w — 2(ar  +  «)"^».(;r'+<^)  +2(«  -^  !)(«  +  «)«^»  \ 
=it  (n- 1)0?»-«  +  («~  l)(n— 2)aia:»-8+ +2.1att-.2=0....(4) 

i^(J»)a=ä(n-^l)(«— 2)(n--3)(a:+a)»-4(ar+«(i)-f3(n-l)(»~2)(x-frt)^'^ 
==n(«— l)(n-2)a;^»+(M--l)(«-'i)(ii-^)tt,a!»-4+..+3.21o,-ii:JJ^:(8) 

: 

•  -    •. 

e     ■       .  .  .  .        '      ■ 

,    '         •    ^  F»-3)(j:)=(n-.l)(»i— 2)....4.3(a;+«)V+«i)  ' ' ,!  " 

+  (n— 3)  (n— l)(n— 2)(n— 3).....4(ä+«)» 
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=«(n-l)(n-r?) 4.^»f  (n-l^(n-2).. ...... Sa^jc«  | 

■Kn— 2)(4-3)L..2ii^  +  (k-3)(rf-4r;..... 2.1^8  =0     i ^  ^ 

=n(n-  1) 4.3.a:«+(n  — l)(n— 2).....3.2ai.a:  ) 

+  (n— 2)(n-3).;..:::2.1.ffa=!=0  fi-r-iWJri^ 

Da  in,  den  Gfeiebangei^  (2),  (3>....(7)  die  avf  der  Küken  Seite 
der    GleUhheitsäeiclLea  befindlichen  Tfaeiie   fiir  jrs9--«a  m  Null 


Werden»  keil  alle  Glieder  den  Faktor  or-f  ir=:0  haben»  ^M^f^ 
auch  die  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichen«  JTefiftdK« 
chen  Theile  zu  Null  werden.  Der  Werth  von  a  bestlifDiit  sich 
aber  ans  der  Gleichung  (7%  welche  sich  auf 

ir^«^s^)(4P>==«(n-l>W)2(i»~l)^i.Ä  +  2:l.ff^^         .  .  ..^) 

reducirt.  .' 

Bezeichnet  man  die  Wurzein  dieser  Gleichung  mit  af  und  af, 
so  erhSk  tmm: 

«       Vnl     n       n-1 

Einer  dieser' Werthe  to»  a  muss  dio  CUeichimgen  42)^  (3>...«0 
befiiedigien,  weil,  wie  wir  si>eben  gesehen  haben,  jede  Mrselben 
eine  Wuntef  ^=:-*^(x  hat,  und  einer  dieser  beidei»  Wevtile  glcach 
— a  sein  muss.  Wir  nehmen  nun  an,  a'  sei  der  Werth,  der  diese 
Eigenschaft  besitzt ,  also  gleich  -^  cc  Ist ,  so  erbaften  wür  aus  (2) 
(3) (7)  durch  Substitution  folgende  Bedingungsgieichungen: 

F(«0=O,F'(«')=O,F"(a')  =0, 1^"-3)(«')=Ö  ........  (10) 

WSre  aber  t/':=:—u,  s»  hätten  mr  «Jiwn  so: 

Die  Gleichungen  (10)  und  (11)  können  nicht  gleichzeitig  statt- 
finden, weil  nur  eine  der  bdfden  Grossen  a'  und  t^'  gl^ch.  — «a 
sein  kann.;  finden  daher  die  in  (10)  statt,  so  sind  die  in.  (11).  un- 
gültig, und  umgekehrt. 

Nehmen  wir  nun  wieder  wie  in  $.  1.  an,  es  seien  lauter  un- 
gleiche Wurzeln  in  der  Gkichung  (1)  vorhanden,  und  bezeichnen 
mit  X*  eine  solche  Wurzel,  so  werden  wir  beweisen,  dass  der 
AiMdmck  für  die  Wurzel  x*  folgende  Form  hat: 


U-iO- 


n« 

"'       "+**j±[AiF(«0.FTOl/ili='(«').F'(O! r*^' 

.../■»-alF'-slK)-    ^*  '"-3'f>)llJ'!: 

In  diesem  Ausdrucke  bezeichnen  rp,fi,ff,f,,...,f„-^  eittstvieHcti 
lum  Theil  noch  Hiibestimmte  Funktionen. 

Schiiessen  wir  wieder  wie  in  §.  1.,  so  mnss  sich  der  Ausdritck 
(12)  auf  alle  Kpecieiien  Fälle  reduciren  und  anpassen  lassen . 
ivenn  er  für  den  allgemeinsten  Fall  tauglich  sein  soll,  also  so- 
wohl auf  denjenigen,  iu  welchem  n— 1,  als anchauf  jenen,  in  welchem 
n  gleiche  Vvnrzcin  vorkommen.    Im  letzten  Falle  muss  er  sich  auf 

je'^= — -^  reduciren;  dieses  kann  aher   nach  §.  1.  nur  statt  fimltn. 


Ain«')-n"'')i,AtF'(«o-^>'')i.-/--»iP''-3'(«')-i^-3'(oi 

aelbst  Funktionen  von  F  ^- ^'V  fY- ^  V  ...f>-3)/— M 

Bind;  im  ersten  Falle  muss  aber  entweder  den  Gleichungen  (Vf), 
oder  aber  jenen  in  (11)  genügt  werden;  da  aber  specielle  Fälle 
eintreten  können,  vvo  a'^  — uist,  so  wie  auch  wieder  andere, 
wo  a"=—a  ist,  so  muss  der  allgemeine  Ausdruck  in  (12)  so 
beschaffen  sein,  dass  er  sich  sowohl  auf  den  einen  als  auf  den 
andern  dieser  Fälle  anpassen  läset;  dies  kann  aber  nur  dann  ge- 
schehen,! wenn  Fla')  und  F(«") ;  F(a')  und  F(c/') ;  F'(«')  und  F"{t^): 
n.  s.  w.  in  einer  solchen  Verbindung  vorkommen,  dass  dadurch  sowohl 
für  «"  =—£(,  als  für  «"^  —  a,  beziehlich  den  Gleichungen  (10) 
oder  (11)  genügt  wird.  Üiese  Verbindungen  können  aber,  wie 
leicht  ersichtlich  ist,  keine  anderen  sein,  als  F(u').  F{c^y, 
F'(a').F'(it").F"(tt').  F"(i^'),  U.S.W.  Würde  nun  eine  ein/.igeFunktion 
dieser  Produkte  in  dem  Ausdrucke  (13)  nicht  vorkommen,  oder  andere 
Funktionen  als  solche  dieser  Produkte  vorhanden  sein,  so  würden 
hei  der  Voraussetzung  von  n — l  gleichen  Wurzeln  (und  zwar  so- 
wohl für  ß'^= — a,  oder  för  o"^ — «)  zivischen  den  constanten 
CoefBcienten  def  Gleichung  (1)  Bedingungsgleichungen  entstehen, 
die  für  (['=  —  «  den  Gleichungen  (lO)  und  für  a"= — «  den  Glei- 
chungen (11)  widersprechen  würden-  Weil  endlich  bei  «—I 
gleichen  Wurzeln  der  Ausdruck  im  Fun ktions zeichen  rpn  der  Glei- 
chung (12)  nicht  Null  werden  darf,  und  dennoch  die  Gleichungen 

/■,iF(«')-f(«")i=o./;tF'(«').n«")i=o,/^3;F'V).f"(o")M, 
/;^jt^«-3)(BO-i^"'-3'(Ol=o 

wie  wir  soeben  ßesieigt  baben,  für  » —  1  gleiche  Wurzel»  statt- 
finden mässen,  so  müssen  diese  Produktenfunktionen,  die  in  dem 
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Aasdrucke  (12)  durch  eine  besondere  Klammer  eingefasst  sind,  durch 
da6Zeichei^(-|-)  oder( — )  (oder mit  beiden  nach  einander^  waildieGrfinde 
für  ^äs  Vorhandensein  von  jedem  dieselben  sind)  mit  dei  andern  vor- 
kominendeh  Funktionen  verbunden  sein;  und  nicht  dufch  Multipli- 
kation, oder  durch  Division;  denn  .  ^väre  .  diese  eiogeV#™P<^ 
Summe  von  Produktenfunktionen '  durch  MultipHkatbu  fmit  din  ao- 
dern  vorkonimenden  Funktionen  verbunden,  so  wfirdekm  Fall  von 
t— *1  gleichen  Wurzeln,  wegen  der  Gleichungen  in  No.  (13)»  der 
Ausdruck  im  Funktionszeichen  a>2  ^^^  Gleichung  (12)  verschwin- 
den^ was  offenbar  nicht  sein  qarf;  wäre  aber  jene  Produkten- 
summe  in  (12)  mit  den  andern  dort  verkommenden  FanktiooM 
durch  Division  verbünde^,  so  würde  der  Ausdruck  im  Fanktions- 
zeichen  9^  'im  Fall  »r-l  eleichßr  Wurzeln«  wegen  No.  (1^»  no- 
endlich  gross,  was  ebenißifls  im  Allgemeinen  nicht. sein.  Kann; 
mitbin  kann  diese  Verbindung  nur  .mittelst  der  Zeichen  (-|-.):^nd 
(— )  stattfinden.  Dass  übrigen»  diese  andern  Funktionen,  mit 
weichen  jene  Summe  der  Produktenfunktionen,  wie  so  eben  er- 
wiesen wurde,  durch  (-f-)  oder  (— )  verbunden  sein  müssen«   keine 

anderen  al8f(-^),F{-&),F"(-^),....*>-3)( -5) 

sein  dürfen,  wurde  schon  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  erwiesen; 
auch  folgt  dies  unmittelbar  aus  dem  Beweise  in  §.  i.  Aas  diesem 
allem  geht  hervor,  dass  die  in  der  Gleichung  (12)  aafgestellte 
WurzeKorm  einer  Gleichung  des  nten  Grades  den  Anfor&mngeD 
imd  Bedingungen  von  n  und  n^i  gleichen  Wurzähi  durehass 
Genüge  leistet 

Wir  wollen  dieses  in  einem  Beispiel  zeigen. 

Es  sei  wieder  die  Gleichung 

a:^ +  aiay^i-a2X+ a^^O (a) 

gegeben,  so  haben  wir  wie  in  §.  1. 

/^(a7)  =  3ar«+2#iia:+flr2=0 (b) 

Die  Wurzeln  a^  und  a"  dieser  Gleichung  sind: 

^-«-      3  +  V^V  -^-"^^ 

Werden  diese  Werthe  nach  einander  in  (a)  eingeführt,  so  etfeik 
man: 

'•«-=-[C-^-¥-».)+3f,r¥-«.)']- 


\ 


I2i 


'•••>:     ■  '.'j  !    \.i"    •       {    ». 


etzt  man  aber  in  No.  (12)  11=3»  und  wendet  beide  ZeicheH  (4^) 
nd  ( — )  an 9  so  kommt: 


■  < 


dcfr 


\..M 


Pqsse  Form,  verglichen  mit  der  wahren  Wurzel  der  Gleicbimg 
a)/ welcfae  am  Ende  des  §.  1.  beigefügt  ist,  lässt  leicht  die  Üeber- 
sinstimmung  beider  erkennen,  wie  übrigens  die  Funktionszeichen 
Vi  und  fi9  so  wie  die  Im  Nenner  vorkommende  Zahl  %  bestimnit 
werden,  ^'erden  wir  gegen  das  Ende  dieser  Untersuchung  noch  sehen. 


.* 


v       i 


§.  3.     .    .. 

Wir  haben  in  §.  2.  die  Beschaffenheit  einer  Fupktion  zu  her 
stimmen  angefangen,  welche  dieselbe  haben  niuss,'  wenn  sie  dazu 
iienen  soll,  einen  Wurzelausdruck  einer  Gleichung  .  des  nten 
Grades  mit  lauter  ungleichen  Wurzeln  darzustellen.  .Bis  jetzt 
sind  von  dieser  Punktion  noch  keine  weiteren  Postulate'  verlangt 
nrorden,  als  dass  sie  sowohl  jedem  der  einzelnen  FaUe^  yon  n 
Ifr^d'vön'.n-^l  gleichen  W^irzein  insbesodece ,  al^  aiKb  bei^^^i^  ^u 
Üeich  Genüge  leiste.  Das^esetz  der  Bildung  der  Ayurfs^Ql^eicheu, 
lie  in  diesen  Funktionen  vorkommen,  wird  einstweilen  ganz  ün- 
^rücksiohtlgt  gtelaissen. '  Wir  gehen  daher,  abgesehen  t od  diesem 
Bildnng8gesetze,zut' Bestimmung  der  ErfonJben]risäe','Ab'(Mif,  Wo  n*— 2 
H«iche  Wurzeln  ia  einer  Glisiehang  des  ilten  Grädbs  ▼orkömröen, 
>|ftd  nntersnchen  •  den  fiinflnss  der  steh  ergehende^  Itesiiltaite  auf 
Ke  Be^diaffenheit  der  Funktion,  welche  den  WnrzcAausdruek  de^ 
Gleichung  des  nteti  Grades  mit  n  ungleichen  Wurzeln  darstellt. 
Sq  diesem  Zweck  nehmen  wir  an,  es  seien  — cu^  und  — o^  'tue- 
^nigen  zwei  Wurzeln,  welche  weder  unter  sich,  noch  mit  irgend 
•iner  der  übrigen  Wurzeln  gleich  sind,  — a  bezeichne  eine  der 
^  —2  übrigen  gleichen  Wurzeln  der  Glelcfanng: 


9   - 
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Zufolge  der  oliigäp  Aonahme  geht  diese  GMchung  Aber  ia: 


Differentiiren   wir  diese  Gleichung  (n — 3)mal  nach   einmaderj  so 
erbaHed  wir: 


F(a:)==<n-2)(ar+«)«-»(a:«+(a2+a3)ar+OaC^,}+(jr+a)«-^ 

....  +3.2fl«-8a?+2.la»^=d0; 


03)  ] 


=n(it— l)....6.aH^+(n— l)  (n-2) .5.aiar*+(n-.2)(n— 3) 4%rt 

+(ji^-3)(i^-4) 3.«3a:*+(ii— 4Xn-ö) 2tf4«+(n— 5)(n— 6).^.S.1ä^ 


^»  •  f 

..(6) 
— o;  ^w  —  4; zos  ari 

+(n — 4)(w — 5) 2.1.a4  =  0 


=n(n— 1) 5:c*+(«— l)(w-2) 4aia:»  '  ( 

+  (n— 2)(n— 3) 3aa:r«  +  (n -3)(w-4) 'la^xi' 


F(n-3)(ar)  ==-4i(.r +  a)  +  4i(;f+«)«+ ^3(0:  +  «)» 

=  w(«  — 1) 4jr»-Kn  — l)(n— 2) SoiO^  \ (7) 

+  (w — 2)(ii-3) 2cF2^ +(m  —  3)(n  -  4) 2^3  =0^ 

In  den  drei  letzten  Gleichnngen  bezeichnen  ^i,A^tA^,t%9 
u.  s.  w.  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  x-i-a,  deren  Aftbm 
Wetthbestinimung  übrigens  unnuthig  ist. 

Auch  in  diesen  Gleichungen  wird  der  auf  der  llnktin  Seili 
de»  Gleichheitszeicheiis  befi»atiche  Tbeil  für  j^3=  —  «zu  Nolll 
weil  alle  Glieder  desselben-  w-ir^^^^O'tam  Faktor  habeto^  niithii 
müssen  auch  die  auf  der  reebteitf  Seite  des  Gleicbbetlstfeiebeaf 
befindUchen  Theüe  zu  Null  werden,  wenn  x=2—a  wird.  Sbi 
kann  daher  för  den  Fall,  dass*  n — 2  gleiche  Wurzeln  in  der 
Gleichung  (1)  vorhanden  sind,  und  wenn  ß\  ß"^  ß^  die  Wvzeh 
der  Gleichung  N<i.  (7)>  also  von  der  Gleichung 

m(m— l)(«--2)a:H3(j*— *)(»--2)<i,a;»43.2.(ii-2)o«j;+3,2.L«,3rO... 
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sind»  wie  in  §.  2.  soUieases,  das«  einer /der  drei  Wertbf  /)%  ß'', 
ß^,  weiche  x  aus  dieser  Gleichung  erliält,  wenn  man  ihn  in  die 
Gleichungen  (S)>  (3^»...(^  statt  x  emfährt»  «diese  befrtedieen  nrtiss» 
weil^  wie  wir  soeben  gesehen  haben,  {ede  dieser  Gleichungen 
«{•e  Wurs6i  arzar-^'ft  hiS;  nehmen  wir  nun  an,  es  sei  p'.ss^^a, 
4»  eriMdten  wif  wiIk.(3)/(3)>^*(6)  folgende  Bediogungsgieiehungeii: 

DRiee  ßb9s  ß^^-r-uj  <^dea  ß"^=^-a,  so  wfitrden  wir  die  Bedia- 
^pgs^eichjoogen : 

F(P')=0,P(ß'')=0,P'(ß''}=0, — JFX«-4)(jr)=:0  .  .  .  (10) 

iT(jS«')=:0,l?'(^)=0,l^(^'^  =  0, Ft*»-4)(/S"0=O    .  •  (11) 

«rhaltei^ ;  jedoch  mflssen  wu  wohl  bemerken,  dassdiif  Gleicfaimgs- 
«ysteme  (9)«  (10),  (li)  nicht  gleichzeitig  besteben,  sofidern,  wenn 
ma  GieiQMiBigen  yoi^  einem  dieser  Systeme'  stattfinden,  so  beste- 
llen die  ifi  den  beimn  fibrigen  Systemen  nicht. 

Nehmen  wir  jetzt  wiedefr  an^  es  seien  nur  ungleiche  Wurzefn 
in  der  Gleichung  (t)  vorhanden,  und  es  bezeichne  x*  eine  sofcire 
Wilrzel,  so  wira  4ef  Wertfa  von  x*,  wie  wir  sogleich  beweisen 
werden,  folgende  Perm  hel^n: 


f  .1 


(12) 


I  .f,^{Fl'^4)(ßr).F\''-^)(^)t\»^4)((IF)\] 

Id  diesem  Ausdrucke  bezeichnen  <p»,fi,fi fi,fs, Funktio- 

neo,  deren  n&bere  Bestimmung  sich  aus  dem  weitem  Verlauf  der 
Dntersncbong  ergeben  wird. 

.(  '  Das*  in  dem  Aicdmekd,   dter  m  dem  Fnnktjianszeichen  tp^ 
öiflialteta  ist,  die  Fuiiktionenverbhidung 

'(-S>K-%)--''-*'(-?) 

*  ± i/i  ifr«o-F(oi/2)  F'(«*').F(Oi, /.-3t^'-*)(«')-  ''("-^> («")!] 

■ 

.  vorkommen,  muss,  ist  in  §.  1.  und  §.  2.  ausfuhrlich  bewiesen  wor- 
l^dini;  dasff  aber  mit  dieser  noeh  die  Fnnktionenverbindung 
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■•  f 


mittelst  des  Zeichens  (+)  und  (— )  in  Verbindung  gebniclit 
den  mäss'^:  geht  d&rAus  hervor»  dass  der'  ailgenMfta'  A««dnHk 
der  Wurzel  der  Gleichung  (1),  wenn  sie  nur  ungleiche  Wandi 
hat»  sich  auf  den  Fall  astMrückführen  lassen  muss>  wo  »—2  gidck 
Wurzeln  hi  der  Gleichung  (I)  vorhanden  sind;  'dieser  Fall  U 
aber  eine  der  Gleichungsgruppen  (9),..  (10)  ,  o^^r  (11)  ^ur  Folge;  i^ 
nah  aber  sowohl  ß'ttsr^«,  oder  äucfcf ' /y'=— a,  oder' "erfdM 
ß'"=z — a  sein  kann,  so  können  wir  wie  in  §.  2i  sehliessen,  di«i 
in  diesem  Falle  die  Gleichungen: 

fi{fw.fx/nfTr)i=o  j  -^  ' 

fi(F\ß').FXß").F%n]  =^0  [.  .  .  . ,,. . . ,  (13) 
fi.-st^l"-4)(|5').Ft»-4)(/3").l^"-4)(jS^')l=0  ) 

nicht  nur  richtig  sind,  sondern  eine  notb wendige  Folgt  der  An- 
nahme von  n-^2  gleichen  Wurzeln  in  der  Gleichung  (1)  seiniiifli- 
sen,  und  dass  diese  Produktenfunktionen  in  dem  An^dracke  (li) 
vorkommen  müssen,  wenn  jener  allgemeine  Wnrzelausdruck  sici 
auf  deor  speciellen  Fall  von  n — 2  gleichen  Wurzeln  anwendeii 
lassen  soll;  dass  diese  Produkten funktionen  mit  den  vorhergehen- 
den duTf^h  ,4ie,  Zeichen  (+)  und  (— )  verbunden  sein  mässHt 
wird  ganz  auf  gleiche  Art  wie  in  §.  2,  bewiesen»  woraus  die.Huj^ 
tigheit  der  Form  des  Ausdrucks  in  Nr.  (12)  hervorgeht 

Sind  /,  y",  /",  yiv  die  Wurzeln  der  Gleichung 
iR»-4)  (ar)=n(w-l)(n-2)(w-3)a:4f  4(w— l)(w— 2)(w-3)aiars  i 
/    +4.3.(n—2)(w— 3)02^:2  4:4.3.2(71— 3)^30; +  4.3.2,La4=0j—^ 

4 

■\  .  '  . 

SO  kuniien  wir  ganz  auf  gleiche  Art,  wie  in  §.1.,  §.2.,  §.  3.  zeigeBf 
■  dass  die  nachstehende  Wurzelform  einer  Gleichung ; des. ntenGii^' 
des  die  Bedingungen  von  ?i,  w  — 1.  w  —  2  und  n  —  3  bleichen  Ww- 
zeln  enthält,  und  sich  daher  auf  jeden  dieser  spiecielien  Fälle  an- 
wenden läset  ;V  «";  ß',  ß'\  ^'"  haben  hierin  ihre  früheren  Be- ^ 
deutungen : 

(15) 

<-'i)-''{-°i)H-'i) ^'-<-^ 

I  Jt  [/ilF(a').F(a")}/al^(«').n«")l.  ..../«-^l*>-5)(a').f\»-5){J 

x'=_?i+,pJ+[fif'Xß').-fxn.^oJ'")i.fa!*'w.>'(r).nni. 

f„_4{F(»-6)(/S').F("-5)(/S'').Ft»-« 

Ä{f(y').F(/').F(/")F(y.v)},5a(F'(/).F'(/')..^"(n-f>' 

51.-4IF»-  äJCy^Ft»-  6)(/').F"-  55(y«').Fl»-5)( 


n     ^* 


r 


.  .;•»  .j       .■    ili    t  '.t\:-—.   ■.■■   '  .    •  §.-4«;      !    .  ..  1  .-  •  .    :.-.  -••  :'/■  .     »  . 

I  'T  f  i-.-.ii  ...ii  ■• 

Gehen  wii^.tfipciMcli'su-^emjpnigeD  Fälle  fiber,  wo  in  diöf  Glei- 


XJr)==ar"+#;^^»-*,+;aaa?*^  •  •  •  •  vC*) 

mr  /zwei,  gleicbe  Wurzeln.  Torkoroiö.eif »,  un4.  ^ehwwri  —  «  ;'Wj|^er 
Ii»  eipe.  der  »zwei  gleichen  Wärzeln  an,  *  !jje  ubrigef)  sßi^tl-  Z-^^* 
-  «2,  —  <^, ..-..  —  an-2-  Dadurch  geht  die  Gljeibhuii^  (i)  in. folgende 
ber: 

■  .:■': ;  ?  ■•.■.  .:.  '  ■'•■!■  ': ..        ..         : •  '■..       •; . 

orin  dei*  KiSrze-fregen;*  •» 

/(a:)  =  (arf  ai)(a:  +  aa)(^  +  a3) C^  +  an-j)    ...  (3) 

ssetzt  wurde. 

Durch  Differentiiren  flnden  wir: 

.  •  (■*) 

i  dieset  Gleichung  müssen  beide  Theile  fi\r  ar==  —  d  versch wirk- 
en.   Sind  dabev  v'iyVv^>--v^"^J^  die  Wurteln  der-GleidiUitg 


i«         .    .    .  •■  .  .  '  ■      *        . 


I  * 


•  »  4   ) 


(5).    ;      .  ;.     ■ 


I        i 


)il)üsÄein.e  dieser  Wurzeln  ;i=  —  rt«eSA;  eß  se!  daher  i/rr-^ci^j.' 
vi^nssy  .we^n*  mbn  i^' statt  ir  in  die  Gleichung  (I)  oder  t^)' ein- 
(byf,  sie  auf  NüiF  redtabirt  werden,  d.  h.  es  muss      ''"^'  "      - 

F(v')=:0   .  .  :  ,  .  J.  l  ...  .  .  .  (6) 


I      .         •  V      . 

. t .     >  .     ■  »         !'■  ■ 


:  '  '    I'  / 


üw;-  es  kennen  äb^  Ftflie  eintreten,  wo  entweder  v''=— bif,-odev 
'^=  — tt  U.S.W,  sein  Icann;  in  diesen  FANen  mdsste  datnn,  wie  hi 
3.,  respective: 

F(yo=o  .  .  .  .>.. (7) 

F(iO=0  .'.  .  ./..''...  .  .  .  .  (8) 

•  ■    V    ;    * 
:  :  .    » 

F(v(«-i))  =0     .  .  .  • .  (9) 

»in ;  der  allgemeine   Ausdruclc   muss  ^ich   aber  nicht  nur  auch 
if  den  von   zwei  gleichen  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  reduciren 


und  änpaäseo  lassen  ,  sondern  es  mflssen  selbst  diese  specietlei 
Fälle  ade  in  ihm  enlhalteD    sein,  d.  h.  für  jede  der  Wurzeln  </ 

v",  v*, yi"— I),   es  mag  eine   beliehiee  Ton  ihnen  ^^  —  a  sei" 

»:o  muss  aus  ihm  die  entsiireehende  derGleichungen  (0)  (7)...C9)  i 
doctrt  werden    küniien;   iia  aber   diese   Gleichungen   nicht    gleii^-^ 
zeitig    statt   linden,  sondern   im  Gegentheil,   wenn  eine,  z.  B.  di 
tiJeichung  (7),  statt  findet,   di«  ührigen  alte  nicht  statt  linden ,  s 
tvird  diesen  Furdcrunsen  nur  dann    entsprochen   n'erden    können,  i 
vienn  in  dem  allgemeinen  Ausdruclte  fOr  die  Wm-zel  .r'  der  tilel)| 
chung  (I)  das  Produkt 

F(v').  Fiv").F(v^) Fiv''- 1 ') 

oder  eine  Funktion  dieses  Products  vorkommt.  Uieses  ProdaU  I 
oder  eine  Funktion  desselben  niuss  mit  den  vorhergehenden  Funt-  f 
tionslbellen  im  Wurzelausd rucke  durch  die  Zeicbeo  (-f )  und  (— )  I 
verbunden  sein,  was  ganz  eben  so  ivie  in  §,  2.  bewiesen  w' 


Theils  aus  den  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Uriindt 
theils  aus  dem  sichtbaren  Bildimg^igesetze,  das  sich  in  den  „. 
duien  Wurzel  ausdrucken  des  §.  I..  $.  ~2.,  {.  3,,  §.  4.  offenbar  an 
spricht,  endlkh  thelU  auch    aus    dem   allen  diesen  Endficklas 
zu  Grunde  liegenden  Grundsatz,  nämlich:  dass    sich    de 
druck  eines    W  nrzel  werths    einer    Gleichung  dei 
Grades   mit  n   verschiedenen  Wurzeln,   auf  all«   speci* 


eile 


Falle 


n~l. 


..3,   -2  gle 


chei 


Würz  ein  zurückfahren  lassen  inuss,  d.  h.  dass  jener  alt 
«emelne  Ausdruck  so  beschaffen  sein  muss,  dass  die  einzeln« 
Relationen  zwischen  denCaefQcienten  der  Gleichung  (1),  durch  welch* 
diese  speciellen  Fälle  cfaarakterislrt  werden ,  so  zu  sagen  implidte 
in  jenem  allgemeinen  Ausdruck  vorhanden  sind,  oder  docD  wf 
iiigstens  aus  ihm  deducirt  werden  können,  glauben  wir  beredil'  ~ 
zu  sein,  dem  Wurzebverth ,  weither  allen  diesen  speciellen  Ff" 

von  »,  M  — 1,  n — 2, 3,  2  gleichen  Wurzeln  genügt, 

aUo  der   wahre  Ausdruck  für  eine  Wurzel  der  tilelehung  Nr, 
ist,  wenn    »  verschiedene  Wurzeln  in  derselben    vorbände 
folgende  Form  gehen  zu  Iciinnen ,  wenn  wir  auf  den  Zeichenwi 
sei  die  geliDrige  Rücksicht  nehmen  i 


+ÄilF(/).F()'').F(/').F(,.-l  + 

+ 

+ 

+  ,|f(.1.F(.").f  (v"')     F(.l-15l|] 


* 
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+  9»»-i<^  

'+ 

+  Z{F(vO.F(»*)./Jt**)     ....  .   F(v(,_i))j 

^::::  :;;•::;;:;::  r:. •.■•.■.■;.:: 

+2{F(v')F.(i.")F.(0 F(v("-1))} 

'•  f 

+    U.   8.    W. 

Die  Reihenfolp^   4f<[  6U^er  bricht  ab  9  weoh  d^r.  Zeichen- 
H^bsei  erschöpft  ist.     Die  Buchstaben  o',  a",  ß',  ß'\  ß^^  y ...... 

diesem  Ausdrucke  haben  die  frühere  Bedeutune.  Hingegen  sind 

»fi,  F|, %  Funktionszeichen,   die  nur  durch  Wurzelzeichen 

irgest^t.  ^erdeir  konaei).  Mao  ^ieht  aus  der  Betrachtung  diesee 
üMmcks, f<lr  eiiie  Wurset  der  Gielchnrt^des  itten  Grades^  daas 
tmselbeif  noch  ehie  Bestimmung  der  Wurzelzeichen,  n^st  ihrer 
^borlgeili  Verbiadui^  fehlt  Die  Bestiigmqng  derselben  ^  so  wie 
e  eiSgf^  Zahl^tn-tToeCScienteoi  wÄjilen  l^ife*  im  folgenden  Paragra- 
aphen  ao  einigen  Grieichungen  versuchen. 


■»  ■>.■.  .1,-  ■  I, 


8-  «• 

1)  E9  sei  die  rGhichttng 

a:*  +  «iar  +  iia=0 (a) 

igeben.  Ffir  diesen  Fall  erhalten  wir  nach  dem  resultirenden  Aus- 
ucke  in  §.  5.,  weil  n=2  ist, 

stzen  wir  diesen  Wcrth  von  ^'  in  die  Gleichung  (o)  statt  x^  so 
halten  wir: 


^woraus  ^1  ^"^-^««1=^4^  -j  -^fli    W; 

mithin  bezeichnet  hier  das  Fnnktiotiszeichen  ^i  die  Qbadratwnnel, 
folglich  ist 


-'=-i*V"^-«- 


2)  Es  sei  die  gegebene  Gleichung: 

^  ä:*+fli5a^+a2^+a8^0! (a) 

Es  ist' also  nach  dem:  Ausdrucke. in  §•  5.,  weil  «i 4? 3 » 


+ 


oder    wenn    wir    die    bereits    in   §.   2.   gefundenen   Wertbe   ?oi  _, 
j^f  —  -^j  und  Von  F(aO.F(a'0  gebrauchen,  so  Ist:    . 

Da  diese  Wurzeiform  alle  mügiichen  speciellen  Fälle  unter  sidi 
begreifen  muss,  also  auch  die  mit  zwei,  und  drei  gleichen  Wur- 
zein, so  wie  auch  jene,  wo  einzelne  Coefficienten ,  ^i,  a.2  oder 
«3,  zu  Null  werden,  so  nehmen  wir  zuerst  an,  es  sei  a?=— «' 
eine  der  drei  ungleichen  Wurzeln  der  Gleichung  (a),  so  werden 
die  beiden  andern  a=z — u"  und  xzz.-^t^"  durch  :eine  Gleichung 
von  der  Form: 

a:^+Aa;+ß=zO (c) 

bestimmt,  wo  der  Kürze  wegen 

A=zai — u\  JB  =  a2— M'(ai~-«')    (^ 

gesetzt  wurde;  aus  dieser  Gleichung  erbalten  wir: 


W 
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ibmen  wir  jetzt  an,  es  seien  in  der  Gleichung  (ä)  zwei  Wurzeln 
sieb,  so  folgt-aus  (e),  dass        ~  ' 


^ •  •     \-       .  _  .         ■ .   .      .  ■     .  ;  ■ ,        .  :  .       .  [if 


Jy  j«— 4Ä=o 


(f) 


in  muss.    Aus  (b)  folgt  aber  nach  §.  2.,  dass  för  zwei  gleiche 
urzein  .^        ...  . 


sl 


•I. 


•»!i 


f.  i(^  -¥-f.)'-K¥'-.)"i=f»  ••  ..(^ 

•         .  I  I  •      •  I  ...... 

in  muss;  die  Bedingungen  (/)  und  (^ir)  müssen  noth wendig  idisn^ 
ich  sein,  daher  müSS:,auoh 


in.    Es  wurde  aber  in  §.2.  bewiesen,  dass  im  Funktionszeichen 
kein  anderer  Ausdruck  der  Coeffidqnten  kx%  Om  und  o«,  als 

flialten  sein  kann,  mithin  muss  auch  J^—XB  mit  diesem  Aus- 
ttck  identiscli  sein,  daher  muss 'sich  das  Symbol  fx  durch  ^V 
rstellen  lassen,  oder  es  muss 


,'v^i^-7r^(^ .,) 


::»•» 


in.  Es  wird  daher  der  Ausdruck  (b)  zu : 

(A) 


Wir  [erhalten  endlich  aus  (o) ,  wenn  wir  in  Jener  Gleichuriir 
=  a,=0  setzen: 

Theil  XVI.  ^ 


ISO 


■  'MI  *t    .       •.'' > 


»     .  M-       )• 


•»i  l:  »i.i ■ 


Ä  ^^  ▼  "—113    .  •'•  •  •  •  •.-•{•jf.  •  •   •  «IVfil 


Aus  (A)  erhalten  wir  unter  der  gleichen  VorauMetzuog 

'  ■ 

Die  Summe  dieser  Ausdrücke  in   den  Funktionszeicheo  tpj^'^kmm 


aber  nur  auf  V  —  03  zurückgefährt  werden^  wenp  4^s  erste  io  9% 

eii^ltene  Glied  (^^  ""^ ^^3)  *"  ^^^  nock  mjl^  einem  jetit 

noch  unbekannten  Zahlen  •  CoefBcienten  n  veryielfacht  ist,  inden 
HcJhr  ^eses^lied»  noch  der  ahrige  im  Wnraelzeicbea  eathilliM^ 
Ausdruck  eine  andere  Aenderung  erleiden  darf;  setzen  Wip  nitH^ldtff 

nf -^  —  -s4 «a)  statt  des  ersten  Glieds  ("^ — "o?  — f^y^ 

iiidO^nes  Rir  «^=dA:=xO  zq  — na^;  ptaa  ei4UUt  Ao  ^  (t ; 
des^  Ausdrucks  (k)  tolgenden:  \ 


so  wi 
sUtt 


.  .1" 


Aus  der  Verglei^bung  ?'on)(i)  und  (j)  folgt,  dass  entweder: 


_nei3+^=0 


odiir 


03 A 


V 


sein  muss;  iässt  man  die  letztere  dieser  Gleichungen   gelten,  so 
folgt  it=--«:^;  dieser    Werth    in    der    ersterq    fubstituirt,  gibt 

-{-  -^  9    welcher     Werth     unbrauchbar     ist ;     setzt     man     aber 

—  n  03  +  "^=0,  so  kommt  n=+^)5  dadurc'h  wird  aber  — 1103  —  -^  w 

—  03,  mithin  ist  x'z=zq>2\ — a^].    Hieraus,  und  aus  (i)  folgt: 


/'woraus  hervorgeht ,   dass  das  Symbol  9^  die  dritte   Wnrzcl  vor 
'  stellen  muss.    Es  wird  also  der  Ausdruck  (6),  wenn  man  das  erste 

Glie4  in  9^  ^i^  9  multiplicirt : 


lAt! 


l 


E«  Terstebt  sich  von  selbst»  dass  niemand  einen  so  langen 

;  zur  Anflusung  einer  Gleicbwe  des  3ten  Grades  einseblagen 

;  allein  es  bandelte  sieb  aifSh  mer  gar  nicbt  darum,  eine  neue 

losung   der    Gleicbung  des    3ten  Gr^deys^u    geS^^n,    sondern 

n^cjh^^n,  tb^lft  aupb.vm  fUlfTn  allfemeinen  Weg  AOflfik^.fH 
nen",  das  Unbestimmte  in  jenem  Ausdruck  angelroBrztt^macneii;* 

i^t  f«4lipb  nVilit  f4  ^iVQf ,  tew  »i«kj«lrjifeiii  likbffiii;  dmd 

3r  Gleicbung  die  Scbwi^rigMteQ  .  diesi9r  Bestimmungen  ver- 
iren;  allein  es  isf  deeh  fieMl^lcbkm^  vorhanden ,  gerade 
diesem  Wege  zu  einem  allsenieiuen  Wurzelbildungsgesetz  zu 
ingen,  (welches  allein  nocn'  fehlt),  was  auf  dem  Wege  der 
nbmation,  wie  ic^^C^sf  Mb^Bepgl  bin,  ippd  was  erst  ein  neulich 
;hienenes  Werk,  in  welchem  die  Gleichungen  des  5ten  und 
in  Gtades  gelöst  sein  sollten,  aber  es  halt  nicbt  sind»  neuer- 
es erwiesen  bat?  niemals  gesefaefaen  wird. 


•  <  < 


i  .    .  .  '>  :   LL 


tit 


1-  .. 


:i: 


•   :  i  ■    .lt.' 
-.  \  \  \\  ii 


V. 


.-•  >  .  "MI      '.;;  ■     -  t.  Ml         ..»•!'■•»•» ,, 
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Vetoer  Paul  Halcken's  Darstelluimr  der 
g^ewISluilicbeii  Aufl5snngr  dei*  cubi- 
schen  dleichunipen  durch  die  carda- 

nlselie  Formel. : 

Von    , 

dem   Heransgeber. 


Paul  Ha  Icke  II,  Arithmeticus  zu  Buxtehude  uud  Mitclied 
der  Societät  der  Kunst-Rechner,  oder  vielmehr  der  im  Jahre 
1690  gestifteten,  die  Kunst-Rechnung  lieb-  und  libenden 
Societät  zu  Hamburg,  aus  welcher  späterhin  die  jetzt  noch 
dort  blühende  Gesellschaft  zur  Verbreitung  der  mathe- 
matischen Wissenschaften  hervorging,  in  dieser  die  Kunst- 
Rechnung  lieb-  und  übenden  Societät  der  Haltende  geDann^ 
und  nicht  zu  verwechseln  mit  seinem  Bruder  Johann  Ha  ick  6, 
Ihro  Kunigi.  Maj.  zu  Dännemark  und  Norwegen  bestelltem  Mathe- 
maticus  und  Arithmeticus  zu  Utersen,  in  der  die  Kunst-Rech* 
nuog  lieb-  und  libenden  Societät  der  Harrende  genannt,  hat  in 
seinem  viele  schöne  Problemata  und  andere  sinnreiche  Dinge 
enthaltenden  Buche:  Deliciae  Mathematicae,  ober  Mathe- 
matif(]^ed  ®ittnen»©onfect,  Beflel^enb  in  Sünfi^unbert  biet  »nb 
fie6entj(g  auöerlefenen,  gum  %})til  gar  ^unjlref^en  Alge- 
brai-,  Geometri-  unb  Astronomifd^en  5luffgaben,  mit  üie' 
len  fünfili^en  Solutionen  unb  Reguln  gelieret,  infottber« 
^eit  einer  curieusen  ^rfinbung  ber  Logarithmorum,  bei 
ber  Quadratura  Circuli,  na^  ber  unenbliti^en  fflähtxun^, 
unb  anbern  ®inttreidben*@a(]^en  mel^r  u.  f.  w.  'imien  SleB^a* 
Bern  ber  Mathematifti^en  SB iffenfcä^ äfften,  infonber^eit  Ut 
@blen  Ole(]^en«Aunfi,  gur  ti^ol^Igemeinten  (^emüt^d^lSrgetjund 
auffgetragen  bon  Paul  Ualcken,  Arithmet.  in  Suartej^ubf; 
in  ber  Societaet  ber  Äunflre^ner  bem  «&altenben.  3«  befo»* 


\  tti  ioffann  «{^inri«^  ^.^lütmuf^t,  @(l^reiB'  unb  (Reihen« 
Jet  an  ber  &ä)uUn  gu  fet.  Nicolai  unb  *e{  ieben  Sunfft- 
wanbten  bct  AunftlieBenbcn  Societaet  in  ^amiuxQ. 
nburg,  1.719.^^.  ^  die  cardaoisch^  Formel  nach  einem  ypn 
gegenwärtig'  in  deii'  Lehrbüchern  der  Algebra  gewOhnhcB«« 
chiedenen  Verfahr^jn  dqrefa  eHi\e  blosae^  Substitution  entwi- 
t,  welches  n4th  meiner  Meinung  noch  jeiizt  gekannt  und  bei'm 
michte  angewandt  zu  werden  verdient»  #eslialb  ich  dasselbe 
liesc;pi . Au&atsf  mit  y^rschie^f neu  yon  mir  selbst  binzugethit- 
Bemerkiingen;  den :  t^^serii.aeg.  Archive  mittheiren  will ; '  da!  m* 
1  noch  wenig  bekannt  isC  -^^ 

Wenn  a  und  6  positWe  Crossen  bezeichnen,  so  kann  eine 
,ihirei|i,z,weitea  G^iede  amf  bekannte  /^eise  befrdi'tf^  cubisf^e 
chnng  nur  unier  einer  der  vieir  fpleenden  Formen  aüftf|$t(än: 

a;»— 3ar— 26=0,  . ... 

a:»- Saar +  26=0. 

'  .-■.■;■  . 

;  aber  die  dritte  und  vierte  Gleichung  durch  die  Substitution 
— y  in 

— y»-3ay  +  26=0, 

-y»+3ay  +  26=0; 

in  I  ^ 

'['     '     y»+3ay-26  =  0, 

y»— 3ay— 26=0 

[[eben;  so  ist  klar,  dass  wir  als  specifisch  verschiedene  For- 
bloss  die  beiden  Gleichungen  :. 'j.lt^chxif 


I 


,,    ar»  +  3ifar— 26=0, 


>    t 


o:»— 3Är-26=0 

.  .     .       ■•'•1  i.ii'    Kft    ti  ': 

etracbten  brauchen,  wie  auch  Paul  Halcken  thut,  wobei 
zu  bemerken  ifi4,,'dass  die  CoefScienten  ^und  26  statt  der 
t  gewohnlichen  a  und  6  bloss  der  Vereinfachung  der  später- 
r<l§f)94e|i)Fonnelnj  wegen  glejcb^  yon  vom.h^in  e\p4(f[l(i|by;t 
Ml' sind,-. 

betrachten  wir  nun  zuerst  die  t^orm 

jf»+3aa;-26;=:0,        

Rihrea,  indem  wir 


tu 

'■    ■      ■    ';   ■      .  i  •-  ':   ■".  j|i:^^    ■  ..">•      Mh  !'.•/.    i't-'    n^R: 

«etwB,  eine  p%'übl>eli:a^Äte't^i;i^e  W  ein,  ^a-^Anätten  SMVf"-^/ 

dfciren  unä  äuMbei,  tii»  ä\bh  ähft»  UWJt; '  "     '  '|'"='"^,  ^'^ 

■•■'••■:■-..'     •    .       i:  •'l!;-.:-?^'.Tr2*^*~*f'=9;<<,  .j    ■^     ;,,iii    »    „||.,// 

also  .fr..--.        u;    •■ 

8  v-   »•>  •■•   « — i' 

und  folglich,   weil  nach  dem  Obigen 


a 
u 


ist: 

also,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  des  letzten  Bruchs  mit 

V(6  =F  V  6«  +  a^) 
multiplicirt :  >:.?   •:!.•.      .' 

wo  es  nun  genügt,  bloss         '  ^ 

^ü -ä^ta^ii:  Miif^ist  dieser  PoÜlid  iäiist  feith  in  dh^flfeih^MR«^i«( 
eine  reelle  Wurzel   der  gegebenen    cubischen  GleicMNi^  bUliM#  |  ^ 
nen ;   und  wie  man  dann  ferner  die  beiden  anderen  Wurzel^  b* 
det,  ist  bekannt.  -     ^  •  :;;  *.;;i  .. 


Wenn  ferner  die  Gt^lcnuVi^ 


ti 

D 


aas 

gegeben  i«t|iJM  mtiL€n  ifir^  t^-   >.  ;   // 

tt*+a 

— d .  tihallwi  ■ :  dadttfcb  .•  die  iGlelfchoDg         ...  »i..  :  •- .  i 

'  • '      • »     .1    •  ♦ ; .  i. ; -j  '    .  .    . u  1  .  . '  I. »      ■...,',.-.♦.     I 

-  ■:.•  ..  .  -  »«4^  3<>i*  H-  3qV^- «»  ^  3b««  ^^  aw'  ;.  „,  _,^     ;,    .  ji.-.i 

^.. !'.:■•:•■     •;Mi  .'!:   tt*:  •     ■    ■  ■•    t«  '  i"    .  "^    •  *  .M'*-*- 

•"lii  I*.    ■  ir.  .■•     :  . :  '•.     ■       ■•  ;    -  .  -■  .  •    .       ,  .»,  ♦ 

«Ito,  viv«Mi<  vtk  «uC  bdidee  Seiten  init  u*  multipricifen  uAd  Mkfhe- 
ben«  was  sich -anfbAbtoilfisst:       .       .  .:■'-.  »  .: 


Lösen  wir  diese  Gleichung  wie   eine  quadratische  Gleiithing  kuil^ 
80  ergiebt  sich 


also 

und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 


••»!'  ■ 


■  •  ■  « 


a 


ist: 


I 


«.  s 


»..-  -   .rr^ s.  *  tt 


a?=V(6dbV6^— a»)+-i 


vK^dtV^^-^-^»)    ■■■•  •■■•*  "■"•■ 

oder,  wenn  man  Zähler  und  Nenner^de»  letzten  Bruchs  mit 

» 
multiplicirt: 

TTo  es  nun  wieder  genflgt,  bldss 


■Weii^  .{6*^«^  w^O  is^.  solutnnmtiiaucli  in  disis«m'FM|c  WWf^ 

e$ne, reelle ^urzd  der  gegeboieri  cubischen  Gleichung  bejechi^lfn, 
und  wie  niali  dann  femer  die  beiden  andern  Wtfrz^ln  findet^    ist 


136 

Wenn  aber  6^— a'<0  ist,  so  erscheint  dt»  Wunel    t    •  •>  .. 

unserer  cubischen  Gleichung  unter  einer  imaginären  Form,  uäd  doch 
lässt  sich  auf  folgende  Art  leicht  zeigen,  dass  gerade  in  diesem 
Falle  alle  df^i  Wurzeln  der  Gleichung  noth wendig  ieeH  seinmüs-  - 
sen.  Da  nämlich  jede  cubische  Gleichung  als  eine  Gleichang 
eines  ungeraden  Grades  neth wendig  mindestens  eine  reelle  Wur- 
zel haben  muss,  so  wollen  wir  diese  reelle  Wurzel  unserer 
sehen  Gleichung  durch  o»  bezeichnen,  so  dass  also    -   -    * 


.  \  ■ 


•  ! 


und  folgUeh 

o?'— 3aa: — 26  =a;' — w'  —  3tt(a?— w) 

oder 

^*—  3aar  -«  26  =  {x— w)  (o?«  +  «ar  +  a)«-3a) 

ist«    Daher  sind  die  beiden  andern   Wurzeln  unserer  «cubisches 
Gleichung  mittelst  der  quadratischen  Gleichung 

07* + «^  +  «*— 3o  =0 

1  ... 

zu  bestimmen.    Die  Auflösung  dieser  Gleichung  giebt 


a:=  — rt^'i V  ^^^  —  i  ^') 


Weil  nun  wegen  der  Gleichung 

co'— 3aoi— 26=0 
offenbar 


und  folglich 


1    «      1  * 

«-4"   =4«- 25 


st,  so  ist,   wenn  co  negativ  ist,    offenbar  a-^joy^  nicht   negati?» 

und  die   drei  Wurzeln  der   gegebenen   cqbiscben   Gleichung  smi 
daher   in    diesem  Falle    augenscheinlich  sämmtlich  reell.     \Väre 

aber«   wenn  w  positiv  ist,  a  —  jw*   negativ    oder     j(ö*>a,.w 
wäre    Q>*>4a  oder  a)>2Va.    Weil  nun  nach  der  VoraussetMiS 


X 


Ha 

^<a>,  0<,aVa  ist,  so  ist  26<2iiVa  oder  26<a.2ya,  folglich 
lach  dem  Vorhergehenden  um  so  mehr  26<^ao).  Nun  ist  aber 
lach  dem  Obigen  l>efcantotlich      - 


"^2(0  ' 


'*^4*^=4"^1jir' 


also  9  weil  wir  angenommen  haben  ^  dass  a — t  fi>^     negativ    ae\, 
6        1  ... 

ö — >T<K>  d.  I.  26>afii>«  was  dem  vorhergehenden  2ft<aa>  wi* 

derspricht.    Daher  kann  auch  in  diesem  Falle  a— j<o'  nicht  ne- 

gativ  sein  9  und  es  sind  fo'^ilch  aucV  jetzt  alle  drei  Wurzeln  der 
gegebenen  cubischen  Gleichung  reell ,  wie  behauptet  wurde. 

In  diesem  Falle ,    wo  alle  drei  Wurzeln  der  gegebenen  cubi- 
schen Gleichung   nothwendig   reell  seiA   müssen,    die  durch  die 

Formel 

.  •«  ■ 


gegebene  Wurzel  derselben  aber   unter   einer  imaginären   Form 
auftritt,  sucht  nun  Paul  Haicken  die  Wurzel 


3 


^er 


;  V(Ä±VÄ»-af) 


V(/^±Va»— 6«.  V^) 


i 

S'rklich  auszuziehen ;  sein  auf  einem  gewissen  Probiren  beruhen- 
8  und  gewiss  in  allen  Beziehungen  hOchi|t  eingeschränktes  und 
pttangelhaftes  Verfahren  lässt  sich  aber  aus  den  Beispielen,  auf 
Welche  er  es  anwendet,  nicht  mit  hinreichender  Deutncbkeit  «ad 
Bestimmtheit  entnehmen,  und  kann  daher  hier  nicht  wiedergege- 
ben werden,  was  auch  bei  der  jedenfalls  grossen  Mangelhaftig- 
keit desselben  nichts '  nfitzeh  würde,  da  man  Jetzt  weiss,  dass 
8ch  dergleichen  Kubikwurzeln  auf  eine  .sehr  leichte  und  elegante^ 
^eise  mit  Hülfe  der  goniometris^en  FüAbtiöilen  uäd'der'  in^Vbll- 
tt&ndiger  Berechnung  schon  vorliegenden  Tafeln  derselben  berech- 
2^11  lassen,  was  atffdieeleiilbäiarsteW(^iliie  vielleicht  auf  folgende 
1^  gezeigt  werden  kann. 

Setzen  wir 
o  ist 


».M'    ' 


dbo  .-'s 

•       '.        \     '       .'     '.■*  \-.         .■         .         '  .   .  ...  \    , 

•   • :       I     ■       :  ■  •.  •  .        '   ti  ^      ...  .■■  .  '         "  .    .  i  ■>    r 


Quadrirt  man  nun  auf  beltieD  Seiton  f  «d  wird 
also,  wenn  m^n  addirt: 


.  •    «  •  4 


t 


,,   ..     .^  a*  +  /J"=«?!',-t73l?>*  +  3(P>»«.J-.«)«. 


d.  i. 


•      1 1 

i*-"ii;  ■  ■••i.-;  ■    "17/     ..'  ■■  .  t    ..    il  ,.  "it'ij  :     "i. 


■    « 


i«*-|ri/äB!=Ä;(»«+tl^)^ 


oder 


r«+w*  =  Va«+j5«, 


liiid  ^l^icb 


." ' :  •  I  ■  •  ■ 


Daher  ist  man  berechtigt 


m^*. 


rstwmf  i     'l     "  '    ■""  =rC08^ 


€ld«r 


}:-. 


z^  setzen»  wf|s^  in  die  Gleickungen  ^ 

..     ■     .    .  .        r    ;.!■.....  .  :  ■ 

gesetzt  9  giebt: 

sin9»Va*+/S*  ~3sinq>cosq>«  VoH^ = « , 

3sin9«cos9)V«*+i3*  -  cos9»V^T^=(5 
oder 


sin^)»— Ssinflp  cos9*=  y~=—  » 


IW 


Bekanntlich   ist  aber,   was  ,ifff^  4ie.  elementarsten  goniometri- 
scben  Formeln  sogleich  zu'  beWeiseti'isl:' 

sin39=3sin^W»i^-^«wv'*' •   "'  '■       '  ' 

'■'.    ?  ..•  ^il'.il*'».   .  ;•!  I- /    :i:l.    i:i:';:    t.i'.t.  '    «•>    .  ;'; .  r;Ij;:i    ".i    !:.\    i.i;!»!l/.    1'  •> 

alB(>:«ädi  Ä^Al  VwBefe^eiifh*»!:  ^■'-  ^      ''  '■''"'■  ■''■  '   ■■. ,'-  ■  "' '.  ""'■ 

;!*.--.iif    ..'.Mr  ,.  . .   *•»■••     -PT  Irr,  iT*;  ;  ;    .  ?:■  v' «     .  »'ti'»:?    •»  .    i  •  :;   :     ;■»•■•» 

A 

/ 

und  folglich  auch 

..."'.■..-'     t'ii    •'-;'    ;."       : /.fangäj^lrfc  j«  ••     '.    "  .  ■.  ■   * 

^ItWkXät  ^^  F^Viti^  Icänii  'T^,  ^sb  itech  9  b6ret!hn6t  M^ielrden  ; 
bat  man  aber  tp,  so  hat  man  auch 


»  »   • ;  i*  •  «  ;  •  ? . ! 
'   I: 


<  I 


l:    l   •' 


6  tt 

t>=  sinqp .  V^^^^,  «?=  cosqp . V^TF 
and  demnach  auch 


.>  1  *•'.  ,  \'-'. 


In  Rücksicht  auf  unsere  obige  cubische  Gleichung  ist 
folglich  ^ 


i  »'».• 


and  daher 


so  wie 


>  I.; 


'»39=-^.  co8^^=-^§^  y 


•.w. 


/ 


i     •=?.  / 


1.   >•••      V?' 


t^ 


Ferner  W' 


.<  ( 


**"8^  =  VV^P- 


«^singy.VOj     fo=cos9).  V«; 


abo 


» ;  •   •  1 »  I .-  ' 


r.  .'t 


1: 


•  !•.'.«,      :    ::    • 


»      / 

folglich  nach  dem  Obigen 

"  ■"■■■■  ■  '■■  ■''■jri^i'x^kvaaq, :  ■  .■  ■•'•  '■•      .:•'     ■ 

Die  weitere  Discussion  dieser  Formeln  unterlassen  wir  filiglidi 
hier,  da  dieselbe  allgemein  bebuintist. 

Hält  man  die  Eiofdbmng  'der  goniometrisehen  FunctioDon  für 
der  Alffebra  zu  fremdartig ,  so  kann  man  den  vorhergehenden  Fall 
der  eubischen  Gleichungen,  den  man.  bekanntlich  d^n  .irredu- 
ei  bleu  Fall  zu  nennen  pflegt,  auch  auf  folgende  Ajrt' behaadefaL 

Aus  der  Form  der  Gleichung 

'         «»—Soor— 26=0 

erhellet  nach  einem  bekannten  leicht  ganz  elementar  zu  beweisen* 
den  Satze  von  den  Gleichungen  (Supplemente  zum  mathe- 
matischen Worterbuche.  Tbl.  IL  Art.  Gleichung.  S.396.), 
dass  dieselbe  jederzeit  eine/  aber  auch  nur  eine  reeue  positive 
Wurzel  hat»  die  wir  von.^uo  an  durch  jc  selbst  beceic|^MO  woUeS]) 


Weil 


a?»— 3ar-26=0 


ist,  so  ist 


oder 


^=3aH.| 


.^v^. 


3-< 
ff 


31 


also 


^V  3a+     ^ 


I 


i    >.-.. 


Y  3«+ 


26 


V- IS 
3a+ 


V^3a  + 


K*! 


26 


und  bezeichnen  wir  nun  die  Brüche  oder  Grössen 


3«+  ^*- 


tti 


H^^-^'^f%^^^^:^f^^' 


3^ .  J2-.        tro^i-g^ 


V3a 
1er  Reihe  nach  durch 

to  lässt  sich  zuerst  darch  ganz,  leichte  Schlüsse  /  über   die    wir 
lier  föglich  hinweggehen  konntfi^;  Zeigen,  ääCüS-    •    ^     i  ;   :  .!     *  > 

*    :r3<ar<ar4, 


•  i  /.• 


u.  s.  w. 


.   '  .■.;i 


st,    so  dass    also- jede .  zwei    einander  benachbarte  Glieder   der 
Heihe 


X\i  ^a«  ^8'  ^4» 


i  .1 


wei,  o:  zwischen  sieb  Tastende  Gränzen  sind,  und  es  kommt  jetzt 
ur  darauf  an,  zu  uMefr^chen,:  ob  ilies^  Gränzien  einander  bis  zu 
idem  beliebigen  Grade  nahe  kommen  können,  weil  sie  nur  unter 
leserBedingüiig^iTi. Bäcker  «ulii  Zweck  fubr^dcss  Mittel K:!^tQ>^t 
'dem  bellebigeq  Grade. «lej^Gepfuiigkeitiiaiiililieriid  zuiberecbfkQiii 
1  die  Hand  geben  können. 

Es  ist  aber  augem^cheinlidi  in  völliger  Allgemeinheit 


Xn\-i 


=V^3«+^*,      x.  =  V"3a+ 


26 


Xn  '  X% — j 


ler 


^n  "  '   ^fi— 1 


SO 


.„+.'-.«-26(i-^). 


(blgli^b.pilf^  einei^  bekanntiKi  jirftbrnetkchen  Satze: 

■    f  ■         ■  26 

Das  Product 

ist  aber  offenbar  imn»^  gr$S|»fj  aü 

d.  i.  grösser  als  QV^'O^a,  fol^ich 


...  ,;-| , 


771  > 


und  folglich,  weil  im  irredaci|>l(^  F^Uq»    den  wir  jetzt  hier  s 
Im  Auge  haben. 


ist,  jedenfalls 


6«<o»,     6<,aVa,    ^v^<^ 


26  1 

■  '  ■ '* t  t  H  m     ■  I  (  I  I     ^^     I   ■  .1       I  ■■    _ 

4?n-^i  ^fi  (a^n  +  4?ii+i)  ^  3V3 


älisb  nach  dem  Obigen,   immer-  Uoss   in  Rücksicht  auf  die  a 
Ititen  Werthe  der  IKfferenzen  ^ti^i^^^c^  und  Xn-i -rrttni 

Es  ist  also  hiernach 


* 


■   « 
t 

"*"*"" ^*^  "3V3  ' 
—       ^  ^4 — -^a 


ans 


I«om  m0'  bmtm$  ««^icb  iOibtoU«^: .       :  .1 


^«—^B  < 


3:4— ar8< 


3V3   V 

i     '  * 

d?^ — Xi 

(3v3)«' 


>         « 


0^4 — ar^  x-: 


^6  ■"•  ^ft  ^ 


(3V3"7: 


(3v3f ' 


Xs-r-Xfii, 


»   I    »  : 


Ä^8  —  0:9  < 


-» 


*  -  j  ;,::     :/ 

^8— ^9S     3wQ    > 


■i   \ 


' ,   • 


'■    .  •    .;: 

U.   S,   W. 

'  • '. '        ■ '. . .     .1 

* 

...           t  • 

• :  '  ■ .    ••■»:: 

•  r 

'  /  «  *  r         .     f           1 

,     •        '.vi 

1  •       ;      • 

•            • 

.-.    .-.    '    i 

!:'  ■        .i 

;  .    i.  '»    ;,      i   . 

1   <  •. 


t;      '»V3,  (3v3)*,  (SV*)',  <3V3)*,  (3v3)»,....i.    : 

I  ..■♦.. 

1«  Unendlicbe  wachsen,  so  ist  klar,  dass  die  Differenzen 

^l2"~"*''l  *    •«''2'"~'**8  *■  ^4~~*^8  •  ^4"'""**^6  *    ^6'~'^Ä*    •.••••#■ 

'  - 1  .       •  •  ^     .    I  ^      •  t* ' :  '    .    I  .  1 '   'm      ■      1  ■' 

El 's  Unendliche  abnehmen,    wenn  man  nur  die  Reihe  derselben 
^eit  genug  fortsetzt«  |     . 

Hieraus  siebt  mad  nun,  dass  mittäst  des  Ausdrucks 

(^    ■  ,    r  j  •■  ■ . .  I  "  ■  ■ ;  I  i  /    i !     ;  i  '  ■  .  1  ■ 


■Uü 


=v~~® 


3a  + 


V^:;^ 


V^ 


26 


y  3o+ 


Tb 


V^    3a  +         a.    «.    w. 

die  eine  reelle  positive  Wurzel»   welche  die  cablscbe  Gleleha( 

ar8--3flar  — 556=0 

jederzeit  nothirendig  hat,  im  irredddblen- f^alle  iiiinmr'diifdi  iin 
näheranff  mit  jedem  beliebigen  Grade  der  Genaiiigkeit  berech  ' 
werden  kann,  und  da  die . Fcitenzen 

3^3,  (3V3)».  (3V3)<'  (3v3)4.  (3v^)», 

nämlich 

3V3  =  3V3, 

(3V3)«=27, 

(3v3)»=81v3, 
(3v^*=729, 

(3V3)»=2187V3, 

(3v3)«= 19683, 

(3v3y= 59049  V3, 

(3  V3)8 =531441, 

u.  s.  w. 

schnell  wachsen,  so  scheint  auch  die  Annäherung  ziemlich  rasdi 
fortzuschreiten ;  aber  die  successive  Ausziehung  der  Quadratwu^ 
zeln  wird  immer  Schwierigkeit  machen,  namentlich  wenn  mil 
sich  bei  diesem  Geschäft  nicht  der  Logarithmen  bedienen  wollte» 
und  die  gonio metrische  äusserst  leichte  und  elegante  Auflusan^ 
wird  daher  immer  in  der  Praxis  bei  Weitem  vorzuziehen  sein. 

Wie  man,    wenn   man   die   eine  Wurzel   der  cubischen  Glei* 
chung  kennt,  die  beiden  anderen  finden  kann,  ist  bekannt. 

Die  Zurückfuhrung  der  cubischen  Gleichungen  duri^h  die  Sab* 
stitutionen 

u^  —  a       .  M*  +  a 

a:= oder  ar  = 

u  u 

auf  eine  quadratische  oder  wenigstens  auf  eine  Gleichung,  ^ 
sich  wie  eine  Gleichung  des  zweiten  Grades  auflösen  lässt,  M 


145 

Dviel  ich  finden  kann,  ganz  Paul  Haleken's  Eigenthum  und 
n  Obigem  von  demselben  entlehnt  worden;  das  Uebrige  ist  Zu- 
lat  von  meiner  Seite. 

'  Zum  Schluss  will  ich  der  Ergutzlicbkeit  wegen  nun  noch  an^ 
Uhren,  wie  der  genannte  alte  Arithmeticus  in  seinem  Grimme 
her  den  fatalen  Casus  irreducibilis,  aber  doch  auch  mit  einer 
ewissen  Freude,  dass  er,  wie  er  wenigstens  zu  meinen  scheint, 
>ei  der  Beseitigunc^  desselben  einen  Schritt  vorwärts  gethan  hat, 
ich  über  diesen  Fall  der  Auflösung  der  cubischen  Gleichungen 
lusspricht.  S.  63.  seines  oben  erwähnten  Mathematischen 
^innen-Confects  sagt  er  nämlich: 

^.^i^'^ie^et  ifl  geiferet  voot^m,  toit  man  \At  Cnhif(f^tn  Aequationes 
ta(^  i^rer  rid^tigen  Demonstration  attd  \Da\)um  @ninbe  solviren  foll, 
>a^  btefcd  bad  mü^famflc  unb  mi^lgfle  i{l,  bie  Cubic-^ur|eln  aud  bm 
Binnmiis  jtt  extrahiren.  d^  i{l  aber  eine  beutli^e  Slegul  boi^on  gegeben, 
>af  man  fol^.Extraction  leicht  unb  ^Ib  Denül^ten  tma.  i^i  bet  {weöten 
itnb  brttten  Sftegut  n^irb  man  angemerdet  ^abettr  ^amt  bofelBft  bet.  Cubus 
9on  bem  brltten  ^:^etl  ber  2ai)l  3a  graffer  ift,  old  bad  Quadrat  i)on  bet 
ßelffte  ber  lebtgen  Sal^l,  \>a%  olfbamt  Binomia  imperfecta  fpmmen,  baran 

>er  surdifd^e  %i)tH  dt  V^^a  gan|  ungefd^fili  unb  absurd  ft(^  ergeioet, 
>e§toegcn  auc^  bfe  ßd)UMnfAtt  mit  fertigen  nidfet  gerne  tooßen  ju  f^ajfen 
^»beTi,  glei(^  tele  ein  3tamerman  ein  unartig  fnajlrig  pütf  »&ol|  betmeteet/' 

^er  berühmte  Cardanus  ^at,  um  folgen  tvieberfpenjUgen  Jtiun))en 
iyxi  Dem  IS^ege  ju  geben ,  im  25  Cap.  feined  X-Suti^0  16  particular-dte* 
gtln  gefe|et,  Don  weld^en  er  auc^b  ^fcatUU  im  2  Cap.  feinet  Sud^d  De 
Regula  Aliza,  allein  ed  n?irb  baüur^b  bie  ®a(^e  ni^t  gel^oben}  3)ann  kpan 
iian  nacb  foltiben  Siegeln  algebraffä^  procediret;  (0  tommt  «an;  ü^teber 
ntff  foli^e  ungef(^i(fte  liinomia,  bleibt  alfp  ber  tKarrenim  Jto^ti^en, 
Mctoegm  ifi  biet  Cein  beffer  ^Üid,  M  ba$  man  bad>akr(f,  ipie  e^  Me 
>tbentli(be  Solution  giebet,  boUf&^re/  ivie  bm  n«^  unfer  Eztractions 
i^ul  foltibe  ungef^icfte  Binomia  ftd^  gan|^  fd^itfli^  unb  toplfi,  tractirm 
«ffen,  mie  fol^ied  ava  \m  angefahrten  (Sxmpän  genugfam  erft^ibict.''*) 


*)    Uns  aber  doch  nidit  reclil  klar  gewordc»  iet» 


i  J 

ff 


i 


Theil   XIV.  \^ 


HC 


'.'■-•  t        :  ■        •  ■         ,      t  I, 


'  J  ■  ■   >  '•  I 


•       I 


3t. 
Ewr  Theorie  der  Belheii. 

Von  dem 


«     •:      ! 


Henti  Dr.  O.  Schlömilcb^. 


# 

Profi^MMMT   4^    hölMren  Matbenatik  and  Mechanik  «n  der    feechnk 

Bildungsanstalt  zu  Dresden. 


'  Mehr  im  GefQhle  als  im  Besitze  des  wirklichen  Nachts« 
liaben  die  Verfechter  einer  strengereu  ßehandlung  der  unendll 
beihötf  die  Behauptung  ausgesprochen ,  dass  man  bei  dem  { 
^toden  Rechnen  mit  jenen  Formen,  wie  es  z.  Bv  Ohm  forn 
■sankti^mrt  hat,  zu  jedem  beliebigen  noch  so  absurden  Resu 
gelangen  bOnne ;  im  Gegensatze  hierzu  wollten  Ohm  und 
Anhang  geltend  machen,  dass  solche  x\bsurditäten ,  wie  man 
thatsächlich  aufweisen  konnte,  nur  von  einer  widerrechtlichen » 
zialisirung  der  Buchstabengrüssen  herrührten,  mit  anderen  Woi 
es  wurde  uns  verboten,  in  Gleichungen  wie 

=  1  — or+a:«  — 0:3+ 


l+ar 


das  a:  ffir  eine  allgemein  gedachte  Zahl  anzusehen;  .r  sollte 
der  „Träger  der  Operationen",  ein  allgemeines  anaiytis« 
Symbol  oder,  Gott  weiss  welcher,  grosse  oder  kleine  Unbekanntei 
Ich  will  mich  an  dieser  Stelle  nicht  auf  die,  allerdings  i 
schwierige  Erörterung  einlassen,  ob  eine  Gleichung,  wie  dievc 
genannte,  nur  einen  Sinn  hat,  wenn  a:  keine  Za£l  sein  soll, 
ob  es  überhaupt  möglich  und  denkbar  ist,  mit  etwas  Andt 
als  Zahlen,  gleichgültig  ob  dieses  Andere  allgemeiner  oder 
zieller  als  eine  Za£l  ist,  rechnen  zu  wollen;  diese  Untersuc 
gedenke  ich  einer  noch  zu  schreibenden  Philosophie  der  M 
matik  aufzubewahren,  dagegen  will  ich  nachweisen,  dass  mt 


[er  That  durch  d|e^Cjtbl^Vhe^Lf^cbtfe|[ti9belt  üUe«  heiaasbriogen 
ann,  namentlicb  ,deb  Satz',  dass  f((Jii-±v)=f(ß'r-u)9  wobei  ii,  u, 
und  die-  Funtitibfn  /*  willliiibriicfa  sind.  Ich  bemerke  dabei  aus- 
Irucklich ,  dasst  itk,  die. '  B^f  bdung  aUgemein  halte  und  keine  8pe- 
iaiisirungen  Tornehme,  die  etwa  den  Träger  der  Operationen  zur 
^ahi  degradiren  könnten ,  das8  idb  aUo  eine  Betrachtung  ansteile, 
lie  jeder  Obmiaper  für  rie|itig  .ai^^k^nAenmapis.    ;.  ,-  .      ...,   . 

Zufolge  des  Taylor'schen  Satzes  ist  immer 
der  für  h=ap  —  cc:  t     .        .  , 

•  *   .         .  '  l^  t         •     f 

<p(x)  =  g)  («)  +  5?^  (w-cc)  +  ^  (ar-«)*+... .' 
rofur  nach  Ohms  Bezeichnung  geschrieben  werden  mOgeci'-     •  '■ 

Ji«  Cecfizientea  .vcm  jrwiry  (xt?t^«)>  et«.  mMn  wiv  mt*Abkar(>» 

rang  mit  <?! ,  o^  etc.  bezeichnen,  also 

1)       .     g>* — 9a = tf i  (ar— a)  +  a,  (o;— «)*  +  a^  (a:— «)'  + 


letzen.  Dabei  ist  es  übrigens  fiir  die  n^chfofg^nden  Operationen  ganz 
rieichgültig,  ob  man  «ich  die  Reihe  als  coovergent  oder  divergent 
liiikt  —  Erhebt  man^  Wide'.  S^iffön!  d^-  Gleichung  1)  aufs  Qua- 
fbit,  80  erhält  man  Mne  neiie  Gleichung  von  der  Form 

. '  ■ '  ■ 

-.1  ■:»  )  ii'*|ji..t»-.   -.tl::;«   •'   '  •*•■■•   •>*■'  ••■'•■     •  »'• '*   •■■   ■"-■• 

re  w'msip  (ßvn/9tanle  Cpefllzieiifeh  hi^y^ihni^ 
f'MXpht, weiter,  ankommt,  Sbensbieich^ 

puru^  ...1^,  uurjj«  .^.»oMua^>^^^  vierte;  Pofen»:'f|te,::iitt: 

liWfthnngep  Tojfi  Hacbfitebeiia^n  ^prmep  gelangen : 


I)  i<p,  ^  tpi)*:=:d4  (a>-^)4  +  rfj  (ar-«)»  +  d«  (a:-«)«  + 

* 

etc.       etc. 

Ihn  raultiplizire  jetzt  die  Gleichungen  1),  2),  3),  4),  etc.  mit  den 
ler  4^r^af)diiu)eh  Un)^^ii»m^a  C<|eftizienten  J^,  42*  4^  elc., 
le  ist  durch  Addition  .        .       ,       . 

^w  M.;:-.u  ■>;■;•   ui  üm...^  ,\  -  .•; ;  ■  r. .  .  .    ...  ..k  .*?    • 
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r. 


.     ;.+   • ■  ■      ■  ;    ■  :• 

oder  bei  gehöriger  Ordnnng  nach  den  Potenzen  von  ir'-— '«: 


k.;  .\ 


==i4ifl,(a:— a) 

+  Mi«a+^Ä.K^-«)* 

+  Mifls  +  -^2*8  +  ^iCz  I  (a:— «)' 

+ 

Andererseits  hat  man  zufolge  des  Taylor*schen  Satzes  ßlr  jede 
Funktion  fi 

6)     A~/'«=  -^  {ay^)  +  ^  (op-a)«  f  ^"  (x^)^  + 


GMchnng  halten  wir  mit  der  vorigen  sasammeo,  indkmwir 


•■  •      •  .    ■    ■-         ■       • 

f'a 

etc. 

setzen  und  aus  diesen  Gleichungen  die  vorher  unbestimmten  Coefli- 
zienten  A^^  A^,  A^, ....  bestimmen.  Diese  Bestimmung  ist  jeder- 
zeit, möglich,    weil  die  obigen  Gleichungen  in  Beziehung  auf  A^ 

Ai,  A^ nur  vom  ersten  Grade  sind;  man  findet  aus  der  erstes 

6teichün^  Alf  aus  der  zweiten  ii2»  ^us  der  dritten  ^^^  n.  s.  f» 
Somit  wird  nun  die  rechte  Seite  der  Gleichung  5)  mit  der  rech- 
ten Seite  von  Nro.  6)  identisch  und  wir  haben  daher 

Ai  ((px'-<Pa)  +  A^((px-'(pa)^+  ^s(9>x-"9«)'  + 

oder  endlich 

d.  h.  also  in  Worten :  jede  Funktion  /,  kann  in  eine  Reihe  V6^ 
wandelt  werden,  welche  nach  Potenzen  von  tps'^g>a  fortschreitet 
wobei  q>x  eine  beliebige  Funktion  und  a  eine  beliebige  GrMt 
bezeichnet. 


r 
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,,,_  ^'^'*',"  '*'r4  ™''  g""'*"  zupestehen,  aus»  bei  dieser  Kecliiiune 
aicDl  die  gertugste  Speziqlisiruog  vorgeuominen  wurden  iel,  utfA 
gleichwohl  enthält  <)er  Qbige  Satz,  in  dieser  Allgemeinheit  ausg»> 
eprocfaen ,  alle  müglichen  Absurditäten  iu  sich.  —  Ua  näniHcn 
die  Funktion  ipt  helieliig  ist,  so  kann  sie  auch  beliebige  Maxinia 
nnd^Minima  bekommen;  gesetzt  iiuu,  ein  solches  Maximum  oder 
MiDimum  trete  «in  l'tr  j:=if*),  so  nimmt  die  Funktion  tpx  über 
2=fi  hinaus  wieder  einen  Theil  der  Werthe  an,  die  sie  früher 
halte,  und  ea  giebt  eine  unendliche  Menge  zusamiuengebüriger 
Grössen  u  und  r  der  Art,  dass  qj^-B^gj^+n  ist.  (Sehr  leicfit 
sieht  man  dieas  geometrisch ,  wenn  man  die  Curve  cunstruirt, 
deren  Gleichung  y  — 9»  ist;  man  braucht  nnr  parallel  zur  Ah- 
Bcissenachse  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  die  Curve  zweimal 
schneidet,  dann  sind  i* — u  und  (i  +  v  die  Ahscissen  der  Durch- 
Bchnitts))unkle).  Setzen  wir  nun  in  der  Gleichung  7)  erst  a=/* — u, 
dann  a!:=n-f-i),  so  ist  zugleich 


3 


ffl-u=fa  +  ^i(<p,u.--ii—V«)  +  A(9'^ 


?■)"  +  .- 


md  da  ip/i-u^ipu-y-u,  6o  folgt  auf  der  Stelle 


f„-, 


=/ii. 


Bedenkt  man  nun,  dass  erstens  fi,  u  und  v  GrOssen  Bind, 
«reiche  nur  in  Beziehung  auf  tpx  Bedeutung  haben,  dass  zwei- 
teus  sehr  leicht  eine  Funktion  ipw  zu  tindpn  wäre,  welche,  für 
M'illkührliuh  angenommene  (i,  ic,  n  die  Bedingung  q/u-a^ipfi-t^ 
«rfüllte*)  und  dass  endlich  drittens  fr  in  gar  keinem  Zusam- 
menhange mit  tpx  steht,  also  völlig  willkührlitrb  genommen  wer- 
den darf,  80  erhellt  auf  der  Stelle,  dass  die  Gleichung  8)  reiner 
Dnsinn  ist,  womit  »ich  die  Gleichheit  jeder  zwei  beliebigen  Grös- 
sen beweisen  Hesse.  Vielleicht  »ind  ein  paar  Beispiele  hierzu 
nicht  überflüssig.     Man  setze  erstlich 


«0  ist  nach  Nro.  7)  bei  gehörig  bestimmten  CoetTizietilen : 


*)     DieiM  ft  braucht  keiae  Zahl   im  Ohm'ichea  Si 
für  Vi  =:  -. — : — 7  wird    u:=-l-A.  und  dai  iit  oben  lo 
i  A  a eiber. 
*•)      ^Inn  br»iirlit  mir  rcchti 


inH  link« 


:    Ordin 


Absei aae  fi  beliebij^e 
nno  r"  etc.  nnziiBFhaeiden  nnd  den 
und  fi-\-P'  elo,  jrd<'iiiMal  >tlfieh  ßriiue. 

II   (Tt-tien .     Hl)  rrlii'ill   iiinn    Eniirl   1'unklfl 


m 

Dl6  Besfimhitiitg  der  Üo^OxllwtM  vi^re  hfei';(lblii'  leidi^ij 
entwickelt  man  (Be  Unke  Seite -tfa^h  ä^T!lii^T&m'.vjlA^ 
ti au r in  und  tecÜter  J9and  jecteieinzelnä' Glied  nacÄ'  d^hi'Btiittat 
seien  Satze ,  lodem  man     '       •    '  •.':     "       V'"**'"«' 


.'  ■  » ,  ■  I    .  ■  ;  .  ■  .11 


,.       in        ,         •!■ 


in^^y-U^^"-: 


-■   'f;     '.^. 


;iJ:.:m 


setzt,  sd  findet  man  leicht  durch  belderselfige  y^r^cicttnApg^!  :'j 


• 


■■■'/'.  ■■•■■'.  .■.•...•■.•'•;:      /      '.n'»    •».'  i'ii.ii«i<'>i  •• 

;:■  .'       *  JlL  "*- --T Äi'  ■ '  '  '-^     •}'•».'»    .  l'>"i'»i|i:  .- 

.  :■  »  I    i  •■    ■     «I    -     •.      i'i-  ... 

u.    s.  w. 

«ud  es  m{isste  nun  die  Gleichung  9)  richtig  seio^  wQferil  jp  nicht 
zur  Zahl  spezialisirt  Tfiirdf    Nimmt  man  einmal  x—u  'tiiiS  das 

ändere  Mal   ^^-'-»  ito  bkibl  die  f^te  iSeite  9r  tleidra-FfilM 
dieseihe  uQdiman  hat  folglich  ,; .  : 


1 1 


/'(»)-/<§)• 


• .    » 


was  schwerlich  jemand  glauben  wird«, 
Fiir  ein  zweites  Beispiel  nehmen  wir 

q)x=8inx,    ar=:0; 
so  muss  nach  Nro.  7)' sein: 

Ip)        ^«^+4siriÄ+V^asiq«;»+-*a8»V^+,••- 
und  man  findet  durch  beiderseitige  Entwickelung  und  Vergleichung: 

U.  K.    w. 


! 


»etzt     mao     abc»  •  engt  40 bz^*^  Ic  .oiid  .  da^b  a»=^  -f  »t    so 

^ird  die  rechte  Seite  der  Gieichui^  10)  nicht  geändert,  und  mit- 
ip  folgt. 


Kl- •)=<?+») 


Doch  genug  von  die^en^  Absiirditäten,  deren  Zahl  sich  sehr 
sieht  beliebig  vermehren  ifesse.  "Vielleicht  ist  es  den  Lesern 
ngenehmer,  wenn  ich  den  Fehler  aufdecke,  welcher  den  obigen 
Rechnungen  .zu  iGhrunde  liegt;   - 

^  Stellen  wir  die  Gleichungen   1),  2),  3)  etc.  so  dar,    dass  die 
leihen  rechter  Hand .  eadlioo^  sind ,    Ao  müssen   wir  die  Reste 


II  IXI 


erselben  berücksichtigen;  nennen  wir  letztere  Rh»  Bn,  Ru  etc. 
0  Istriehtig:    '  •■'"•  '■=*     •■•..• 

I 
...«.•-^  Hfl  Cd? — er)*  -^-Ruf 

(9»*— ?>«)*= *a  (a;— «)•+ 63  (^-«)' + *4  («-«)*  + 

XI 

.    ....... +*o(ar-:a)»+/?,i, 

(9« — SP«)'  =  «3  (ar*^fif)*+iC<  (a>T-4f)f + C5  (or — a)* + 

•1  ■'  ■    •■X.  .  " 

+  Cn(ar-a)»+Äi, 

■    '      ■■:,'  "■ 
U.      S.     f. 

•    •  V    .      .  •   .     :      :-  /  i     •  . 

nd  die  letzte  dieser  Gleichungen  s^i  , 

'  :    •  ■     *  .       ...... 

n 


iddiren  wir  diese  Gleichungen  nach  Multiplikation 'mit  'dtii' inib'^- 
timmten  Coefficienten  A^^p.  A2,,.'fAn,  .so  ist,  wenn  zur  Abkürzung 

esetzt  wird: 


<'  ^«fl   .IE«arTilVtt«f«-T' •to«MfT-^^nf«E%|i|— «fH  ;.  ..',.:) 


•*  . 


Ai  (9*-g)«)  +  4i  (g»jr-9^«)*  +  ^3  (q>s-9a)^  + 

■     • 1 1 •       • ;       ;  ,        I  •....*.■         i 

....  -f  Au  ((psr-^oiy* 

=  ^iai(^— «) 

+  Mifls  +  ^*a  +  -^3<^»  l  (a;— «)* 
+ 


1S3 

:  +  &     -  ■■..-■..     !.." 

und   hier  lassen  sich  allerdings  die .  Coeflfizienten  Ai,  A^tL^^JÜ 
ebenso  bestimmen  wie  früher;  man  erhält  dann 

Ai  (fps—Va)  +  -^(9*— 9«)*  +  ^i  (9*— 9«)'  + 

ff  M  fm 

•  *  I  ^^  /     V  *  ■     -  I     ■ 


i  ■ 


Nennen  wir  p»  den  Rest  der  Taylor*schen  Reihe,  so  da^iahii. 

ist«  so  kSnnen  wir  statt  der  vorhergehenden  Gleichung  schreibai: 

Ax  {fps  —  9a) + i<a  (9*--9'«)*  +  ^z  (9^*— 9«)'  +  • 

.,...  + A  (9# — ^o)" 

oder  endlich 


A  —  (^—  An)  =^  +  Ai  {(fsr-tpa)  +  .^  (V*— 9«)*  + 

+  An  Opx^-^a)^  • 

Soll  nun  diese  unbezweifelt  richtige  Gleichung  in  die  Formel  7)   ^ 
übergehen,  so  muss  für  unendlich  wachsende  n  ^^ 

Um(Qn—Sn)=0  ! 

sein,  und  hierzu  gehurt,  weil  Qn  nur  von  f,   Sn  aber  auch  van  f   i 
abhängt,  und  sich  folglich  ^n  und  Sn  nicht  aufheben  können,  daM    ^ 
gleichzeitig  i. 

Lim^ft=0,    LimiSn  =  0 

sei.    Diess  ist  aber  nur  möglich ,  wenn  die  Reihen 

fr  —  /oi-~i       /  aT        YS^ '  ' 


^jr  =  9>a  T 1 —  9  a  i i"ö —  9  a  • 


invcrfiiren.    n-eil  im  Ge^enfalle  i/n  iiod  ^n  (niillun  auch  Rn,  Rn 
c.)  sich  nicht  der  Granze  Null  nähern  würden.  Ohschitn  nun  die 


Cnnvergenz    der    ebenirenannten    Reihen 

wird,  80  ist  sie  doch  noch  nicht  hinreichend; 


md  UmR„=LimJt„. 


Lim  S„=Um[AiR^  +  Ai,R«  +  ....  +  JnRn]=0 

sein  müsse;  es  wird  zwar  jeder  einzelne  Summand  immer  kleiner, 
je  mehr  n  wächst.  Hageren  wird  al>er  auch  die  Anzahl  der  Sum- 
manden immer  ^rüsscr,  und  es  kann  folgliih  der  Grün^werth  sehr 
wohl  eine  endliche  und  sogar  sehr  grosse  Zaht  sein.  Wer  das 
liestimmte  Inteijral  kennt,  wird  wisaen,  dass  jene );e8achte  Limes 
in  der  l'bat  nichts  Anderes  als  ein  derartiges  Integral  ist.  Hier- 
aus geht  klar  genug  hervor,  dass  ausser  der  Convergenz  der  für 
fi  und  ipi  benutzten  Keiben,  noch  anderweite  Bedingttngen  ku 
erl'ullen  sind,  wenn  die  Gleichung  7)  Bestand  haben  soll. ^  Auch 
kposteriori  erhellt  diess  leicht;  " 

I  e'  und  sin:c  immer;   setzt  m 


<■  canFergiren  die  Reihen 


=1+4. 


«+4.. 


i^x + A ,  Bin':^  +  .. 


=  1.    A  = 


I,  gilt  di«  obige  Entwickelung  doch  n 


=0  bis  j 


=  n,ob- 


ie  Reihe  rechter  Hand  immer  converi^itt.  —  Welcher  Ari 
4ftsie  noch  zu  erfiillenden  Bedingungen  sind  (damit  Lim  iSn  — 0 
werde),  gedenke  ich  bei  einer  anderen  Gelegenheit  zu  aetgen; 
hier  kam  es  mir  nur  auf  den  Nachweis  an,  dass  Ohm  in  einem 
gewaltigen  Irrlbunie  befangen  ist,  wenn  er  die  Reihentheorie  auf 
sichere  Prinzipien  gestützt  zu  haben  glaubt  und  wenn,  er  sich  in 
der  Meinung  gefällt,  es  hätten  Abel  und  ähnliche  Aleister  aus 
seinem  „Geist  der  Analysis"  die  wahreReil^enbehandlung lernen 
:n;  allerdings  findet  sich  Mancherjei  in  dje^aeip  Obni's^hen 
x.  nur  leider  nichts  vyeniger  als  Geist.       mj,!  ,  .  H,      j(^    ■ 


■tM 


Oll  W'WT  Tum 


1« 


TLX. 

Heber  die  elementare  Cubatur  der 
.   ,     Flächen  zweiten  Orades. 


i 


Herrn  Dr.   O.  Schlömilch, 


I 


Die  eben  so  clnfaclicn  als  eleganten  Betrachluueen,  welchfl^ 
mein  verehrter  Vorgänger  an  dem  hieslgtri  pitlylccliiiischei 
stitute,  üen  ProC.  Franke,  im  12.  Bande  des  Archivs  mitgetbelll 
hat,  veranlassten  mich  zu  einer  flilchtigen  Uoteräuchung  über  did 
Cubatur  der  Fliiuhen  zneiten  Grades  überhaupt,  namenmch  an  hI 
entsebeiden,  ob  sich  nieht  von  beliebigen  in  den  Richtungen  der  I 
Achsen  geuouiinenen  AJischnitteti  oder  Kappen  derselben  eiM  I 
elementare  Volumenbestimmang  geben  Hesse.  Der  Erfolg  dieser  J 
Betrachtung  nar  ein  so  guter,  da^s  er  vielleicht  allgfnteiner  Wk 
theilung  nicht  vnnerth  ist,  wobei  ich  übrigens  die  Hemeikong 
nicht  unterdrücken  kann,  dass  es  mich  sehr  wundern  sollte,  v 
nichtl  Hchon  irgendwo  das  nachstehende  sehr  nahellegeude  V« 
(khren  benutxt  worden  wäre;  doch  habe  ich  in  allen  mir  gn  Geba^ 
stehenden  Werften  nichts   daiüber  gefunden. 

Bekanntlich  sind  zwei  Volumina  gleich,  wenn  binde, 
cheii  Hohen  mit  Ebenen  durchschnitten,  aberall  Durchschnitte  vi 
gleichen   FUlchen  ^eben,    was    man  kurz  so   ausdrficken    kCnntej 
Volumina  sind  gleich,   weun   die  carrespondirenden  Querschnitte 
derselben  gleiche  Flächen  besitzen,     Wenn  ich  nicht  irre,  ist  dM 
aerSatz  von  Cavallerl  als  Aiiom  anfgesfeüt*)  und  später  rielftd 
(z.  B.  zur  Cubatur  der  Kugel)   benutzt  worden;     es   kostet  i 
wenig  Mühe,     denselben  mittelst  der  Exhaustionsniethode  zu 
weisen,    und  zwar  kommt   der  Beweis   in   der  Hauptsache  dara 


*)     Die«   ist   !^ni   richlif; ;    jednch   därftn   wnhl  bemerkt  en  vati 
verdienen  ,  du*«  luerst  Segner  diesen  Prinri))  in  nll«n  «einen  ElcpluuWJ^ 
Lehrbürliem  der  f^esamniten   Stereometrie  als  Grnndprincip  sdri  (>nH^(' 
geleg-t    Dnd   in    den    Elementar -Unterricht   eingefiibrt  hui.      H, 
Elvnientn  Geomotriae,  §.  191.  g.  2f>8. 


19» 


Mnns,  2ü  zeigen;  dAJM,  -  Wene  jf^  i  j^»««u;/n'4)ie  parrflMe» 
8f)kj94ttfiäcbeD  des   Yi^niens   V  sind,  und  a^i ,.  o*^,....^»  die  Ent- 
fernungen' dieser  Pläöfaen  von  eiriander'  bedeuten ,    dfe  Gleichung 


4Uitt  ihdet   '    " 

worin  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  unen^Üche  Wachstlium  von 
n nod^e  Mendikhe'  AbnaUnie'4«r  jc  htüehL.-^  Ehie.F>«l|^:dtt$ 
obigen  Satzes  ist  noch  das  Theorem:  ^Stehen  die  correspondf- 
renden  Querschnittflächen  zweier  Volumina  in  einem  constähten 
V^erhältnisse^  so  findet  zwischen  den  ^^^treffenden  Kurperräumen 
dasselbe  Verhältniss  statt. i\.'  ''-•''. 


it.  « 


i  • 


/ 


,Dm  EHipsoid.    (Taf.  H.  Flg..  .1.). 

•  •       '       •      '  '  ■ !        •  1  ,?»'.■,>      j  ,  .  ■  ■ 

I 

ii^Bti  vfii  der  fk^vtftiM  Gltickong'  des  Eltipsoides 

'  «  •       -  -  ■   .  .  \  ■     i ..  ,     '■ 

die  Form: 

■•''-■••■'•'■  .  •  '•  ■  >    ■  :        ■  .         v".       '.    .  * 

SO  charakterisirt  diese  Gleichung  denjenigen  Schnitt    des  Ellip 
.   Beides,   welcher  durah  d^o 'EndpnnJc^  ^l^s  z^parallel  zu  .^OjB  g 

legt  werden  kann.     Statt  nämlich  eme  Gleichung    zwischen  d< 
*   drei  Coordinaten   OMtsifx,  Mfih=:y,  NPf^z  aufzustellen,    kann 

man  auch  eine  Gleichcia&  ^wisfcheji  muiT  z^ieien   derselben   (yjH' 

z=OM^=:a:  und  M P=-Mrf=iy  veilangen,'  indem  man  sich  durch 
^    P  einen  Schnitt  gelegt  denkt.     Diese  Gleichung  zwischen  QM' 

and  M'P  ist  aber  die  Gleichung   der  Schnittcurve   ÜPV,    Leiz- 
9   iere  bildet  m  unserem  vFaile  eine  Ellipse  mit  ^en  Halbachsen 

!  aoa  daher  ist  die  FIScBts  des  SdinlHesV  '     ,,  '  ...    "    '    ' 


e- 
en 


.Denken  wir  uns  eine  Kugel  mit  dem  Halbmesser  c  beschrieben 
und  fiShren  in  der  EntfenMMig  z.ttiiieü  Schnitt,  sä  istdiei  Flädie 
dieses  Schnittes 


uDd  «8  tevhilt  sich  demfiacb  jener  8€hoijtt  des  £ilip#oid^  n 
diesem  cirl^ularcii  Schnitte  der  Kugel  wie  --s:!;  dasMbe  VtfiAift^ 

nies  findet  also  auch  zwischen  den  entsprechenden  KOrpten  «Idt 
Lassen  wir  nun  z  das  Intervall  2=0  bis  2  =  A  durchlaafeo,  •• 
erhalten  wir  einerseits  einet  ellipeoidisGhev  «odererseits  eine  sphi- 
rische  Zone,  beide  von  der  Huhe  A.    Das  Volumen  der  KagelzMie 

M  bekanntlich  (ic^h^^V)n,  und  folglich  das  der  eUipoejüdiseheB 
?2Qne  ,  ' 

-^(c«-3A«)A«. 

Für  A=c  ergiebt  sich   hieraus  der  cubische  Inhalt  der  obem 

'S  ■      4       ' 

Hälfte  des  Ellipsoides  ^iräbcn,  und  folglich  ^abcn  fflr  das  game 

EHipsoid.  Will  man  d|is,  Voluinen  einer  Zone,  deren  Bpsis  nicht 
durch  den  Mittelpunkt  geht,  so  braucht  man  nur  einmal  'A=ii 
dann  h=k%  zu  setzen  ifnA  zu-  suh^rabiTen\  man  erhält  so  das 
Volumen  einer  beliebigeil  Zbne,  defea  ^egmnzungsebeneo  senk- 
recht auf  OC=^c  stehen.  Ebenso  leicht  ist' es  ähnliche  Formefai 
für  solche  Zonen  zu  entdecken,  d'eren  Begränzungsebenen  auf 
OB=b  oder  OA=a  senkrecht  stehen;  es  würde  hiern  ehe 
blosse  Buchstabenvertauschung  hinreichen. 


Das   einfache   Hyperboloid.    (Taf.  U.  Fig.  2.). 
Die  Gleichung  dieser  Fläche  ist  bekanntlich 

oder 


w%)'(*\^H©0"'' 


und  mithin   der  Schnitt  durch  den   Endpunkt  von  x  eine  EUipte 
mit  den  Halbachsen 


Vi^.  'Vh^)* 


Die  ^Schnittfläche  hat  demnach  die  Grttsse 


*« 


a6(H--i)*. 


Denken  wir  nns  ferner  denjeniffen  Cy linder  constmirt,  irel- 
cher  das  Hyperboloid  lo  der  Kenlellipse  berührt,  so  besteht  das 
gesnebte  Volumen  aas  dem  Cylindervolamen  plus  dem  Räume 
eines  ringCilrniigf^i  .Mdrper^  i  D&i)  Qi^rschmtl  l  dtis.  letzteren  wird 
erhalten,  wenn  man  vom  Querschnitt  des  Hyperboloides  den  Quer- 
schnitt des  (j^ylinders,  d.  h.  die  JE>;iäcbe  04*OB.7t  =  aön,  subtra- 
birt;  der  Qu^^hnitt  des' Hhgforii^etf 'K9r|^rs  ist  also^    <*  * 

Construiren  wir  einen  Kegel ,  dessen  Achse  mit  derpSeite  einen 
Winkel  von  45^  mach^,  so  ist  der .  Querschnitt  desselben  in  der 
Entfernung  t  röm  Scheitel  ein  Kreis  mit  dem  Halbmesser  x,  und 
folglich  die  ScbnittBäcK^  =;S.dk.  Die  Sctö^ttflgcbe  des  ringf^r- 
migen  Körpers  verh&lt  Jiidh  also  zur  SciinittQäpbei  dieses  Kegels 

wie  ^.ily  und  dasselbe  muas  v^n  den  l^orpera  gelten ,    welche 

entstehen,    wenn  man  z  das  Intervall  xc^jQl.lds  l=;rA  durchlaufra 

iSsst,  d.h.  der  ringförmige  KOrper  ist  das  Produkt  aus     -^    und 

einem  Kegeivolai|ieD,£weilcI|e8  h  zur  H((be  vnd  h  zum  Basishalb- 
messer bat    Dieses  Produl^  wäre  demaacli    ' 

■    i 

und  wenn  man  den  Kehlcylinder  von  der  Hube  A  damit  vereinigt, 

ßo  ersieht  sich 

•     ■  I  '^  1 

■ '    '    '   ■  '•••.•  ggt^  1  •  •  !    : '         .'.'■.• 

:  o6A«  +  — «o*  A'«> 

oder  ■'■  •  ■  ''•"        ■•■  '-'' 

1  A^ 
«6(1 +  J^)  4^ 

ai$  VolÄnen  der  byperboloidisctien  Zone,  welche  die  Keblelfip^cs 
zUr  Baslis  und  A  zur  HObb  hat*  Giebt  man  A  zwei  v^rschiedeM 
Wetthe  tand  subtrabirt,  so  kann  man  den  Inhalt  jeder  Zone  fin- 
den,, deren   Begranzungsebeneo  der  Kehlellipse  p^aUel  laufen*! 

Für  A=^c  w^rd  das  Volumen  ^  der  obigen  Zone  =Xä^a66'9v,alsogleieh 

dem  ganz W  Ellllpsoiae,  welches  man  aus  den  Halbachsen  a,  6^ 
e  constniiren  konnte  und  welches  das  HyperbolMd  in  der  Keht^^ 
^HipiBe  berfibren  wfirder  dieflis  ist  der  Satz  des  Herrn  .Profess<n^ 
Franke. 


US 


-  ■  •  ■  • 


.    j  I .     I   . . . ,  .,.    :  ■  1 1 1  .  I . .  i     . .  _      ■■  i  I  i  I .    ■  ,  _     . '  I .     ■ 

■  : "  ■    •  i  -'      •  ■   ■  ■  ■  - »         ^  ) 

ÜB«  gfetbeitt«  Hyperboloid.    (laf.  IL  Fig.  3.)^ 

*'■.•■  ' .     ■ ' 

I  ..... 

Geben,  wir  der  GlakfyBmg  dmer  Fläche,  afimOch 


-e)"-(f)^(o*='- 


die  Form    . 

so  zeigt  sich ,  dass  der  Schnitt,  durch  den  Punkt  xyz  gelegt,  eioe 
EIK^se-  mit  deii  Halbachsen 


I. 


•r 


■v'e)-- ,  >  V(0'- 


darstellt,  und  dass  mithin  die  Fläche  des  Schnittes  gleich 

sein  muss.  Denken  wir  uns  einen  elliptischen  CytiDder  mit  den 
Halbachsen  a  und  h  hinzu,  so  wärde  der  Durchschnitt  desselben 
in  der  Höhe  z  die  Fläche  abn  besitzen;  demnach  bilden  das  Hy- 
perboloid und  dieser  Cylinder  zusammen  einen  Körper,  welcher 
in  der  Höhe  z  die  Schnittfl.äche 


06  ^  ;:ä—M  ^  +  ö/iTi;  == -2  2«  TT 


besitzt.  Construiren  nir  wie  vorhin  einen  Kegel,  dessein  Achse 
tt»d  Seite  einen  halben  rechten  Winkel  einseht i essen,  «o  ^eigt 
dieser 7  in  der  Höhe  z  geschnitten,  die  Schnittfläche  1%,  und;  folg.« 

lieh  verhält  sich  jene  Schnittfläche  zu  dieser  wie  —^  :  I.      Lassen 

wir  z  das  Intervall  z^=c  bis  z^=:h  durchlaufen,  so  entistehen  Jetzt 
zwei  Körper;  der  erste  besteht  aus  einer  hyperboloidischeA  Kappe 
und  ^  einem  elliptischen  Cylinder,  deren  gemeinschaftUcl^  wd< 
h—e  ist;  der  zweite  ist  ein  abgestumpfter  Kegel  von  derselbM 
Höhe  und  sein  Inhalt 


ist 

MiiUip;lizii>eQ  .yf^ir... die$«^  mit    ^»>j^(^  fSfbaU^  TVir  0ie. Klappe  {|la|( 

dem  elliptischen  Cylinder;    subtrahiren  'itfr  endllidh^^d  letlKel^y 
weicher  den  Inhalt  ab(k — c)7t  besitzt^  so  kommt  der  Ausdruck 


«*ft^'~^+IO 


s         :  t      I 


2um  Vorschein,  welcher  4eii  ttnlialt  der  h^^erboTpidischen  Ka^ 
von  der  H(die  A  —  c  ängiebt  .Nehmeo  wir  R=2c,   so  findet  sie« 

Q^abcTt,   d*  h.  die  hyperboloidische  Kappe  von  der  Höhe  c  hat 

gleiches  Volumen  mit  dem  ganzen  Ellipsoide,  welches  aus  den 
Halbachsen  a,  b,  c  construirt  werden  kann  und  das  getheilte  Hy- 
perboloid :  m  äeine^  beiden  ;Spbeit ein  bei;(ihnen .  wi^rde.  —  Diess 
ist  das  Analogon  zu  dem  für  das  einfache  Hyperboloid  geltenden 
Satze. 


•■'•i  •    \..:':.' 


i         ■    ) 

Das  elliptische  ParaboIoM. '  (Taf.  II.  Fig.  4.). 
Die  Gteichang  desselben  ist  bekajaotlicb 

oder 


i     'iM- 


und  mithin  der   Schnitt  durch  den  Endpunkt  von  z  eine  Ellipse 
mit  den  Halbachsen 


a\-l    und    ftVf 


Die  Schnittfläche  wird  demnach  durch 

'■    ■  ab  ''■'■' 

—  1%      '     - 

-ttMfttdvflckt.    Constmiren  wir  ein  Prisma»   mreiehes  diä  Hofaei^i, 
die;  Br^te  A;  un4:die/riefß  — »  besil^»  ,so  Ist  der  Q]Bersi;)|n^t 

fl^  

d^ssiUben  in  d^r  Etytrehmng  2  ebenfalls  =t  —  s^,  önd  #e»iÄ'  wit 

•'■»■;■.  . .        '  '  .    ■       .  .  ■  ■ .     ■       •*."..•: 


teo 

also  z  da«  lotervali  z==0.  bb  z=:A.  durchlaufen  lassen»  so  hat  die 
entstehende  Kappe  -des  Elliptischen  Parabololdes  denselben  Inhalt 
Wi^  dieiies  PrU^ma^  nämlich      ; 

'•■  i'-ii...  •• 

i    • 
Für   A=:c  giebt   diese'' Formel  drei  Achttheil   des   aus  den  drd 
Halbachsen  a,  b,  c  poni^truirten  Ellipsoides.    Giebt  man  h  |nr« 
.Werth^  und  sübtrahirti  so  lässt  sich  die  Cubatür  jeder  2one  i|at- 
fahren»  deren  ßegränzüngsebenen  der  Ebene  xy  parallel  laufen. 


I   . 


Das  hyperbolische  Paraboloid.    (Taf.  II.  Fig.  5.). 
Die  Gleichung  dieser  Fläche  ist 

(f)'-(lX="ö- 

Ein  Schnitt  parallel  zur  Ebene  xy  würde  eine  Hyperbel  sein  und 
diess  hiint  uns  nichts,  weil  die  Quadratur  dieser  Curve  nicht  ele- 
mentar ausfahrbar  ist.  Legen  wir  aber  |>arallel  sur  E^ene  gz 
einen  Schnitt  in  der  Entl'ernung  03^ =x,  so  Ist  die  Schnittfigur 
eine  Parabel,  deren  Scheitel  in  V  liegt.  Nehmen  wir  z==0,  so 
geht  y  in  3iU  über  und  es  ist  daherv 


©'-( 


=0, 


oder 


a 


Nehmen   wir  dagegen  in  der  Gleichung  unserer  Fläche  ^=0;  so 
geht  z  in  MV  über  und  es  wird 


(-)   — oder   J/r  =  — 5-- 


Nach  dem  Archimedischen  Satze  ist  die  parabolische  Schnittfläche 
MüV=:^Mü.MV=^-^x\    Diess  lässt   sich    nicht   gut  mit 

einer  anderweit  bekannten  Schnittfläche  vergleichen  und  jndnmiMS 
desshalb  einen  anderen  Weg  einschlagen.  Denken  wir  uns  den 
X  den   Spielraum  x=0   bis    x  =  h    angewiesen,    theiten  Aio« 

h  . 

gleiche  Theile,  deren  einer  d=—  heissen  mOge,  und  setzen  der 

Reihe  nach  x=^ö,  28,  3d,,.,n8,  so  bedeutet  die  Summe 


Uli 

eoinetriscb  eine  Summe  von  Cylindern,  welche  die  gleiche  Höbe 
haben  und  deren  Grundflächen  die  in  den  Entfernungen  x-^^ö, 
24,  ,...nS  ffeführten  Schnitte  des  hyperbolischen  Paraboloides  sind. 
Nach  bekannten  Prinzipien  ist  der  Gränzwerth  dieser  Summe 
nichts  Anderes  als  das  Volumen  desjenigen  x\bschnitts  unseres 
vom  hyperbolischen  Paraboloide  begränzten  Korpers,  welcher  zwi- 
schen O  und  einem  in  der  Entfernung  x=:h  parallel  zu  yz  ge- 
legten Schnitte  enthalten  ist.    Wegen 

Lim i§ (nd)»(n«  +  8)*  =  Lim  J p A«(Ä+d)», 

*•  ••  ;•■.-•     :''■     ■■   ■   ■:    ■  ■.■■.,■,:    .....  . 

—  i^'Ai'  ■     ' '   ' 

Nimmt  man  speziell  A=a,    so  wird  der  Abschnitt  =^  von  dem 

aus  a.  4.  c  construitten  .Parallelepinede.  Giebt  man  ,h  zwei 
.  WÜrHill  Wd'  SübttAfrh'  Vö  let^Mtot  diV'  den  Ihhalt  ^ne^  UMben 
;.  Zm,  iVäbhe  von  ^&  zfälM'^ii^Ml^len  Ebenen;  vbü  d^  i%biie 
j«{y,..deir*4i%eae  «7«  qnd.def^äcbe.begrSnjit.viflil.Difi  g^i|^o|i|fi- 
halb  07/  liegende  Zone  erhält  man  nachher  durch  Verdoppelone 
des  vorhin  befundenen.  -  -inx. 


"  • 


.    iit) 


t 


••ri»i     .  -i.!     ..,.     iJ:i  •     '    •      ."     ,.  •■•■,,         •  .:        i,     »,       I.    .  .  ■.■■■..,':        ■    "      .  ,-{ 


1;  . 
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■  "Ulf»    ijf  I    V->     .j«.,i- 


VeHer  <|ie  Beffiiiiiiii|||ff,  üt^  fplmltt 
der  drel^^itigren  "Pyramf^ße.*) 

•       .       *-  .  %'■'",'■» 

Von  dem  "' 

Herrn  Professor  Dr.  H  es  sei 

an  der  UniTenital  %n  Marburg. 


'-'l  •■:  '  :  ,      i  .    ■=. 


■    .  '• 


.ic.Uf  8t  sich  auf  sehr  eremepiar.q  Art'  bie\vei8eo/'daAs 
fV^'  ^d^H  Werth  van  x»  wenv  «"^^  i«t,  aocH  o^^jr  s-eii 

ItlUSI^.' 

Beweis.  1)  Weil  a^2,  so  ist  ai>l  und  a*^  2.2,  also a*>2 

2)  Ist  aber  für  irgend  einen  bestimmteD  Werth  fW  Id 


*)  Der  Umsiand ,  dass  bei  der  Ldre  ron  der  BestiinniBBg  dei  In- 
halU  der  dreiseitigen  Pyramide  der  Beweis  des  Satzes,  der  die  Gleich- 
heit sweier  dreiseitiger  Pyramiden  bei  Gleichheit  der  Gnudfiadici  udl 
Höhen  ausspricht .  eigentlich  der  höhern  Mathematik  angehört^  hat  moA, 
wie  schon  eine  früher  too  mir  in  dieser  Zeitschrift  niedergelegte  Arkit 
beweist,  öfters  an  Versnchen  Tcranlasst,  diesen  Uebeistand  sa  heseii^ci« 
Einer  dieser  Versuche  hat  mich  an  einer  Reihe  Ton  Untersackngea  g*- 
fiihrt,  Ten  denen  ich  hier  einige  mittheile. 

Obgleich  die  hier  Torgetragene  Aoflösang  dieser  stereositriMlM 
Aafoibe  die  Exhaustionsmeäode  nicht  Termeidet,  so  sckeou  «i  ^ 
docB,  besonders  in  Verbindung  mit  den  folgenden  Arbeiten  (aber  «ilik 
Man  unter  andern  Salomons  Grundriss  der  höhera  Analytik 
Soito  91S  nad  319,  BoisDiele  4,  5  und  6  verglelchai  nigrX  * 
VeroffentlichaBg  alcht  Dawertn  sa  sein/* 


und  a      T2  "     '       -  '» *  <'^'      '^ 

so  ist  a.o*-i>  2  (2r^l)  '  ■ 

>  a-+ia:-2),  klthif^/dä  :*— 2=0  sein  soll. 

Da  nun  ai>l,  af^o  a«-^>2--l,  «o.ist  a«:^?;         . 

ist  aber  a«>  2,  so  |st a^-*>  i-'l;  Uab    ä^>^;  u.  s.  #.  ' '  ' 

*  1 

Auch  ista^sl^  iftlso  aP^O,  und  a""*=~  positiv,  also  >  — a:. 

2.  Anmerkung^  r.  Die  BescbrSnkong,  dass  d  und  x  ganze 
Zahlen  sein  sollen,  kann  man  weglassen,  wenn  man  den  Be- 
weis weiter  ausdehnen  will.  Auch  iSsst  sich  in  ähnlicher Arfbef- 

3 

weisen,  dass,  ^^^-Ow  ^.  ist,  auch  «'>a;  sein  müsse. 

3.  Anmerkung  z>  Wie  die  Untersuchung  in  der  Abhandle  Nr.  II. 

zeigt,  so  gUtdtirR^ge^:  wetl>^>  ^  tsIC^W^n^y  ^.Mi  4?. 
müU  wenn  i^  'fertsser  Ik  Vdefgt^^^ 

Vor  haben  kann  (d.  h.  >  Ve),  auch  a*>a;  jBem. 
Hier  genügt  obiger  3atz  för  ganze  ^^;un*  ar..,  '  |..,„  /,^, ,   ,„. 

f.  4.  Lehrsatz.  Bezeichnet  man  ein  dreiseitiges 
risma  und  eine  dreiseitige  Pyramide,  W'^cM  'Oine 
cke  c  und  das  Verhältniss  cA:  cBi  cD  der  Längen  der 
ceji)  i«;44lr«  er/£;cfce  ziiliianLriKeBiäidf  9ivd«rtt^i^ 

imein  habJBA,^     a.Au'^  /."•  \::vS^'i  'A^-V  .-••>/—     \^\k\'> 

das  Prisma  dutcn  P, 

die  Pyramide  durch  p,  "*"'" 

i  d  fallsc^  in  einer  ^rolcheo.^estalt  die  Länge  C2l=:a  hat: 

d'as'Prisnia  durch  /^(a), 

die  Pyramide  durch  p(a); 

^i?'?;?'\i  M^'^^Craf.IL  J|g,60  ewe.^^^ 
ilelie  die  Eeke\^  jina  die  Seiten  ci,  cm,  et  hat,  deren  Ver- 
ltniss=c^ :  cJ?  :  cl>  sein  möge,    so  wird,  wenn  lüan' diescf' 
Aten  in  a,  6,  d  halbirt  und  durch  die  Halbirungspunkte  b  und  d 
&  Ebene  gbdk  so  legK.>0ass  Jbfe/xli^  ^Kant^  cl  parallel  ist,  so- 
^W  bg  als  dk  mit  c/^a^llel  s^inj  aiicfa  ^ 'dann  Im  und  /t  io 


im 


fand  k  balbirt.     Legt  man  nun  dnrch.aai  eine.  Ebenet»  M  iit 


die  Ecke  {leg) ^{tom)   ^  ,„.Jf,,,a\  -f.i%^r^-Krl 

=    cA  :  cB  :  eü) 
Ist  also  cl:=:a,  80  ist  '.iw 

Pyramide  clml  :=  p(a),      ^.  .^    ^  • 

^    .  „  ...  ,j-^,.  Pyrwide.af4|f^  r=  P  (|)^  ^ 

Prisma  cabdkg  =  P(a}^    ' '  ' 

auch  ist  gk  und  oa  init  mi  paralleL 

Legt  man  nun  durch  6^  die  £bene  bghi^cHf  so  Ist 


1     ■!•:«•   : 


.  ».  -  -     "^      t   •< 


Pyram.feffmA  OS  a/jrAr.  also  =p  (  ö  j » 


4  . 


aUCb.m;..!  ,  !.  .■■.:,  r..    ...    '.  ..;..     .,.,...     ,.:  Di;  w;   ...   .. 

^    "  Pdsifta6iyArfk=ca6rfi6»t=i^ßy       =       "' 

;i  ..     ;   ,   •  .'  '-■-    ;  ^   /         .  ■.  ^^^     ■  .....'^  ■...'■  i 

]oden\  jede4  dieser  beiden. PriiiroeR  halb  so  gross  ist.alsr.eln  Pa 
rj|l\elöpiped^^4a^^'Jdie)^^         und  die  in  diesi^r  )E^ip|(|B  lusammen- 

laufenden  Konten  ^cA  (in  der  Richtung  ct)^^cS    (in   der  Rieh- 

tung  cm)  und  5  CjD  (in  d^r  Richtung  et)  hat. 

';  r  ilSs  ist 'Itlso    .■■•..■/'-•  ■    J 

■  .'••    u     ..  It. ':»'.'  :■      .  \   :'..••.:■.'-  ••  "■     ■     ■•   ■   •     • 

Pyramlds  __^/Prisma\      /Prisma\  ,  /Pyramide\    •  /Pyraiaide^N  = 
clmi    '^\cabdkg)^\bghdki)^\    algk    )^\     bgmh    /' 

also 

■ 

$.  5.  Folgesatz  1.    Da  /^(^)<^(5^)''st  (indem,  wenn  man 

durch  abd  eine  Eben^  l^gen  w(jirde,  die  Pyramide  ca 6d=pf^j 

ein  TheH  d^s^  Prismas  cabdkg  is t ,  das  =P  (^  )    ist ),  so    folgt, 
di^SJE^y.wenfr   .     . 

^^^t};^.^::^(f^-?'*(§)+.^;'(|). 


I . 


^  p(«)<2/>(0+2J^(?)         ^ 


»D  mopfl^N^^  ^tBOV^At/^rö)  =s^^^  ^^^  (indem  P(o)  sich  ii 

p(0Sc;^egU  w  -  '(')'A:)'XO'(!.) 


i)p(«)>ji'(«) 

vnd 

)      2)  ,P  («)<?/>(«) 
ist. 


(.  Q.    Fo^gMatz  II.    Ist  :  ^ 


f-l 


— if; 


also 


^^'''W-^4h^ä) 


U.  8.  W.    \    • 


«o  folgt  durch  Sabstitiition 


.  '. J.«  ■ 


b 

=""j(?)t"f(i)^"'(r). 


/  V  ■■ »'  •      ■  V    ■'• 


.  ...  i 


.\.      .      /    :\     .   f 


'«>=*"'(D*?'^*^'^*^v^r'^*??!j|)" 


UM; 
'Wo 

Weil  aber  jedes  der   hier   in  diesem  Ausdrucke  vorkomincri 
Prismen  ==:  g-  des  nächst  ho^r^or  ifrf^.  f  o  ist 

Da  aber  ferner  die  Summe  der  geometrischen  Reihe 

a) + G)' + a)-+Gr=>r'^ 

4      ^ 
ist,  so  bt  ■'^^'"'    !.   "-"'^^  ^'      ^ 

p(„)=(_I^)p(«)+8-;,  («), 


also 


{  ) ^? (    ;   ^    :   V 

1  Va\     ^    '  '    ' 

Da  nun  aber  ^P(a)  —  P(  2^1  ist,  so  hat  man  den  merlnrurdi] 

Satz : 

P(a)=  J  P  («)  -  2- ß  P  ( J)  W|)]r,N(© 
§.7.    Folgesatz  11^.    Da  nun ^ der  Satz      ^    . 

filr  jeden  denkbaren^^erthV  Wn  n  gilt,  ^ber/ifoc) /so    wohl 
Q^(<>^)    gegebene    constante    Gcvssen^.    sind,     so     muss    a 

von  n  unabhängigen  Werth  miben,  welohi^  w  heissen  müge. 


ÜBT 

1)  Ist  nun  dieser  constante  Werth  10=0.9  so  ist  iijü^iot 

2)  ^»^dli^eDdtosereoiik^lMMeiWelrtl^n^ 
entweder 

,   bei  jedem  Werth  v^  i^^fsitiv,  also  "^0,  oder 
bei  jedem  Werth  von  n  negativ ,  also  <0  sein, 

d  man  konnte  also  ßlr  jeden  Wertrf^Äi  11  '«-''''  •^'» 

entweder  i0  =  -|-^P(a)  und  constant, 

I 

oder  to=.m^i^^(i|)  nnd  constant 


:zen»  wo  m  irgend  eine  constanle>  pcüitii^  giaüiey  odeiUgilJbr^?.; 

»ne«  rationale  oder  irrationale  Zahl  nedenten  kann,  zu  welcher 

die  nächst  fsji^ßafig^  ,^]ppfAüy|^  $^nz^^  j^«9^m|&on^^;.^al]|lc.4ein 

ige.  .  ''  -...,-... 

2,1)   Wäre  nun  fflr  jeden  ^^Arthjron  n 

I 


•/■'•■fit!     '>At 


miisste>  da,  wie  oben;li«Wiasen  wtfrdek. 


'(£)  >  *"(*) 


H'HflJ     .J*<f 


i>^{ 


OHü 


hin 


d  .b 


lach 


lÄ^m^ 


folglich  •">   <"*     ()-  —  •»*    l\*i*y^f   •jinijl'  •.  "lii»    (iJJd   l<i      il 

seiDy  und  zwar  für  jeden  Werth  von  n,  also  auch  für  n=:J 

lol.'i  f/.hr» 

ist,  mithin  um  so  me^^^,^9c^li,J^/^  n'.)ijt»L  i.l  '.-li;  '»innojl  iii;(ii  fc 

12.4«  >üf 
ist,  folglich,  da  m  <  ilf  ist ,  um  so'  tnehr  noch 

also  '  - 


9n 


60  müsste,  da 


ist,  auch  \^  :   }    '  !    '     V^  ^  /  ^' 

*[j<*)-j''(ä-)]<4''w- 


i-k.. 


ri'k.J 


oder 


^^         '    \    -   /        .J    T 


2-]'^.(i)>i^(«).,. 


d.  h. 


:.l    S 


.1.  }     «    . 


litt 

«J«iO  w^  III»  .il'iÜt»  :»*r.'rjj  !M/;'.  H'.  tfl'>j^  ili:i;i  In;  .H'^\\"),'\'.\\:At  l'nr 
-*>!:.'  ^i';  .  («'>l>i  >:!  ;--T-l:fu  ii.\  J-i'l  iir-;'!».';  ^'.hn\r,,:\'.\...'./  ^1.  i.  »ii«.'» 
»:!;■.*'    -X'mUI    >.U:    mIm»!     .f2f*#:R».'m)^..T7:.>  ■  -  ■'    '. »   *>  H  .*)•»?;•. «.   'i1;!i»i.ii 

»{..       .)iJll,1i.;/        .  1?>|i!hI       ".'•Jv?  m   |I-.     . -j  .         •;   .     •  ;j      *>j||.)      11'.;^   !l;*l      1,157 

aiitbijB(^.\r>  «j    .(\  Ai  Oll?)  il'»Mi  il  •;   j ;  u  p  i-. '•  i- :/    ■   »•'    »n^nMlnn  />'!!>  .im*'«!. 5 

f*V  l*^W* '^ '*  *'  '  "  ^■'»'•»»t"«|  ^■':  '' >'«^  ■:'•  !;-^  •. /;  ■■  \:\\  '»ih  ,n'>I)T»// 
-i;i»    i!«ii  •>''!»•;!•!'»  ;!•►!      .ji'»-  'i\  ö;4^J^')nf'"'"'-''    ':•■■..'■'   :;;   n  »i!!(fi»jM:r^ 

da  aber  4^>  ilf,  ftlso  6.4^  >  üf,  folglicb  6.4^>m  ist,  so  ist  dies» 
nicht  möglich.  Es  kodtiMMmiw  .äubhunibht  itfegativ:'.;Hclni'»iiKario 
ab«r  die  constante  Grösse  w  nicht  positiv  und  auch  nicht  negativ 

p(a)=3P(«); 

1  .. 

d.  b«  die  dreiseitige  Pyramide  —q  des  dreiseitigen  Prismas,   das 

mit  ihr  auf  derselben  Grundfläche  steht  und  dresi^be  Höhe  bat*). 


P^  ')v.^v.--       ' 


■   « 


•I  I »       •    "•     .  •  \ I  I.  — -■ 


I 

Heber  das  merl£wtti:^ig;9iP«y|8)ilel  einer 
smn  Thell  punctirt  greMlitet^  C^iirTe, 

^as'Jr^Vl^lelciiimff  eii^p^6ilit:'  i^^:" 

VoD  dem      *\  y  nr  :\.  V  - :  \x 

Herrn  Professor  Dr.  Hessel 

an  der  Univertität  sa ' Marourg. ' '" 

Beim  Zeichnen  von '  Polyedern  pflest  man  häufig  die  Linien 
de«  HIntergrondes  (gleich  als  ob  das  Polyeder  durchsicMSg  ^i^ 


*)    will ji^U||)adl\lre^^tig^  .f^Vitmislfk  voa  gleic^^  Griui4^ächeB  aad 
tleich««Hb«^*driroftelSM.  •         /  '  ^^ 
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mit  darzustellen»  und  man  stellt  sie  dann  gewöbnlich,  am  «ie  ▼«to 
denen  des  Vordergrundes  aqgenf^lig  zu  unterscheiden ,  als  söge« 
nannte  punctirte  Linien  -.^....'^d^y- fleÄn  jede  als  blosse  Reue 
Ton  Punkten  eine  unterbrochene  Linie  bildet,  während  die 
Linien  des  Vordergrundes  als  uo  unterbrochene  d.h.  gezogf^lie 
Linien  dargestellt  werden.       i  j 

Fälle,  in  denen  durch  Gl^cKungdli  Linien  (Gurren)  bestimmt 
werden,  die  ihrer  Wesenheit  nach  als  punctirt  gebildete^ Li- 
nien betrachtet  werden  können,  Schemen  mir  nisber  flP'MÜ 
Compendien  zu  weni^  bervorgelitylteit  zu  sein.  Ich  erlaube  mir  da- 
her m  Folgendem  meine  Arbeit  über  das,  auch  aus  andern  Grün- 
dy^n  nicht  uilln#MeBsante^  Bedspfel  eMies'ioflqbeB!PBHes^>4feleliei 

diei4rleiefaung/|j^s=sV^^. darbietet,  «faMAheilen!  '■.'.''     .i.'\ii::nm  uW.'.^ 

S.  1.  Um  etwaige  grösste  oder  kl^hniä  Vlf\n^^  v<W^<=-%<^ 
zu  bestimmen,  hat  man  nach  den  bekannten  Regeln: 

'    .,.»  •,  ,  .:ftf.-=T[g-f.M«.,;  ,..:  '.:.'-.HOi;i:;.-.}  n;.  .l'-» -.-.-,[»  i.-'i:    :iV    i-.', 

^=-j(l-£r).rfx, 

1 

Setzt  tnan  l'rk;/^=^0,  so.  ist  /a:  =  l,   al^o.  a:^£=2.718....  nod 


!       .•  'I 


■j;  .'■  •  •V-.'.*'v»»"»l        »■•■•li 

•    ''     ■  i  ■■       rt  f  1^  I  ifiif  I  '  M      «  ;    ■  V  i 

=  (2,718291$.-) "-'^^V*"- .    .      . 
=1,444568  ....{/y  ==^=0,36787961. 


t  '.**'§ ti^ftwti    äI!)!".  .    V      '\.'  '-i»f   '-i  .'\.    liil    .vj    .''■■.Mi:  ii>L;|(iii/.    *4iS 

i  1  I   iit      ..'1.    I  o**  ^iiMiiiJ   i)lf!ir. 

.V  \  jwi;»*^!    Ml:.    \;i:,Mi'.»i«'I-)     :*i':..i:'    .^'j'.:'.)''**    ;'j!»'*>ii   \\m{  >l\^A 
Es  Ist  also  ,  •  *:^'«'i 

.    ;:.ft     i.i    o5d^:^lW^^.t^|-^^'^W     ....I      ; 

diess  giebt  fi9ri4:=:«  den  WeHh   .,    .        ,        ^     i    i  -  .  /.  i    i  - 


1 


oder,  da  /«=1  ist;  den  Werth 

i  1  '> 

.hut^-^i  99^<^mm  jT«^r?=>9p ,.  odftr  .=nff^flßi  ^^Mfe^^« )iWGÄtw^ 

wir  «1  Wre«tIieQiVw>n4r^lfiDgen«fiN^*  wioi  a;p;^iJM«;c:*|trt  ,^ct=;^Q^ 

zu  welcheo  Werthe  von  y,  .nißit^^y.nv>p^M^ih<^ii'.Vf=^m\j-;m 
die  erst  näher  bestimmt  werden  mfigsen,  geboren ;  so  schlagen  wir 
folgenden  Weg  ein. 


hörige  y  kleiner   und  nähert  sich  dem  Werthe  1.     Denn  weni 


&f=;r-   kleiner  wird,  so  iyir4  auek  Iji  kletoVi  npn  wird  aber   ,— , 

m^-i /^v^.iiU  ».Kit  imü  ,:>.!     :    =:z  i      1=^-    w    fliDfi.'«»^!!!;  -.«snli  WTtii 

wennar=e+«  ist,  beim  WfiehseiK^n  ^  um  i2a;=p€2z,, verändert 
um  dl -^— i — I*  d*  h.  um 

also  verminderti)4ativ|rldic]b  v/(fj\f),^^^  gpliatif^igi^ip"^- 

mene  Werth  von  z  möge  noch  so  sehr  gross  genommen  werden, 
was  also  auc^tid^  im^  ^l^^iP^I  \»ty  ^«nn  i^^  sfeV  yiffo^^^rthA 

00  nähert.  f^^    '  '    "  '  W^ 


Es  ivird  also  auch  y,   (är  x=:e  bjs  x^::xi  ,  stets    alidm 

.  TOM  y=l,444568„.  bis   zu  y  Vöö".  -     Der  Werth  ^=^60"   kai 
aber  nicht  kleiner  ala  1  sein,  denn  vräre  ;y'^t  und  >0,    also 
achter  Bruch,  so  kannte  nicht 

aus   i/:=V*    folgen,  dass  y"=iao    ist,  was  docfc 

Erheben  heider  Seiten   dieuec    Gleichung  zur  Potenz 
folgt, 

sondern  es  würde  y"  <  y  "),  also  um  so  mehr  noch  j*  <  1 
Setzen  wir  aber  jj=l  +  S,  wo  $  eia  unendlich  kleiner 

=  ög-  ist,    so     wird  sieber    y"^(l  +  d)*^<»,   also  ist    y^i^i 

=  1  +  3  ^  1  -f-  lg-;    da   aber  j^  gegen  1  verschwindet,  so 
y=:y"äD  =  1  iu  setzen. 

5.   1.     Gehen   wir  umgekehrt  von  x=f  allmählig  zu  kleineica 
VVertheri  von  ;E  über,  und  zwar  zuerst  zu  den  Werthen  x^e....>li 

so  wird  dabei  auch  y=^x    stets    kleiner.       Denn 
und  I  <  e,  so  ist  5=  Ve---i' 

stets  negativ,  indem  e  —  i>l,  also  ^(e— i)!>/l,  d.h.>  0,  aber</e 
h.'<I,also  l— /(e — 1)  positiy  ist,  während  auch  (c— ij"  positiv^  if , 
Es  wird  also  innerhalb  der  angegebenen  Grenzen  auch  ly  stets  kleiner) 

daberauch^stets  kleiner,  bis  endlich,  bei:r=:|,  auch,7=V^]=l  wird- 

<     fi.  5.     Die  nächsten  nun  folgenden  Wertbe  von  x  sind 
Brüche,  die  immer  kleiner  werden,  so  dass  da}>d  ^,<1  und  \ 
ist:  und  man  sieht  leicht,' dass  z.  B.  '   '''*-'    ti-idjl-pw 

■.,■  lu.i.r  .-.■•t  --.d(,..  \*vt  _ 
;   _  J   _  A^ ...  .     >'i  ..'il.n-iiri 

und  dass  allgemein  V    -:=f  ;j  =z—  ist,  und  dass  dieser  WerA 
mit  dem  Wachsen  von  2>1  abnehmen  muss,  und  das«  •^ich 

also   V^=0  sein  muss. 

Es  ist  also  tax  «=0  auch  ,v  =  W=V"0=0, 


'•''■*)  Weit  (^)',  wt.jn  .Y>1  und  /.>1  1*1,  stets  <i  '•«■ 
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§.  6.  Ehe  wir  zu  den  D(;gativen  We^then  von  x  übergeheD, 
wollen  ivir  hier  nocH  Wmerken,  däss  ^-iV'in  "der  lüsheriscD  Unter- 
suchung bloss  aur  die  positiven  Werihe  von  «  ROcksicbt  eenom- 
men  baben,  dass  es  aber  auch  negative  Wertne  vod  y  giebt,  die 
zu  positiven  Wertben  von  jr  fiehDr4n,  Tofi'  denen  vm  aber,  ho 
wie  von  der  Berücksieb tigun»  der  negativen  Werthe  von  x,  vor- 
erst noch  terner  absehen  wulieo.  ,  .1 

Denken  wir,  unier  dieser  Voraussetzung,  die  Cnrve;  in  welcher 
die  freien  Enden  der+y  liegen,  die  zu  a:— ^  bis  ar— »  gehören,, 
ffir  ein  rechtwinkliges  Coordinatehsysteni  cnmstmirt  und  unterg- 
ehen wir  dieselbe  noch  weiter,  so  ergiebt  sieh  das  in  den.  («I- 
genden  Paragraphen  Entnickelte.  >  l 

%.  7.     Fragen  wir  zuerst ,  nb  lur  das  Verhältniss  -?  ,  welches 

,  die  Tangente  der  Neigung   des    Elenienfes   der    Curve    gegen  die 
1  *'i;-!g8enaxeangiebt>  etwaige  Maxima  vorkommen,  «o  haben  wb,  da 

(Sä  =S  ["*  -  ^-'''^+^'  -  '•'"1 

:,  falls  dieser  Differentialquotient  ^0  gesetzt  wird,  die  Gleichung: 

_.^_(l_.£c)2a:-f(l-/j:)«  =  0. 

t  l^^e,  so,  dass  las — \-=lx^le  =  l\~\y    die   bequemere 
^chung:  ^^ 

(;(£))'+2»i(f)-.=o. 

So,  dass,  wenn  /f  — }= — :c±  ^ x-^-x^  ist.  ein  solches  Masimuia  1 
^tatt  haben  kann.     Berücksichtigen    wir   aber,   dass,    wenn  x<e 
•st,  der  Bruch  f  <I,    also  l{^  eine  negative  Zahl  Ist,  folglich 
== — p  gesetzt   werden    kann,    und    dass,    wenn    ,r>e  ist,    auch 
-^  >1,    also  l\^>^>  folglich  positiv  ist,  wA^\P  gesetzt  we;(.T, 

den    kann;    dass    aber    andererseits  die  Zahl   +V3r  +  iK*>^  ist, 
gleichviel  welchen  positiven  Werth  m  bat,  dass  niilhi» 

-I-  V  !r  +  X*  -  j; 

^tets  positiv  ist,  also  =-|- T  gesetzt  werden  kann,  wahrend 

*tets  negativ  ist,  al9o  =  —  (  gesetzt  werden    kann;  so  ist 


tu 

möglich  ist  ''"^^   "  '•    •  '^''  ■  '• "  "  ••  ■  '-- 

> ».!  1>..Da  nmi,f|F>4;<«,  heimiWaoh««»  4ev  !SAh|:jV',,' vpn  .«=0 

tM  y»taioD"»bi»  jprtiftr  wahttiid  beim  WaehseB^von  jfcaÄ  him^OBm 
die  Zahl  ^=Var+j:«  +  a:  wächst'Vöii  tr^O  bfe  =  .   '••  "^' 

ein  einziger  rali  vorkommt,  wo  p  =  i  m,  wo  also 


w4jr4,:4».  h.»  wo  ^  W  ÄJajdroiw»  w<^^€^  j^ippi. 
Auch  findet  n^^n  leicht,  .dass  zwi^chcin 


^  .'\y 


-'•»; . , 


^==5*   und.  :r=.l. 


genauer  ^=ö"   ^'^d  a:=|7r 

„       a:=0,58  und  ♦::t6,6  i     ) 
„        .r=0,5Ö  und  a:=0,5d 


dter    vVerth  T-7-^2"  ^"®  +»  durch  0,  in  —  übergelilt. 
:Eä  ist  dabei,  weil  ''   \. 

' .1  .         ■       •  ■  }   .  ■ .      .   : 

1  ^      ■  ■• 


M 


i-—     ■    •■   '■■• 


il 


uiM''  -■•    ■  .   /   .    -p!  •'      \ 


also  /:r=l — (o:  +  V  a:+x^)  ist , 

auch       •-  ■  I      '•■  :•   '      ■  ^>      ■.:    ^   ' 

'^""  ar  ""  0,58... 


ISfl 


»Iglich  v.l>o 


'  ..^1, 


:  j  ^^^  -   .=ir-?»w  ohngeßhr 
'      ^      =0,394... 

II)    Was  nun  das  fernere  Wachsen  der  Zahl  oc  von  x=^e  bis 
r=QO   anlangt,  so  ist  zq  tiefli^rkeb ,-  dass 

l)  Die  Zahl  7=  V  J? ^4^M:r  dabei  gleichfalls  stets  wSchst, 
on  T=:V7+i«-c  ==0,46082^  bis  T=  V5H=5b"5^«<i^. 

1,1)  Es  ist  n&nlich  T  stets  wachsend,  weil i2 T stets positiT, 
.  h.  >0  ist;  denn  wollte  man  annehmen,  es  glibe  einen  Werth 

T^O,  so  raüsste  für  denselben  "  '''   1-^    "^"^     ^   *''* 

ithin,  da  €/:r  nicht4)'^ill''StiHi;'r^  'V    •;..,   .iiioVV  ü-.I.noß  nv>,{  m->fj 
■w.\   i>nj:  .l\::=:t.^Oi[):-; //  ',.v.\)   ixi   11:;!   -f,!-    j.;^  >.>:f\^\   \s\')^'u) 

1  +  4 jr  +  4a:*^  4  ar  +  4a:*,  •  "/n «j  i;<vi  / 

h. 

1=0        ' -'v\» 


in,  was  nicht  möglich  i(|t./  j^_       •-  i  ^ 

1,2)  Es  ist  aber  ferner  T  stetis  J^W*  wnn  wäre 


1   J   "f  - 

W*  «enn  wi 


/r      kA^i~«  "*^wo  ^  stets  positiv   ist, 

wSre  ■  ■""''^'"' 


17« 

oder  flt'^uUäi 

ar(2i<-l)=--Ji«, 

I  i  <  #  i 

also  ^ 

da  nun  aber  jr  positiv  sein  soll,  so  muss  2^1— »1  n^ativ,  ake 


-'   .  — 


•  I 


also  T  stets    <ör  sein.  ,, 

Es  ist  aber  ferner  zu  beachten  ^  dass 
2)  bei  dem  Wachsen  der  Zahl    ar,,V|On   x=ze  bis  ;r=Q0  9  andi 

die    Zahl   P=/^j)  «teta^tiädist,  von  jP=^«A)=30biaP==«'*" 

dass   also  nothwendig  wenigstens  einmal  P  so  gross    wird,  ns 
dem  betreffenden  Werth  von  T  gleich  zu jseim  !  '.      . 

Gesetzt  diess  sei  der  Fall  bei  dem  Werthe  xzzzB,  und  zwar, 
wenn  mehrere  solche  .Fälle  vorkommen,  so  sei  x^=B  Innerbai 
der  Grenzen  x^^e  bis  X'=^oo  def 'kleinste  solche  "Werth  von  i» 
der  die  betreffende  Gleichheit  herbeiführt. 

Um  nun  zu  untersuchen,  ob  noch  ein  zweiter  u.  s.  w.  solcher  Fall, 
z.  B.  filr  x:=zB-\rX9  vorkommt,  kann  man  in  folgender  Weise 
verfahren: 

Es  ist  allgemein 


1 

X  * 

l  +  2ar 


••' 


L 


mithin  da 


folglich 


1+2^-2 V^+^  .« 
2V¥+a:« 


.  2^<2l/^i7F^, 


l^-2a:— 2y"ar+a:«<l 


/ 


w» 


•  •      •  i  j 

'■.■»-■<■?    ■;./::-  •    ^f  y  <'tr77 — i^^do:,   .-.-y  .■: //     .  .-»   '■.:.; 

Ja  aber  ferner  Va?  +  a;*>d:,  also  um  sa  mehr  Hoch  2  Va?+«'>ir, 

1  l      '  ■  '       ''        '  1 

tlso   2Var4-  *  '^~*     ^^  ^^  ®*  ^ehr  noch  dT<— Ar    ist,    so 

olgt,    dass    allgemein  (Cttr  ^den    unseiret  Werthe    Ton  x)  stete 

Es  ist  also  auch  fiir^är>!ß  noch  immer  dT<,dP.  Daraus 
'olgt  aber,  dass  die  Sumiire..cier\zu  xzs^B  bis  x^B+Xi  gehörigen 
rar  einander -ffolgeiidenl  \Yert1ie  ^n  rijTikleiner  ist  als  die.Swime 
f^on  eben  so  j^ielen  dazu^gebörfgen  Werthen  Ton  dP,  dass  also 
^eim  ferneren' Wacnsen  von  P  und' T  die  Zahl  P  kein  zweites 
Hai  gleich  def  Zmhl  2*' werden  kaina>  dass  alsQ  auch  f9r  jc^€ 
mr  ein  bestimmter  Wert b  von  o;.  der  Gleichung  > 


/0)c:  +  V^i:««-^* 


I  ' « . 


venüge  leistet« 

Auch  findilt  map  Ie^:h)t)  .4fW  ..   v 

"^  zwischeiDf  a?rc4  und  ^=:5  « 

genauer  zwischen  ;r= 4  und  a:=4,5 

''•"•"■    '■    '■   '„     ■  "  •    „        x:sz0  tLnä  x^ifi 

,    »,  „       07=4,3  und  :r=:4,4 

•  W.  ••  ^''■•«  ■'  ■"ar=s:4,35  und'-4r«:fci,4--        -    ^'^  «  'T-''  '  ■' 

.•  ,.*».    1     ^  ^ ,  a:=4,36  und  ar=4,4 

nd  endlich  zwisd^^n  ar==4,36und  :r=  4,37  die  Zahl  7^^  aus    Hh 


(3^ 

nrch  0  in  —  übergehh*  ,  . 

Ist  aber  d:=4,3Q...  ttid 


/(j)=x^a?4.V'a?  +  a?«, 


■•v:v.  --7füLi-^_«.^^xrr-::5.     .,;_,,.,^  .-,^.^.,. 


«p 


lx=^i — a:+  V"a?+a?* 


■    «  I  ■  ■'     a  i  .  ■  <  •  a  •      ' 

»  :     •   • . 

•    a  '■'.  »  ••■•I  i'*ii>.'i> 


:»r/«.T=i^^= 


y=^; ...  /  f.A     ,  =p^  '■'.    ^.  n  =1,39.... 

Iiiea  xir.  ^^ 


m 

^.  8.    Es   finden  also.  fOr  ^=0,85...   und  fOr  a=z4J3fkj. 
Maxima  der  Steilheit  des  Curyenelementes  statt/  bei  welchen 
Curve  eine  Wendung,  ^ih^cbt,  d«  ,hv  ^9  positiver   Convezit^i 
neeative,   oder  umgekehrl;-  Gbel^äbt,  indem  (bei  coostantem 
bekaiiiitlicli  ^ip  allgemeine  Formel  fär  den  Krünunungsradias 


l 

'V. 


.  Mmy 


'      "  . .  .      t  i      I .    ■      .         '  ^     '  ,       i  ! ,  I       ;  .    ■        ,      1 1  --.  I 

A^ff'iffreitiMi  Dlffetentialffliiltle«ten{/^^f43^  hatr'n 

Mfi  i-fc.v«?»  r*-  -qbfjPgrft,  ivenn  dij^|ser  %in^r  a^s.-T^lli  f  ^,flber|( 
^  ^"f.  9;<  Es'isi'äbo  dtö  Cunte  gegen  4I16  AhtiüsscaiaiBi.j?  sii 

zwischen  x^O  nftH  arirlÖM./  cf)*fV'ex,'  -^'^^^ 

zwischen  a;=0,58  und  a?=4,36...  concay^v 
zwischen  a:=4,36...  u«id.^;;=)fao  .c#nive]^;(     V* 

bei  x=0  Ist  y=0,  V  - 

bei  ar>0  bis  a:<e  wächst  y  beim  Wachsen  von.^,     , 

bei  j;=e  erreicht  y  das  Maihkum^'V^r  s^hcfr'CItösse/- 
bei  j?>  e  und  .  <  ao  timmt  ji  Ab  .b?*OK  iWi^hsen  von  x, 
bei  ar=QO  wird  i^=l*  -     . 

6.  10.    Substitiiiren.wk.übediaupt  in  die  bekannten  allMi 
nen  Ausdrucke 


|5' 


für  das  Element  der  Cmrej    ;.         <&=  V(£/a:)*+(rfy)2, 

für  die  TajpBente  derselben         Tg. *  =  ^ —      dv^        . ' .  . 

für  die  Subtangente  Subt,*==-^ — > 

für  die  Normale  Norm,  i  =i  iYidx)^+(d^ , 

\  da? 

für  die  Subnormale  Subn.4r=  ^t-^* 

dx 

für  den  Krümmungsradius  ^=-         d^^^^*^ 

■  « 

die  betreffenden  Werthe   von  y  und  d^  und  eP^r,  so  erhalten! 
nach  gehuriger  Vereinfachung: 


fn 


'   ^  \ 


•  1 . 

•  ■    » 


Subii.,=a(V'j);.ii:^, 

•    ..  .  »T- 


p— J 


ar«.  V^[-a>- (1  — |!t).5Lr+(l— &;^ 

r  erMhen,    das«  in  federn    dieser  AusdrÜGke  die  Grffisse 
eine  wichtige  Rolle  spielt. 

aber  die  GrOme  1-^be  eififache-  Formen  arniimmt^  trenn 
Potenz  von  e  mit  einfachen  eansen  oder  gebrochenen  "ta^ 
n  z.  B.  ar=e^,  e*,  c*  etc.  li,  ^k..  er-^,  e-'»...=r^  wiril*, 
nn  lx=:L^=:nle=:n^  also  1  —  te=l — n  wird,  während 
iigfeich  die  in'mehreren'di^se^Fortaielnyörkommende  Griisse 


■i •  • .'  , I        .■  ■  ■  ■         .1     • .; 'ii 


■  I 


wird,  so  wird  in  dieaem  Falle  jed^  der  betreÜMidiw  Fer 
nfacher. 


I  \ 


11.    Der  vriebtiaate  Fall  Ut  ^er,  wobei  «=bO,  fli*»  te^eO 


da 


sl  ist.    Es  ist  dann 

Tg.^ÄVa,  i5;ubt.5=;sl*  Subn.Ä-1; 
Rz=+^^      -       Norm,  s = V2". 

2.    Gehen    wir  jetzt  zur  Berücksichtignng  der  negatf?en 
von  y  und  auch  der  negativen  WertCe  Ton  x  ifber,  so 
es  zunächst  wcfsentlich    aarauf  an,  ob  o:  als  eine  gerade 
I  eine  ungerade  Zahl  auftritt. 

13.  Ist  nämlich  x  eine  ser^de  gapze  Zjihl,  oder  ein 
sr  Bruch  (d.  fc.  e&n  Bruch,  d^,  wenn  er  durch 'Anfbebeb 

Factoren  im  Zämef  und  Neniier  auf  die  einfachste  Form 
t  ist,  einen  geraden  Zähler  und  einen  ungeraden  Nen- 
I,  oder'ist  x  eine  gerade  Irrationalzahl  (d.  h.  eine 
(Izahlf  die  das  Doppelte  ist  von  einer  anderen  Irrational- 

B.  =3^,  wo  TV  also  ganz  oder  gebrochen  oder  irrational 
in,  so  ist 


im 


) 


y  = -V^  =  yV«=±y"  Vü 


SO  dass,  wenn  V^2»  rouglich  und  positiv  ist,  sicher  y  zwei  Werthe 
bat,  eioen  positiven  u n d  einen  negativen  möglichen  Wertk. 

Was^  insbesondere  den  Beeriff  Irrationalzahl  betriit,  m 
ist  eine  Irrationalzahl  nichts  weiter,  als  „eine  Zahlenerosse, 
„deren  Verhältniss  zur  Einheit  nur  durch  unendlich  grosse  Zahlei 
„genau  ausgedrückt  gedacht  werden  kann.    Z.  B. 


7r:l=:3,t4199....:l, 
=  314159  ....:l 


IUI 


I    1X1 


Auch  i$t  z.  B.  von  den  beiden  Irrationalzahlen  0,1311311 1311 113.«t 
und  0,20226222622226...  die  letztere  sicher  im  Verglich  zmr  c^ 
steren,  in  unserem  Sinne,  gerad.  Die  Irrationalzahl  ist  uns  alff{ 
ein  Bruch  mit  unendlich  grossem  Zähler  und  unendlich  erossea 
Nenner,  und  es  kann  bei  ihr,  sowohl  beim  Zähler  als  beim  Nei- 
ner,  gefragt  werden,  ob  er  gerad  oder  ungerad  ist,  gleich  wie  diev 
bei  einem  gewöhnlichen  Bruche  gefragt- werden  kknn. 

§.  14.    Wurde  man  hierbei,  wie  wir  es  oben  stillechweigeili 

getban.  haben,  annehmen,  dass  alle  Zahlen  x  (aUo  aat^b  aUe.  ||t- 
rocheaen  und  alle   Irratiunalwerthe    x),  wenn  sie  in   BmdiiNa 

als  ^ ausgedrückt  werden ,  einen  und  denselben  (constaiileBJL | 

unendlich  grossen  Nenner  u  haben  ^),  so  würde  dieser  ausdrücken, 
wie  viele  ax  in  der  Einheit  enthalten  sind,  und  der  Zähler  |  wurde 
angeben,  wie  viele  da:  in  dem  betreffenden  Wertbe  von  x  eotiiai" 
tea  sind.  Die  Zahl  u  müsste  aber  dabei  entweder  nur  eine  off-i 
gerade,  oder  nur  eine  gerade  Zahl  sein,  und  es  würde  z.  B. 
messen '  Jt^in ,  (damit  die  Einheit  und  jede  andere  ganze  unser 
Zahl  ihre  Bedeutung  als  un«;erade  Zahl  nicht  verliere)  die  ZaU^ 
als  ungerad  zu  denken.      Es  käme  dann  nur  auf  die  Frage  ai^j 

/  ■*: 

u     f. 

ob  I  gerad    oder  ungerad   ist,  um  zu  entscheiden,  ob  y=:^  i\ 

=  V  (  — )      zwei  oder  nur  einen,  oder,  falls  —    negativ    uad 
gerade  ist,  gar  keinen  möglichen  Werth  hat. 


Man     hat    nämlich     bei    constantem    ungeraden    Werthe 


u 


1)  wenn  x=:  +  —,  also  y=f -j    =  V  (  1.  j  ist: 


*)  Das«    niso  Jeder  mögliche  Werth   von  x  durrh  5.  miC  coo«! 
anendlich  grossen  U  erreichbar  sei. 


fei 
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1,1)  bei  wgeradep  WertlieD  voD  ^  blass^positive  Wcirtb«  von 


i«2)  bei  geraden  Werthen  von  I,  sowohl  positive  als  nega- 

■  ■         ^ ^ 

tive  Wirthe    von    y=±^fiY;  '  ' 

f   ______ 


I  wenn 
I 


=V(-i)'' 

i  ■       .  I    .       •  .  ■■  '         .  . '  ff     '!    »     ■  •.        •      f- 

\bo,  4a  u  ungerade  ist,  so  dass  5=V   _(  ~  )    ist/ 
2>l)  bei  ungeraden  Werthen  von;   |,  bloss  negalite'  Werthe 


von 


y,  indem  yzzr^Y  ^^.V  ist; 


2,2)  bei  geraden  Werthen  von  |  keinen  miiglicheo  Werth  von 

y,  indem  dann  ,y=db\/  (  — j     unw^g^icb  ist. 

f.  15«    Berficks^htig't  man  aber/  dass  .fiir  eine  Irrationalzahl 

liedit  wohl  ihr   Verhältniss  zur  Einheit  durch   einen  Bruch  — 

u 

unendlich  grosseui    Zät^ler  und   unendlich    grossem  Nenner) 

;estelU  gedacht  werden  kann,  (ohne  dass  darum  auch  fär  ver- 

iedene' Irrationale  Werthe  von  i^  die  Nenner  u  der  Brüche  wie 

'  dieselben  sein  müssen,  berücksichtigt  man  weiter,  •  df^tm  ür(  bei 

|(n«im  stetigen  Wachsen  sicher  auch  Werthe  erreicht,  di^  als 
Adhe  mit  geradem'>Nenner  (bei  ungeradem  Zähler)  auszudrülcken 

Hd,  indem  z.  B,  j?=ä>  oder  a:=Q   u*  s*  ^«5  durch  x=—     mit 

2  ^  8  ;.r««   . 

i geradem  Nenner  u,  sei  u  auch  noch  ^o  gross,  hie  absolut 
Haa  ausgedrückt  gedacht  werden  l^annj  so  sieht  man  leicht  ein, 
«•  man  hier  nicht  nur  $,  sondern  afach  u  als  verSndeHich  den- 
«I  miiss.     Es  versteht  sich  dabei  von,  selbst,  dass  der  Bruch 

(durch  Aufheben   der   gemeinschi^ftlicben   Factoren   im   Zähler 

d  Nenner)  auf  die  einfachste  Form  gebracht  ansunehmen  ist, 
eil  sonst  ein  und  derselbe  Werth  von  x  in  unendlich  vielen 
rschiedeneii  geraden  und   ungeraden  Formen    in    Betracht 

lue);  Äuis  also  in  dem  Bruche  —    Zähler     und    Nenner     nie 

^Ichxeitig  (d.  ,h.  iur  einen  und  denselben  Werth  von  x)  ge- 
d  sein  kOnnen. 
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Wird 'dieffVotaiiKgesetet,  so  sind  mir  fdlg«ttde  FMe  iBögfich: 

1)  X  ist  positiv,  also  xz=,-\-—\  dann  ist  ' 

^  .    J    * 

14)  %  ist  eera4»  also  u  ungerad^  dann  ist 


y 


d.  h.  es  giebt  flir  ein  gerades  $  sowohl  ein^  ne^irren 
einen  positiven  Werth  vony. 

1,2)  I  ist  ungeraderes' mag  dann  u  fi^erad  oder  ungerad  seiii,  H 
bat  doeh  ff  pur  den  einen  moglieben  W^^tth  i . 

3)  JT  ist  negativ,  also  j;=:---,  also 

=vTir=(-0'=(-k)^ 

Ist  nun  dabei 

2,l)Sgerad,  also  tt  ungerad,  soistT  — |^j  =  —  f  j- J  , also«^ 
gativ^  mithin  y  unmüglieh.  1*^ 

,   Ist  dagegen 

2^2)  I  ungeräd  und  es  ist 

2,31)=  auch  7i  angefad,  so  ist 


(-i)'=-fi)' 


also 


-->r(iT=-(p. . 


ahso  ein  negativer  (aber  Icein  positiver)  Werth  vi«  I  , 

vorhanden;  '  :  k 


V 


m 

2,22)  u  geradk^  J8t       iY^A 

^  V   i  /        — "  - 1      I  i  —  yv 

also 

V  '■  i 

folglich  ein  positiver,   aber  keMi^Uf^tlfer  WehH^  rWft 
,  jjoriiijnden.  ^      ^^^^   j^^^^  .     ^;:r'^^r., 
§.  Iff.  'TSiS  gieb't  aU<i,  i^eob  o;  posiHir,  also  ^-f  q^st, 

I)  indem  Quad^al^ti  (rfsXi^tF)  s^  jedfeHi  Wertbe  tod  x=:  +  q 

Den  dazu  gehorigeo  ¥^ertli  y;TF/f  Vvj ,  .and  4i«:fjiei(»iiHpi|ieil4f)r 

irch  die  Gleichung  y=i  -{-y  q  bestimihton^  Piihkte'\ bildet, ,  wenn 
fku'a  irt«1fi<g  w(ft<£lifetAr  dMb;  m»  ünunterhreeBeiiÄ  Orftef  einen 
szogenen  Curvenscbenkel ,  den  ivir  bereits  oben  beschrieben 

kben ;  •  •■  I  «^  Liii;    «v  /  ^  >  •  '    «'  1 

II)  in  dem  Quadranten  {■{-X'^Y)  nuf*  2u  jedem  geraden  Werth 

^^-\-q  emen   dazu  gehörigen  Werth   ^= — V  9  »  und  die  Ge- 

immtheit  der  durch 'die  Gleichung  ^i=—^Y^  bestimmten  Punkte 
|l/d|et,Mval  ,|uir;.di^>^fdt:a4eD  Wcr^J^^^  KWl  (^'ü>effäcMdb<lgt  nf^riJM^ 
ne  unterbrochene  Linie,  emen  punktir^  ^ehild^^t'^H  denbeih 
m  Curvenschenkel ,  der  (als  ununterbrocneu  erdacht)  dem  In 
mQuadr|tQtfn.(-|-iF4rrl^Ji?g^nd|MPiige|eiibil^  ist.    Es 

hlen  aber  in  ihm  diejenigen  Dil  den  deti  Punkte,'' welche  zu  un- 
»raden  Werthen  ^(Qiii  f  g0b«ireilk;>i;  ';  : 

§.  17.    Setzen  9i)9ryitLtmwfpi»f9^l'Ü^ 

iDy=V  —  y,  so  giebt  es 

lUjr  in^emjQffidraiitfn  (-rfi&Hl^mije  $11  jedfi|Hielehen  Werthe 

m  q:^A-r.'he\  dem  sowohl  u  als  ^  ungerad  ist,  einen  dazugehö* 

gen,  möglichen  Werth  ijon  ^,  tiämlich;:    ' 


17    ;. -i  •    ;     :•  '   •'!(»    (^ -Ä  ■■!;I»    -ti.n-    .-'  i-.^--'    '         .'  -- "  •> 


i^^i^ ^?»  Qj!?drÄ»t^P,;(^^.+  ^  .»*ppr  nur  zu  jie4ei^tso(^f|ifn 
^ertbe  vo^i^jjf;=;jj^,.  hei  dem'J  ungerad.«,  k  aber  gera4  M,  el^u9if 
Lzn  gehörigen  möglichen  Wejith  von  y«  nämlich: 
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s=:4^  (8i<sfae  S.  15.  Nr.  %22). 

$•  18«/  \Oit  wir  obeil  gesehen  haben,  dass  zu  ungeraden  We^ 

then  von  +x  nur  positive  Werthe  von  yx  gehören»   und  da», 
wenn  ar  die.^Werthe  hat:     ,. 

[=5«];  (> «  n«d  <op) ;(:«o ) 
Äucfc  4/^  die  dazu  gehörigen  Werflie  hat:     ' 


e  « 


=  [VT];«  V7  und  >  1) ;  (=:J)  ,,,.;;;  ^ 
und  da  d^,  was  von  einem  ungeraden,  orjind  den  dazu  geh9ri|ii 
Werthe    STx  eilt,  auch   von  dem  uneeraden  Werthe.  von ,  q  nti 

...    .1         ■    ;.r         -.■■,■    •  ■■'■•■  ■■;.■.:•      ;•;..'..  :    -. 

dteu  daza  gehSrieen  Wtertfae  Von  V«  gelten  muM,'. so  Ibttt, "ai$, 
wenn  a  die  Werthe  hat:  ...;..  ...  .,_ 

,      ■  •  ..,'•■■■••  I 

■■■     i^=(^);(>^,und<l);(=l);(>Iüiia<«)V.'*-;'- 
[=e];(>c  u'nd<oö);(=«)        '.       • 

4 

auch  die  Grosse  die  Werthe  haben  muss: 

-j— ==i(+c»);(<oound>l);(==l)/<lünd>  ,-i-V 

[=-;^];(>,^und<l);(=l). 

§.  19.    Wollten  wir  daher  in  dem '  Quadranten  (-A- K)  f3i 

Werthe  der  in  ( — X)   zu  nehmenden   Abscisse   q,  die   zwischeo 

^=0  und  y=^    liegen,.jene  un.unt erb  rochen  gedachte  Curve 

construiren,    für  welche  bei  jedem   solchen  Werthe  von   q  ein 

1  1 

y=:— - — in  Betracht  kommt >  das  also   die  Grosse  - —  hat  vji 

In  der  Richtung  (-— F)  liegt,  so  wurden'  wir  die  eben   angebe 

1 
neti  Hauptwerthe  von  q  und  von    - — benutzen  können. 

VT     ■ 
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Um  aber  die  ip  di^se^  Giirve  Totkoinmetidenl  Wetfedapüiikte 
1  bestimmen'»  hfitle  man  zu  berück^ktig^n,  datM>:;  i«--  •-    r  ..:i  .1 

rfy-+— -  rf»  und  ^ä  _  -r-n        r:: 

\,  und  dass^aqs  dec  Gleichung 

(/y_l)«_29(i9-l)  4-9=0, 
SO  aus  der  Gleichung 

«0)'-'"'(9+«=»- 


5r  Werth   von  / 


(^x       ■  ■   ■      ■...'■ 

—  I  gefunden  wird  ais 

Ifr^ . '  FAS .  iü ,  WeeentliciieQ  dajsselbe  int ,  dass,  wenn  diese  Glei- 
iwig  gelten  «oU  in  !i  .  ,   ., 

'  ■  !  • 

,    I         *  •      '        ■  ■  ■  •  ^      I  ■  .  ■  ' 

!.;ii     ..;,    ■ ':    :  .      IqA^iq  + 1) ±  V  t^ 9+  9«. ' 

sin  moss.  i 

Diaraus  wdrde  sich  sogleich  erj^eben,  das4'  ffir  Werthe'  von! 
d1e>0  und  <1  sind,  diese  Gleichung  nicht  muglich  ist  ^zu  un- 
Qg!U,^en,..Wert1len  von  Iq  föhrt),  dass  also  zwischen  ^=0  und 
=  1  für  diese  Curve  kein  Wendepunkt  existift. 

Daraus  wdrde   femer  sogleich  ersichtlich  sein,   dass>   wenn 

-  •  "■  ^  ,  ;  •       ■      ■  (  •  .    *  • 

c  1,  also  y  —g  +  q^  möglich  ist,  nur  der  Werth 


/9=:-K9+l)-V-9  +  9* 
'^qhjbar  isein  kaqn,  indem  ohnehin  g>/9  ist  (weil  e'vy/a»  4» 

e •••..'■ 

SV^  iaIXi  also.um  so  mehr  noch   ,  ,;  . ,  .  . 

\\  .  •  . 

(fl'  +  l)  +  V-9+9«>/9 

L    Daraus  würde  folgen,  daSs  zwtecheb  ^rtzrl  "und  9:±:x'  nur  ein 
^enS^ttnkt  vorfcoramt,  und  dass  ßlr  Ihn 

*    *     .  ■ 

■  ■■■■■"■•■•    •■•■  ■?9-iLi.(9  +  i)-v:qrF9»"-  '•    ■  •'   •■ 

"...  »-,-'■,'  «  •      . 

• 

\ß  musss!  pff^fipan  nrürde.lef^  finden, 


•  •  • 
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geDaaer  zwischen  0=4jS;«Dd.«e=&    l      ""   ■U'^*»",  ...  -,:    _■  ; 
^  ^  „         ff=4,6uiid9=5     (      (y+l)-V^— y+fl" 

;;,,"         i„        9ras4,6  <md  9=4,7.    ,au8  +   itft  — «bergeht, 

u.  s.  w.  ■•  ....  ,        ■ 

-   •• 

l  ■        .■ 

60  dass  der  gesuchte  Wendepunkt  su  eiu^jn  W/Brtbe  von^^.geUi^ 
der  zwischen  9=4^6  und  9=4,7  liiegt/iitld  dass  dabei 

i 

STq  V4,6.. 


ist. 


■l    '    \i(}) 


In  dieser  Curve  liegen  natfirlich  auch  ^IU  Jene  Punkte»  die 
durch  die  Gleichung  y=z\  x  fUr  den  Fall  iiestinimt  frerden,  k 
welchem  ^=  — ^  und  9=='  sp  beschaflhir^ist,  dass  sowvAl  { 
als  u  ungerad  ist.  '    "^ 

C.  '^.'  Das  Bild  der  unttirterforoelien' g6tfacirteil'Calfk|' 
welches  in  dem  Quadranten  ( — Ä+Y)  socoDstrui#t'weMi^k(iWiN['lt 
dass  in   ( — X)  die  Abscisse  =9  (abgesehen  von  der  RichtiUM; 
also  Tom  Vorzeichen)  >0  nnd  in  -  d)er  iCditi^bff  (-|-  F)   die  Or£ 
nate  y   eenommen  würde,  wenn    zu  jedem   Werthe   von  9  A 

y~  +  "2T — gehörte,  bedarf«  alis  ein  blosses  Gegenbild  der  im  vo« 

■  VV  ■■'•  :        -      ■*. 

rigen  Paragraphen  erwähnten  Curye,  ^o  j/^-^-r- — ;   y<:^r, ''ke&ei; 

weitern  Erläuterung. 

Da  es  alle  Punkte  umfasst,  die  durch  die  Gleichung  jy=-f— 

.'■        '.    ^*   ■     ■     ■•  '^^ 

in  der  angedeuteten  Weise  bestimmt  werden,  so  umfasst  es  aocl 

alle  jene  Punkte,  welche  durch  dl^  Gfeichütig  j^:=rV^  furdetihi 
bestimmt  werden,  in  welchem  xi^^'-^-q^tH-^--'  Bo    beschaffen /M 

dass  I  ungerad,  u  dagegen  gerad  ist. 

»    ;        '     t   ■■  •    : 

X 

;.,  $^.,21..  Die  Curve  v=V^a;  ha,t  also 

I)  in  dem  Quadranten  (^X-{^  F)  äinen  gdzogenten  iSicbenkth  W 
welchem  kein  bildender  Punkt  fehlt  ;| 

II)  in    dem  Quadranten     (-^X —  F)    einen    punktirt   gebildet« 

Schenkel,  in  welchem  die  zu  ungeraden  Werthen  von  j;=^,  abt 
lu  ungeraden  Werthen  von  g,  gehörigen  bildenden' Putlkte  feUetr' 


1 


III)  in  dem  Qttadranten  ( — X — F)  einen  ounktirt  gebildeten 
Schenkel,  in  nelchem  diejenisren  bildenden  I'iFnkte  der  Curve  Tehlen, 

1)  welche  bei  x= — -zu  geraden Werthen  von  S  gehüreii,  sowie 
'2)  jene,  »eiche  zu  geraden  Werthen  von  u  gehiiren; 

IV)  in  dem  Quadranten  (— A'+F)  einen  [lunklirt  gebildeten 
Seheitkel,  in  welchem  diejenigen  bildenden  Punkte  der  (ununter- 
brochen gedachten)  Curve  fehlen,  welche  hei  3;  =  —  — 

I  1)  zu  geraden  Werthen  von  g  gehören,  sowie 

3)  jene,  welche  zu  ungeraden  Werthen  von  u  gehüren. 

g.  2Q.  Die  Zeichiiune  auf  Tal.IIl.  soll  dienen,  die  Curve  y  =  V"i 

zu  ver^innlicheii.     Öie    Unterbrechungen  einer  Linie    durch   oimri 

soll'etiie  uneudHehe  Erstreehnna  andt&tetl.  1       >  t    ' 

'  §.  23.     tVterktvSrdig     sind    die     verschiedenen    Ursachen     des 

,    Fehlens  bildender  Punkte   in  den,  den  verschiedenen  Quadranten 

aogehürigen  Schenkeln  der  Curve. 

Im  ersten  Qaadranteik  -(-1- J!-|-  Y)   fehlt  kein   bildemler  Punkt. 

Im    zweiten    Quadranten  {^X —  Y)  fehlen  die  M  ungeraden 

Werthen   von   x  gehrlrigen  bildenden  Punkte,    weil  die  ungerade 

ate  Wurzel  ans  einer  positiven  Grösse  x   keinen  Werth   von  der 

Form     —  ^x    hat. 

Im  dritten  Quadranten  {—X—Y)  fehlen 

1)  diezugeradeu  Werthen  von  x  gehürigenhildendenPunkte  der 

Curpe,  well  die  gerade  —  a:te  Wurzel  aus  —x,  d.  b.  V— ai, 
unmöglich  iül; 

2)  die    zu  g;eraden  ^^  ertben   von  —  -      gehörigen     bitdendeu, 

Pnlikte  der  Curve,  weil  bei  geradem  Werthe  von eidi 


Werth  - 


/INI  -' , 

■*["]'    für  V  ~x    nicht  ex'istirt, 


Im  vierten  Quadranten  {—X-{-¥)  fehlen 

1)  die  zu  geraden  Werthen  von  x  gehörigen  bildenden  Punkte 

der  Curve,  weil  für  gerade  Werthe  von— ;£  die  GrÜBse  ^—x 
unniuglich  ist; 

2)  die  zu  ungeraden  Werthen  von gehSrigen      bildenden 

Punkte  der  Curve,  weil,  bei  ungeraden  Werthen  von .Alu 


Werth  +  ^-Ji  für  V  _.r  nicht  ewstirt. 
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Heber  eine  fniomonische  Aufgabe.*) 

Von 

Herrn  Dr.  Benjamin  Witzschel; 

Lehrer  der  Hatheniatik  und  der  KaturwiMieiMchaflteii  wn  Gymueu*  ■ 

Zwickau  im  K.  Sachten. 


Auf  einer  Horizontalebene  stehen  in  drei  Punkten  A,  B,  Cf 
▼on  deren  gegenseitif^en  Entfeniungen  nur  eine»  z.  B.  AB,  bekannt 
ist,  drei  vertikale  Stäbe  A^A ,  H'B,  CC  von  gegebener  Länge. 
An  welchem  Orte  der  Erde  und  an  welchem  Tage  .des  Jahres 
wird  es  sich  zutragen ,  dass  das  8chattenende  des  Stabes  Ä'A 
durch  den  Fusspunkt  B  und  C  des  zweiten  und  dritten  Stabe«, 
das  Scbattenende  des  Stabes  B'B  durch  den  Fusspunkt  C  and  A 
des  dritten  und  ersten  Stabes,  und  das  Schattenende  des  dritten 
Stabes  CC  durch  den  Fusspunkt  ^  des  ersten  und  somit  auck 
durch  den  Fusspunkt  B  des  zweiten  Stabes  geht? 

I.     Aufiusung. 

Der  Einfachheit  wegen  stelle  man  sich  vor,  dass  die  Sonne 
innerhalb  24    Stunden    sich  um  die  Erde  in    einem   Kreise  der 

*)  Zu  dieser  schon  ziemlich  alten  aber  gewiss  nicht  nninteresaMten 
Aufgabe  liatSchooten  in  den  Zusätzen  zur  Geometriedes  Cartesiii 
eine  numerische .  für  den  jetzigen  Stand  der  Wissenschaft  weituchweifige 
Lösung  beigebracht.  Die  am  genannten  Orte  gegebene  Fassung  der 
Aufgabe  ist  folgende :  Tempore  vemo  erectis  alicupi  tf  rrarom  ad  per- 
pendicuium  tribus  baculis  in  piano  horizontali  in  pbnctis  A^  B,  C^  qoe- 
rum  is  qui  in  A  sit  6  pedum,  qui  in  B  18  pedum  et  qui  in  C  8  pedom, 
existente  linea  AB  33  pedum:  contigit  quodam  die  extremitatrm 
umbrae  baculi  A  transire  per  puncta  B  et  C,  baculi  aatem  B  per 
puncta  i4  et  C  et  baculi  C  per  punctum  i4,  unde  fit,  ut  etiam  per  punctaa 
B  sit  transitara.  Quaeritur  jam,  quo  terrae  loco  atqne  anni  die  httc 
eTeaerint? 


Uimmelskugel  bewef;e.  Der  Mittelpunkt  dieses  Kieiees  lie^t  in 
der  HimnieUaxe  und  eiilferDt  sich  von  dem  Mittelpunkte  der  kngel 
lUm  den  8inus  der  Deklination  S  der  Sonne.  Der  Radius  dessel- 
ilbeQ  kreises  ist  dem  Cosinus  der  Deklination  3  deich  zu  setzen. 
Ks  werden  demnach  die  Richtungen  eines  innernalb  24  Stunden 
durch  ein  und  denselben  Punkt  A'  gehenden  Sonnenstrahles  eine 
Kegelfläche  zweiter  Ordnung  beschreiben,  als  deren  Leitlinie  der 
von  der  Sonne  scbeinbitr  beschriebene  Kreis  an<;esehen  werden 
kann,  deren  Scheitelwinkel  dem  doppelten  Complemeiit  (n — 2d) 
der  Deklinalton  gleich  kommt,  und  deren  Axe  wegen  des  ParaL- 
lelismus  aller  an  verschiedenen  Orten  zu  gleicher  Zeit  einfallen- 
den Sonnenstrahlen  der  Erd-  oder  Himmelsaxe  parallel  sein  rouss. 
OI>  der  Punkt  A'  nach  seiner  materiellen  Besctiaffenheit  die  Son- 
nenstrahlen ungebrochen  hindurcblJisst,  oder  dieselben  ganz  unter- 
bricht, bleibt  sich  hierbei  ganz  gleich,  indem  im  letztern  Falle  die  er- 
wähn teKegelfläche  von  ihrem  Mittelpunkte  aus  zur  einen  Hälfte  aU  von 
Sonnenstrahlen,  zur  andern  als  von  Schattenstrablen  erzeugt  gedacht 
vrerdenkann.  DerKurzeivegen  wirdinderFolgedieeineHSlnederSon- 
nenkegelidieanderederSchatteukegel  genannt  werden,  wenn  sich  die 
Plothviendigkeit,  beide  Haltten  von  einanderzuunterscheiden,  heraus- 
stellen sollte.  Das  Schatlenende  einer  von  A'  auf  die  Horiion- 
talebene  geßillten  Vertikale  A'J,  die  als  einer  der  in  der  Aufgabe 
em-ähnlen  Stiibe  angesehen  werden  kann,  muss  nun  in  der  Durch- 
«ichnittslinie  der  gedachten  Kcgelflnche  mit  der  Hnrizontalebene 
liegen.  Es  ist  ferner  leicht  einzusehen,  dass  diese  Vertikale  A'A 
oder  der  Stab  mit  der  Axe  der  Kei;elflüche  einen  Winkel  bildet,  i 
der  dem  Coniplement  zur  Polhiihe  91  desjenigen  Orts,  in  welchem  | 
der  Stab  eingesteckt  ist,  gleich  kommt.  Die  tileichung  der  er- 
wähnten Kegelfläche  ist  bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  Conrdl' 
natensvstem 


^  +  »'. 


:i'«COta», 


Wobei  d  wieder  die  Deklination  der  Sonne  bedeutet,  und  die  A«  1 
dsr  i'  mit  der  des  Kegels,  sowie  der  Coordinatenanfang  mit  dem  Mtp'  \ 
tel^unkt  desselben  zuisammenßilll.  Hinsichtlich  derWiden  andern  i 
Coordinatenuien  soll  noch  bestimmt  werden,  dass  die  Ebene 
ic'z'  in  der  Meridianebene  des  Ortes  liegen  soll.  Verbände  1 
mit  dieser  Gleichung  die  der  Horizontaleuene ,  so  würde  ma 
Gleichungen  der  Projcctionen  des  Kegel.scbnilts,  welche! 
Scfaattenende  des  Stabes  innerhalb  24  Stunden  beschreibt, 
um  dessen  Bestimmung  es  sich  handelt,  erhalten.  Dieser  Wflg,'| 
Tvtlrde  aber  zu  schon  jetzt  ersichtlichen  Weitläufigkeiten  und  Ver^  J 
iricklungen  fiihren,  die  auf  folgende  Weise  vermieden  werden  köa^'  I 
nen-  Man  drehe  das  Axensystem  um  die  Axc  der  j/,  so  dafii  | 
die  neue  i.'Vxe  mit  dem  Stäbe  A'A  zusammenfällt,  also  du  ' 
l>rehungs Winkel  dem  Complenient  der  Polhiihe  qi  gleich  ist.  Verf 
mittels  der  dazu  gehürigen  Tagesformationsformeln:, 


'^i 


geht  obige  Gleichung  der  Kegelfläche  übei 
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Du  nncb  Jit^sem  iietien  ATensyi^tem  die  Horiznntalebene  nr 
A«  der  X  normal,  oder  der  ar^-Lbene  pürullel  ist),  so  hat  man 
Vlhr'  dieeelbe  die  einfache  fälKienun^ 


vrenn  b  die  Cntfemun^  der  Ebene  vom  Coordinatenaiilaiig,  d.  II 
die  Län^e  dea  Stabes  bezeichnet.  Uiirch  einfache  Substitutidl 
von  b  ffir  z  in  der  Gieichanj^  der  KogeltUcbe  erbMt  man  dil 
Uleichnn«;  des  durch  die  Horizonlal ebene  mit  der  Kegellläche  gM 
bildeten  Kegebchnitts: 

j>lnqi»— €0»  ff*)  ^y'sin  tf»~2ö^8iugJCos?>  \l\%m  tf*— sin 


Mx^  \  JSY—I  Pix  +  ei*= 


'^2^-" 


Q=5ina2~sinq!' 

gesetzt  worden  ist.  Es  ist  also  (O)  die  Gleichung  des 
Schaltenende  des  Stabes  =6  beschriebenen  Kegelschnitts,  i 
die  Polhiihe  des  Ortes,  wo  dies  geschieht,  =91  und  die  Dekl 
nation  der  Sonne  zur  Zeit,  während  der  es  vor  sich  geht,  ^d  angi- 
nommen,  der  Coordinatenanfane  in  den  Fusspunkt  des  Stabes  ual 
die  Axe  der  x  in  die  Mittagslinie  gelest  wird.  Sind  nun  ij,  l 
ßj  die  Längen  der  Stäbe  ^M,  B'B,  VC;  di,d^,  dg  die  EntferBiu. 
gen  AB,  BC,  CA  der  Fusspunkte  Ä,  B.  C  dieser  SISbe,  ¥« 
denen  der  Aufgabe  gemäss  nur  eine,  z.  ß.  AB  =  di,  aU  bekannt 
voroiiB^usetzen  ist;  liegt  ferner  der  Coordlnalenanfiing  im  Fow 
punkte  A  des  ersten  Stabes,  und  sind  die  Conrdinaten  der  Fns* 
punkte  B  und  C  des  aweiten  und  dritten  Stabes  resp.  tfa,  ß^  und 
Bj,  ^3,  wobei  die  a  auf  die  Axe  der  s  und  die  ß  aufdifl  d«; 
y  sich  bezieben:  so  sind  die  (ileichun^en  der  von  den  Scbattei' 
enden  der  Stäbe  A'A,  B'B,  VC  bescliriehenen,  und  anC  eis  iwd 
dasselbe  Coordinalensystem  bezogenen  Kegelschnitte: 

jH(^_«3)2  +  iV(y-ft,)a-2«i,(^~«,)  +  QV=0....(III) 


t91 

1)  die  Fusspunkte  des  zweiten  und  dntten  Stabes  lo  der  vom 

2)  die  H^cbaneiitinie  d»ä  Mz^^tten  Und  drftten  Stabes  durttH'  den 
fe^spunkt  de»  ersteo  ge^ei),.  d.  .Jk  ■    ;  ^ 

3)  endlich  die  Schattenlinie  des  zweiten  Stabes  durch  den  Fuss- 
punkt  des  ^SritteJi.  eiheii^  «Qwi^  We?  Bi|if<^riiqng.d^  ersten  und 
zweiten  Srabes  =:ai  sein,  also 

«a*  +  (Js?r=ÄV (6) 


t.  1   ;.   I 


c',  xQi^  H>  uiiesen.  6.vCüeichiingeq  .enthaltenen  Q,  unbekannten .  d^, 
ß^  4^/^3,4  «*d  =  Ä  ftriimeri^ur  folgen«^ 

; 'iDMßhlSMbtrdl^tion  4er  jGi,  a)  juid  .(2).:.tmi  r^sp,  <3)  iiqd  (4) 
.   ...  ,.?«*, +Mft=e.(*i*-V)i  ««=Ä(*l-*»).v^^.>^7) 

•:.  ■  i  '  ;      .,'1   .i.,'1!    ,  ■■'   •    ;i    ,■    ■■,,:■.     ,■.<    ;-.r;i 

rolglich 


Der  Werth  von  a«— 03,  im  dritten  Gliede  von  (5)  eiugiis^tzt» 
{i«bt 


•      «        1  \ 


'    ''^^*jlr(4-ai)HiV(«^{-«a)2+ö6«ftä=^^        (5)* 

Addirt  man  zur  letztern  Glefchung—Q/^2-fQ63^=0  und  be- 
Oekidcbtigt  (iass  map  Co^— ^3)^  fiir  («sT-fi^^  setzen  kann,   so  er- 

•  i        »..  '         '        ■  ......  I  I  i  1  V 

.;'.•:    I".»-'.  ...     -:      -    *    ...  :r    ....;...■     •  .r.il/J'Mh;   \i 

>der^  da 


«• 


.'  « 
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«(«*-«*)•  +  W(^  -/3|)»-2«»(i^~oa)+«6,«=0...v..^ 

.    "         ■  I  ■  I 

woraus,  mit  Verglelcbuhg  von  (III)»  hervorgeht  ^^Imw  aadi  Ami 
Schattenende  des  dritten  Stabes  durch  den  Fiisspunkt  de«  swei- 
ten' geben  musa.^    > 

Man  fahre  ferner  in  den  Gleichungen  .(3j  und  (4)^  die  unter 
(7).  und  (8)  entbaltßnea  Werthe  T.on.,c%  und  «s  ein.  §o.  ist 

M«^  +  iV/Ja«+  Q6,^=0  ..........  (^ 

Die  Summe  beider  Gleichungen  von  (5)^  abgezogen,  giebt 


2  üfoiBai,  +2iVftft  +  Q(Ma  -  *t*8  +  63^)  «Ö 


.■i.--i 


oder ,  wenn  man    ^Nß^ßz  transponirt  und  hierauf  die   GleichvDg 
qoadrirt>  '     . 


•  •  •  ■ 

t^erketzt  ihan  ebenfalls  in  den  Gleichungen  (3)*  und  (4)^  tm. 
i^/?2^  und  iVj?,2  auf  die  andere  Seite,  multiplicirt  dann  beide  GM* 
chungen  mit  einander  und  vervierfacht  das  Produkt,  so  erh&It  maa 

4  N^ß^^ß^^^A  ilFo^W  +  4  MQiaJ^b^bi + a^'^bi  b^  +  A  QH^iV^. 

Zieht  man  beide  zuletzt  gefundenen  Gleichungen  von  einander  ab, 
und  dividirt  den  Rest  durch  Q,  so  hat  man 

4il!/aaCf3(6iÄa  — Ma  +  ^M+Qibib^—  b^b^  +  63^1)* 
=  iM(a^^^bi+<^HM  +  QAi^Ma- 

Nun  ist 

.=  ^\bAbib2-b^bz  +  bM-(bib^-b^bz  +  f^bi)% 

=  4^2  I6i«(6i62+636i)+ ^,  V63+AiM3*-46i«6a*aJ- 

Diese  Werthe  substituirt  geben,  nachdem  man  das  Resultat  dorct 
Q  abermals  dividirt  und  mit  P^  multiplicirt  hat, 

MQbi^(bib^^b^b^+bM  -  (MQ  -  P^Kbib^-b^b^  +  b^b^)* 
=  MQ{biHbib^  +  bM  +  bif^2^b3  +  6,  V3*)-4(^Q-  P«)6it6«A» 


1   •^')h      ••-'•  ■  • 


.1  >   :. 


•    iifei»+.(iifö-i»)(^u^).a=a;  •    '•;■■, 

n  man  der  Kürze  wegen  :f' 


7  '••' 


t.  Führt  man  statt  der  abgekürzten  Bezeichnungen  ilf^  P^  Q 
durch  die  doppelten  Bogen  von  q>  und  ^  ausgedruckten  Kreis- 
:tionen  wieder  ein^  setzt  also  «  : 

sin  2  g>«  —  sin  2  Ä2 

statt  ilfQ> 

»         ..  *  •  ■  *    '  • 


erhält  man. 


■       ■■  . 

4 

> 

- 

—  ■ 

4 

•                             ■ 

,V   »© 

-/»; 

'  im 

2g)«: 

P 

sin  2^. 

♦ 

I  Ausdrucke  des  Faktors 

leD  noch  einige  andere  Formen  gegeben  werden^  als: 

_*iMl_/J  .JL.  J.W, 


+  A  a  +    A  ft 


T        1    .    1   ■*■*' 


■  ■  *!*«       ^*8        *»*X 

*i'(ft«-^)Hft»«(ft»-fti)'+fts^Ai -  *»)*'     ?"  ^'^^ 


1  XIV.  \* 


<  ■ » 


von  denen  die  beiden  ersten  zur  Vereinfachnng  der  nnmerischep 
BerechnuDg  dienen  dürften,  die  beiden  letzten  insbesondere  aber  bewei- 
sen, dass  der  Werth  voii  ^^^  's|6ts  positiv  sein  mnss.     Es  soll 

daher  atich  )n  der  F^olgb  dieser  Faktor  durch  C^  bezeichnet  wer- 
den, um  dadurch  zoffleich  den  stets  positiren  Werth  desselben 
anzudeuten.  Somit  hat  man  als  die  erste  einfache  Beziehaof 
zwischen  tp  uud  d  die  Gleichung 


sin2^2c=6^sin2d2. 


m 


Werden   in  der  Glolchiing  (6)   die  aus   (7)  und  (3)*  gezog»^ 
npn.^^rthe  von  <%  und  j^^  eingesetzt»  s,o  hat  man  - 

oder,  nachdem  man  eingerichtet,  für  üf,  iV.  P,  Q  die  durch  dii 
einfachen  Winkel  g>  und  d  ausgedrückten  goniometrischen  Fuoktisj 
nen  gesetzt  und  die  Gleichung  durch  den  gemeinschaftlichea  Fl' 
tor  cos9>^  dividirt  hat, 

(*i  +*fc)*sin  9*— 2(6,HV+2<«i*)sin9)«sind«+(fti— 6a)Vin»«=0, 
«'"^'-^  (i+sS-^  «n9*sm5*  +  ^gj-:f5^s.n**=0. 


Setzt  man 


und  bemerkt,  dass 

so  erhält  man  aus  obiger  Gleichung 

(»irKp^-^iA  +  i5)Vm3«)(sin9«  — (^  — i5)«sin52)=r0, 

oder  ßiti(p^t=z{A±B)^sin^ \  .  .  (1 

I 

als    die  zweite  |einfache  Relafit>n  zwrstlhen  (p  und  d.    Hierbei 
noch  zu  untersilehen«,  ob  beid^  der  unter  (41)  enthaltenen  Wei 
für  sing)^   zulässig  siri4,  und  »Reicher  Ausdruck  im  enteege 
setzten  Falle  für   die'^weiteftVBer^hnuilg  zu  benutzen  ist 
dem  Ende  müge  erst  die  Eritwtckelunng  der  &us  (3)^  und  (if 
zogenen  Ausdrucke  für  ß^  und  ß^  vorgenommen  werden.    M« 
nämlich 


oder  imaginär,  je  nachdem  mon  das  obere  oder  untere  Zei- 
I  zur  Gettuag  bringt,  uod  datier  die  Gleichong 


I  dieselbe  imaginäre  Wertbe  für   die  Ordinaten   | 
licht  weiter  in  Betracht  zu  ziehen,  so  lange 
Taktor  \  — l  behafteten  Formen  als  unbrauchbar  amsieht.*) 


•)     Belimnn(1ich,!*pb«nb(   man  jeUl  ften   imagtaSran    %mi   compici 

i^on  iD^hi  Anmf'^'ä'oyt\t^  unil  hat  inabesondrTe  diu  ^eometriBclMt 
mCuiif;  unil  Cciristrulilion  derselben  dadunrh  gewonnen,  daa»  man 
1  als  miltlcro  PrDpariii>aale  \aa  I  und  — I  anzuHehen  und  bei  den 
plitan   Pälltn   auf  eine  Verall^emoinnrnng   dm  PrnhlemH   hinzodeiiten 

E<  (lerurl.  n.  a.  «in«  MitlhHIfinf;  DrKbiich'a  in  den  Bericbten  d.  K. 
■dlsnhitft  der  WtxieniiRhaflen  in  Leipzig  IT.  It.  h.  Heft).  Auch  hier 
a«  FaUtor  iA~fly   aeine   Dedc^uCaog,   Wenn   man    die  Aufgabe  eniM- 
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..i^   '.   :■:, 


fhnrqh  Verbindung  vc^  ^(tO)  tnit 
erhält  (mal)  endllcj^ 

Hiermit  kann  man  die  Aufgabe  als  gelöst  ansehen.    Dei^l 
nämlich,  nach  welchem  in  derselben  gefragt  wird,  lässt  sich  dm 

•  -'.■'' 

,    ,      »m«  -  • 

sinX=  -T— s 
sin  0 

bestimmen,  wenn  e  die  Schiefe  der  Ekliptik '  und '1 'den  B«| 
bedeutet,    «eichen  die  Sonne   vom    j  ££*"*,(   •l^'ffe'^ 

^-^tx^  -jrt.    ib^chriehen  hat  i  ••  '     «^     •  '! 

prnikte  au     {]Jeschreiben  wird}  •  '!     '/    :V     ! 

Ist  z.  ß.  6i=6',  6a=18',  b^=Q'  und  rfi=33',  so  ist 
Äi  +  fta  +  Äs  32  192 


49 
iog.C*=9.40690=logj^ 


'Vl25 


log  sin  5= 9.52247  =logsin  19^^27'  circ. 
log  sin9)= 9.99432  =  log  sin  800  45' circ. 
li^  sin  A = 9.92248  =  log  sm  Öö«  46  V«' 
logA=9.99604\     , 
+  log  365,21  =2.56254 1  =  1.76040= log  57,Cf. 
—  log2jr=a7'9818' 

Es  werden  demnach  am  57  und  58  Tage  J"^^    |  Frühlings 

f?»8'  ^<»«'  ^„«hl  Herbst-Anfang  auf  der  TsäHäTn"!  «"bkagi 
ter  einer  Polhrihe  von  80®  45'  die  Stäbe  von  angegebener  U 

■ 

tß'rt,  uqd  ak  Cent truktionseb«!)«  nicht .  die  HiirizoBtaleben« ,  sobMi 
auf  de'rsiäben  senkrecht  stehenoe  Meridianebene  annimmt.  '  Für  I 
Fall  erhält  man  eos  9)*=(il — B)*  cot^*.  Eine  weitere  Betrachtni|pi 
VerhaltniMevurden  za  weit  fähren«  > 


IM 

inipeeiteekt  w*htM  aiilweo:!^  -wenn  M&i  eimvMmEiraAemnAg  ^ 
bacbl6l:wettdeBii8tin. -.- -;^  •'*<  '■  «-^»v 

i        '•     ,.         •'■:  ■  ■      '        '  '  .-.  ■  ■'       ••       .1      l'-l^**- 

■.•:•;■■'.  :    •  :       .     -  :;        ■  .;       .-i 

£10«!  kurze  Diiskttssion' der  in  vorstehender  AuflSsungf  vbif^ 
»MBineiieii  Gleichungen  iü.  s*  w;  dfirfte^geeignetisein,  das  hinter • 
Mse  an  der  Aiifgabempoeh  etwas^'zu  ^erhoben. 

Wenn  man  zuerst  fragt,  von  welcher  Art  die  von  dem  Schatten- 
»nde  eines  Stabes  beschriebene  Curve  ist,  oder  da  dieselbe,  wie 
ichon  erwähnt,  ein  Kegelschnitt  ist,  weiche  Linie  zweiter  Oranung 
lurch  die  Gleichung 

ilfar«  +  i^«-*5J/%a:+Q6«=0  .  .  .  .  (©) 

bezeichnet  wird,  so  hat  man  nach  den  allgemein  bekannt^  ana- 
ptischeDKeniizeicheD  die  Fra^e  dahin  zu  beantworten^  dass  die 

^       eine  Eiftipse     J  >  > 

«.        .    i  iParaibel    { ist,  wenn  JßVc=0  oder  sio9>^=  eosd*,-^ 


Hyperbel!.  .      ^<'  -< 

I .  h.  die  Ellipse'  dna  Parabel  kann  nur  innerhalb  der  Polarzirkel, 
iLusserhalb  derselKi^ep  kfnip  nur  diß  (lyperbel. beschrieben  werden. 
'(Jnter  den  Pö^en  und  unter  dem  Aequator  zur  Zeit  derTag>  uHd 
Sfachtgleiche  ^eht  die  Ellipse  in  den  Kreis  und  die  HyperDel'in 
tie  gerade  Linie  über.).    Nach  (12)  ist 

«Da-feiMr  *(Ü4^A)'Sl9  ^o  innsii^  äilcb;  wenn  coso  reifill,  sein 
I,  [A^BJ^O^,  TOid  ftt  jedeis  reelle  jp  auch  (AfjBf^'€^  feölf , 
nnach  wird 

sin9*=cQ9|4*>^.weao  C^=^l  }^  oder  d^r  Kegelschnitt  ist 

*    i  •     ( Ellipse      ^\^      .         < 
k  eine] Parabel    [wenn  C*=:l  ist. 

.^r    .    ,       .  ..(Hyperbel )  > 

H^  B^  milt  atter  je'kiach  VerUSltiiiss'  d^  Grösse  der  StKlie^l^r 
rth  von 

(        '      ..        '    Mz  ,  Ms  r&& 

...     .r^        .fe>        ^  ^  . 


M8 


■KltMbMi^eiGrMtaea  0  und  oo  ,  waruus  ohn«  Wwttne*^  t 
gellen  scheint,  das»  je  nach    der  Wahl    der  Stäbe    die    Schatten-  I 
eudeo  derselhen  utiter  den  in  der  Aufgabe  gestellten  Bedin§;ungeii  I 
huld  Elli|iäen  uiiJ  Parabeln,  bald  Hyperbeln   beschreiben    Itfin 
Dennoch  lassen  sich,  wie    weiter  unten  gezeigt    \terden  soll, 
sichtlich  der  Müglicbkeit ,  dass    auch    ausHcrhalb   der  Pnlarhre 
die  in  der  Aufgabe  gelorderte  Erscheinung  eintraten  küDoe,  eini« 
Zweifel  erheben.     Zuvor  jedoch  mögen  die  weiteren  Bedingaagif 
erürtert  werden,  unter  denen  die  tichatteniinien  als  Kreiae,  i*ai^ 
beln  u.  8.  w.  hervorgehen. 


DUttf 


ergiebl  § 


,(10) 


t.'lt,-t,)'+v(t,-t,)'+t,'(i,-tj'  „ 


l'uiglicb  äj— &i=^,  und  Dach  (12)  sliidc 


—  j ,  wie  im  Voraus  i 


Ebenso  ist.  leicht  ein 
indeii  beschriebenen  Linien  I 


2)  Setzt  man  i 


den  äcfafttteu 
e  Kreise  giad,  deren  Kaditta  =^öc 
(p*^cosff»  oder  C*=l,  so  isl 


,lä=diil    ■■.. 


;2S,4,S,(*, +*,)  1,), 


Es  ist  demnach  einer  der  drei  Stäbe  nicht  bloss  der  L 
sondern  *uch  der  tirüsse  nach  durch  die  übrigen  bestimml- 
C»=l  folgt  lerner  aus  (12) 

Die  Gleichung  {©),  insofern  dieselbe  die  einer  Parabd 
■oll,  ßflbt  für  jtf^O,  iV=ci)H9i*.i'=rosq>sin(p,  Q=^co»ip*-'t 


ys  cos;)*  —  'Ibxalnip  costp  +  b'' 
enn  man  den  Coordinalenanfa 


Ji'os^* — sin(p^)=0 

lg  in  den  Scheitel  der  . 


is  ist  demnach  6ts(p^l)i,4  -f  ß)  der  Parameter  der  i 
jide  des  Stabes  6  beSchriebeneD  Parabel, 
lat  ; 

rS  =  Vt  *  VTl'  °"=  l33,5S7..J  ■  "  '" 
■ii«t^H.ß)  =  10,47185=lo.  tg  7l'2V!ir  {»). 
^r  =logcotl8'';t8'40''(d) 

r 


Äff'  "i^^-"»  ""   or""! 

log  (A+B)  =  10,51300=!og  tg  72«  5ö'  20"  (rp) 
^logcotl/O  3'40"(i5) 


3)  Für  Ca^-l  sind,     «vle    erwäfint,     die     fraglicheu     Curven 

Fll  sen  !  '  ""**  ""'*  ***""  Oltlgen  geht  auch  faervoc,  ilass  dio 
'«diuguiigen  der  Aulgabe  für  den  Fall,  dass  die  Curven  Ellipsen  ' 
ind,  iiielits  Unmögliches  enthalten.  Ein  Gleiches  gilt  bcKüglich 
es  Falles,  dass  Hyneibeln  entstehen,  in  so  fern,  als  aus  der  oben 
egebenen  Lüsung  hervorgeht,  dass  sich  drei  ähnliche  Hyperbeln 
Hier  den  durch  Nr.  (1)  bis  (ÖJ  ausk;edriickteti  Bedingungen  sehnei- 
en  Icünnen.  Allein  hier  kiimrat  noch  die  besondere  Frage  in 
«tiacht,  welche  Zweige  der  Hyperbeln  zum  Durchschnitt  koaimen.  ' 
|a  nämlich  die  der  ganzen  Entvrickelung  zum  (irunde  gelegte 
^«gelflüche,  wie  schon  Anfangs  erwähnt  worden  ist,  von  ihrem 
tittelpunkte  aus  einestheils  von  Sonnenstrahl un,  andonitheils  von 
tebaltenatrahleu  gebildet  wird,  eo  »iidder  im  Lichtkegel  liegende 
deil  der  aus  dem  Durchschnitt  mit  der  Hör izön talebene  hervor- 
ebeiideu  Hyperbel  als  eine  imaginäre  Schattencurve  anzusehen 
sia.  Wenn  mm  der  Fall  eintreten  könnte,  dass  der  reelle  Tbeil 
iner  der  drei  Hyperbeln  mit  dem  einen  oder  beiden  imaginären 
lieilen  der  fibrigen  Hyperbeln  in  zweien  der  Punkte  A,  B,  C  zum 
urchschnitt  käme,  ao  würde  für  diesen  Fall  die  Aufgabe,  wenigstens 
■s g nomonische  betrachtet,  numiigüch  zu  lösen  sein.  Es  fragt  aich 
in,  ob  und  unter  welchen  Bedingungen  dieser  Fall  eintreten  kann. 
Üt  diese  Erijrterung  niiigen  durch  ±ffi,  ±Wa>  ±"3  ""e^P-  *l'ß 
«feige  der  drei   durch  die  Stäbe  li^,  63,  6^  erzeugten  Hyperbeln, 

eiche  im     j^  l  Kegel  liegen,  bezeichnet  werden.     Unbe- 

iliadet  der  Allgemeinheit  der  Discussion  kann  man  ferner  anneh- 
en,  das«  6,  der  kleinste  der  gegebenen  Stäbe,  oder  bt<,'b^  und 
'^b^  sei.     Da  Q  =  sinä* — sin^i^negativ  sein  muss,  so  folgt,  dass 


I 


««  =  9p(0|  — ''2).   «3  =  5p(0l  — 03) 


HrttiTe  GritsB«n  sind.     Werden   ferner  durch   x,,  jj,  x^    die  Ab- 
rissen   der  Scheitelpunkte  der  drei   von    den   Schattenenden  der 
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Stube  bi,  bm,  bn  beschriebeDeft  Hyperbeln  bezeichnet,  so  hat  mto 
nach  den  Gleichuiigen  (I),  (II),  ail) 


und  hieraus 


M.I., 


a^l==: S — 


i 


>    » 


~  2PJ!f 

_6i  (siD2y«— sin23»)  +  bi(s\n'2(p±8\fßS)* 

•:...■  .~T-.\  4siq2g>(8inqp*T— cqg^)  ' 

^^^  bim+ b^jp^t  sTp^^^^m)^ 

^- 2PM 

6i(giii2y»  — sin23g)+6a(sin2<pJ:8in2J)^ 
4«in2g>(8in9>*-^cos6*)    . 

^  J:^biMQ  +  b^(P^±\r P^-^MQ)^ 

^    ■  2PM  ■ 

6i(8in2yg— sin2^)+63(siD2(p4:8in2^)^ 
"^  4sin92(sin9*— cosd^) 

Da:  8in29)«>8ln2ö2,  weil  C2>1,  dagegen  sin 9« < co« d«,  wie 
schon  oben  einmal  bemerkt  worden  ist,  mithin 

•a:3<0<a3;' 

so  ist  hieraus  abzunehmen,  dass,  mögen  in  den  Gleichungen  iÜr 
Xiy  x^,  x^  von  den  Doppeizeichen  (+)  (die  übrigens  den  2iWeip* 
^Hi,  ^H^,  -fH^  entsprechen)  die  oberen  oder  unteren  geno»* 
men  werden,  nur  die  nach  ein  und  derselben  Richfnng  der  Ab- 
scissenaxe  zu  liegenden  Zweige  der  drei  gedachten  Uyperbeb 
sich  zu  zweien  resp.  in  den  Punkten  A,  B,  C  schneiden  kuDDeO' 
Denn  gesetzt,  dass  —H2  o^cr  — IL  mit  den  Zweigen  +Äi  oder 
+  H^  m  den  Punkten  Coder  A  zum  Durchschnitt  kämen,  so  musste 

^3  5^  «3  >  0 

sein,  was  dem  Obigen  widerspricht.  Hiermit  ist  jedes  Bedenkefl 
bezuglich  des  Falles,  dass.  die  beschriebenen  Schattenconfei 
Hyperbeln  sind,  gehoben.    Ist  z.  B. 


I 


log.  C2=:0,5^169 ;  log  (^  +  if) =0,29274 
logsin5=9,äJ9983f=:Jo^iiin^^^^        circ.XZ;eit  d.  Solstit.) 
log  sin  gc=  9,81067  =  log  fiin'no^' 15''  ciic.  (Polhöhe  v.  Leipzig). 

Im  Folgenden  mS'gen  noch  einige  bemertpehsVvQrtbe  V-eri^^^W^ip^ 
welche  mit  der  Aufgabe  in  einigem  Zusammenhänge  stehen,  Platz 
finden.  .  w 

Verlegt  man.  den  CoordiBa|eiianfai^  Air  j^den'  der.  drei  von 
den  Sehattenenden  beschriebenen  kegelschnitte  in  den  Mittelpunkt 
desselbeOf  .80  erhält :,^aa,^^  (I)«.(BÖ>  (W)  Wgftnije  GLwtwpgen : 

,'  ...  .;  .•■.-.I 


/. 


,.•,11.:..  :.;..  ._»..*!/  I.  "»«i. 


oder  — zr-j^r—H — XvSir^- — «^«A2L^"^ir2  =  *- 


sin  d^cosd*      i^     ^^^      cosd^"^     d^ 
Es  sind  also 


"''  iLilo 


die  grossen  Halbaxen,  '  , 

nbi,  nb^  nb^  ;  c.  ,    ^ 

■  ''\-'.  \    ; . .    '  •    •  '  =     ■   i  ■"  •  '  '  •'  ■•    ^ 

die  kleinen  Halbaxen  der  Ellipsen   oder  ^  die,  Jbafheii  ~Nebenaxen 
der  Hyperbeln,  wobei  absolut  und  reell  genommen 

•••J^.IJllJ       M- 


tlt 


n= 


V"siny*— cosd«      (^+Ä)  y^fHc«  '  ^  " 


und   —  6i  =  61  cot  d,  -^  6« = ft«co  t  d> — 6« = 63  cot  d  die  Parameter  der 
m  m  m 

lUgcIsobnitte,  gleiehwie  oben  unter  2.  flir  die  Parabeia»  und  wie 

jA«  erwarten. war.  ..  <f         m;. 


3M 

Bezeiciliiet  man  feni'«r  mit  fi/  f«»  fs  die  Estferangen  der 
Punkte  A,  B,  C  vod  dem  Mittelpunkte  resp.  des  ersten«  zweiten, 
dritten  Kegelschnitts»  so  hat  mau 

P  P  P 

und  9  wenn  diese  Ausdrucke  durch  die  entsprechenden  grossen 
Halbaxen  dividirt  werden : 

>'  mbi      mb^      mb^        VP^^MQ       sindcosd 

Verbindet  man  also  die  grosse  Halbaxe  und  die  Länge  7  unter 
einem  rechten  Winkel  und  zieht  die  Hypotenuse ,  so  ist  C  die 
trigonometrische  Tangente  des  der  Seite  y  gegenüberstehenden 
Winkels. 

Hinsichtlich  der  Bestimmung  der  Lage  des  Punktes  C,  oder 
der  Grosse  von  BC:=zd^  und  CA:^d^  \kSi  man  zwar 

wodurch  man  mit  Hälfe  von  (3)^  (4)^  und  (5)^  <L  und  d^  als  Funk- 
tionen von  bi9  62,  b^  und  di  bestimmen  kann:  doch  dfirfte  folges- 
der  Weg  kflrzer  zum  Ziele  führen.  Bs  muss  nämlich  '^sind^  und 
sin  9)^  doch  immer  denselben  Werth  behalten«  wenn  man  d^  oder 
d^  statt  dl  als  gegeben  annimmt.    Setzt  man  daher 


^i  +  »a  öl +62 


ebenso 


V 


•a  +  65       "*"      *«  +  6a       -^+^ 


und 


so  muss 


{A-\-B)*-C*       (^'+JSO«-C»      (^"+B")«— C«       .    „ 


oder 


^+^=^'  +  ^'=^"  +  ^"-S 


sein«    Nimmt  man  nun  di  als  gegebene  Länge,  also  A-\-B  als  be- 
kannte Grösse  an ,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  d^  und  d^ : 


30» 

und  hieraus 

d.«=^-jjf^  1(4.  +*»)*(^+Ä)«-(6,-6i)*!. 
Die  auf  ShuliGhe  Weise  gebildete  ideotische  Gleichung 

A-l-B,  wie  Daturlich,  auF:di>»it|^-;'S  :  •<  :: 

Die  betrachtete  Aufgabe  bietet  Doch  mehrere  interessante 
Verhältnisse,  welche  bei  einer- weiteren  Untersuchung  derselben 
ziinoi  Theii  sich  von  selbst  ergeben.  Ich  begnüge  mich  nur  noch 
einige  derselben  ^mt  iümtdfkHn.  'So  Ist  filf  den  Inhalt  ^  des 
l>uSeckä'ABCy 

l  (sing)^ — sind*)!   a/-.  ,  ,   .,    .  ,    .  ,  . 

Ff^rMr  hat  die  diir<^  die  Spitsen  der  drei  Stibe  A'A^  J^B,  <7  G 
gelegte  Eh^ne  A'B'C  die  EteeDschaft,,  dass*  sie  stets  eoAüal  aiiif 
mr  MerifBanäliene"  steht.  D^ses  merkwürdige  LageiiverhKItMM 
dient. zugleich  zdi^  Betotittimting  4er  Lage  de« ^Dreieeks  AlBÖ'^^ 
de^  Uorizootälehiene.  "»  :  -. 


ii'^  ;  •     ■..•■   -.    . 

•    '  ...  .1      .    ;    . 

;    j   ntt  i   ■.•      •■;;••: 
■I    -'i'-   '.    :i;    •     :'.■.;- . 
'.    '     ;  '  ;   '\   •'.;';  .  !•>  ! 

■  ■■■»)    •:.[',     .)-i' 


T  .  ■  I 


.     « 


■  > 


^m: 


.««»-J)-«l«  IV 


XV. 

Heber  die  Wirkung  linearer  eicctri- 

scher  BinKC  anf  die  magnetisclie 

Vliissiglieit. 

Z".,." ,'  Herrn  Doctor  Haedenkamp, 

Oberlchrei  der  ftlnlheitmlib  und  Fhygik  am  GjiiinaBiam  za  [lamai.'l 


I 


Der  electnsch^  Strom  übt  auf  ein  magnetisches  ElemeDl 
Wirkung  aus,  <lie  dem  Quadrate  Jcr  Enlfernung  umgekehrt  pta- 
pnrtionat  ist,  aber  die  Richtung  der  Kral't  liegt  nicht  Lu  der  dia 
lvirk«Qdeu  Kräfte  yerltindci|ilen  geraden  Linie,  «ondern  sie 
senkrecht  auf  der  durch  die  Richtung  des  electrisihea  Strömet 
und  .  den  apgezogenen  od^r  abeestossenen  mugnetischeu  Puätf 
gelegten  Ebene;  überdies  ist  diese  Kraft  noch  {>cnpo[t,iona);Äfip 
Sinus  des  Winkels,  den  die  Richtung  des  Stromes  mit  der  vot 
dem  magnetischen  Punkte  nach  dem  Siromelemente  gezogene! 
Linie  bildet.  Nennt  man  daher  die  Entfernung  eines  Stromeh 
ments  Bs  von  einem  magnetischen  Elemente  r,  die  Intensitäten  de 
Stromes  und  des  magnetischen  Elements  i  und  fi,  und  den  Win 
kel,  den  r  mit  der  Dichtung  des  Stromelements  Ö*  macht,  '^,  » 
wird  die  lärüsse  der  Kraft,  mit  welcher  sich  die  Elemente  anzit 


I  oder   abstossen,  durch 


ijisuy^ 


ausgedrückt. 


Ich  werde  im  Folgenden  die  Wirkungen  untersuchen,  dit 
Kreis-  und  elliptische  ßinge ,  durch  die  electrische  Ströme  gehei> 
auf  ein  in  der  Ebene  der  Ringe  gelegenes  magnetisches  Thot 
chen  ausüben,  wobei  die  Querdimensionen  der  Ringe  veinacbli* 
sigt  »erden  sollen. 

Ich  bemerke  auch  noch,  dass'man  bei  Beobachtungen  selbst 
das    magnetische  Element   eine   Magnetnadel   von  geringer  Längt 


m 

Ring  ein  Kreis  sei  •-tiBa-'das  tnegii^ti^che  Tneit<^en^  üOMi^HlAlo 
dieses  Kreises  liege.  Sei  in  Taf.  IV.  Fig.  1.  C  das 
magnetische  El^n^^nt  vöo.  der  Intensität ^^>  welc|ies  von  dem 
Kreise  EGHE,  durqb;  den  d<it  ^lectri^pfii^  ^trom"  geht,  angezo- 
gen oder  abgestosseii  Wird.  Der  Halbmesser  dieses  Kreises  sei 
6,  die  Entfemaogp^C'^T^' '  4^^  Elntfernuns\eines  Stromelements 
a*in^  von  «em  Pmifcte  C  oder  ACaiL'^r^ei  Wintfil,  den  das 
Stromelemem  mit  r  macht,  =90— if;.  Dife  Kraft,  womit  das 
Stromelement  in  ß  auf  C  wirkt,  wird  nun  ausgedrückt  durch 


•'i       iu!dsco»df 


.  :   }    0    .     ::-     tu    ,     .     •  ■.  . 


■ '    '^ 


Die  Richtung  dieser  Kt^ft"  ist :  ai^f .  d^r  ^Ebene  des  Kreises  senk- 
recht. Nennen  wik  d!e^  Kraft ,  womtt  irgend  ^in  Bogen  dieses 
Kreises  den  magnetiscben  Punkt  C  anzieht  oder  abstösst»  R,  so 
ist  also ,  .  ,  ,  ... 


Wir  wollen   nun'  zuerst  die  Variabein  Unter  dem  Integralzeichen 
durch  den  Winkel  AEß=:  q>  ausdrücken.    Es  ist 


' .  j 


V 

und  wenn     ■  i 

Ä«=^^^  und  \--k^fAxflq>=A^{k,q>)  '"'"' 

gesetzt  wird,  erhäü  man     *' 


femer,  da  rcosijf;==acos9' — 6,  wird 


;   1 


cosif;-- 2^.     ^^         , 


.-.:.M 


worin 

.  •    , '    '     '  '*■«•.  • 


*'=V"i  -k^^'^ 


a  +  6' 

Bä^oiDlb^-^'dSf  isfi,^'  80  erhält  knait'fiElr  dlb*;Ktiift>:^«»  'Stedfai^ 
auf  das  magnetische  Elemente  -  -        ;    -     ;. -»     '  „n  /   i;!.  lü  I 

(4f«(Ä,c>)-Ä08q>    , 


^i.^'#4^^ 


Ukdh_««.-  .^ 
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.    ,;Jp|if|iefl^JiitQgF(||  Utein^dliptUcbef;  wenn  man  dio  gevrOlmlidba 
BiMi0i€hnwg  Aw^elktfn  beibehält,  so  wird,  da 


1 
.';»■»■ 


l«l.»      i.    ■  '  •  '       .  :   ,  ■      ■    . 

Dieser  Ausdruck  stellt  die  Wirkung  des  Bogens  FGB  dar.  Ffir 
die  Wirkung  des  ganzen  Ringes  ernält  man,  da  dann  die  Inte- 
grale von  9)=0  bis  <p=n  genomineb  werden  müssen: 

.      :  -    1:    r  .    .  .    .  ;  •  -.  '••ii'-;     •- 

I 

Man  kann  diese  elliptischen  Integrale  auch  noch  leicht  doreli 
eine  andere  Variabele  ausdrücken.  Drückt  man  nämlich  q>  und  tp' 
durch  den  Winkel  if;  aus,  so  wird,  jMe  man  leicht  aus  der  Figir 
entnehmen  kann, 

<isin9'=6sintf;,    rcos^=:iicos^'— 6. 
Hieraus  ergibt  sich   leicht,   wenn  ~=^> 

^9'=1  — 2Xcos9'  +  ;L2  und  ^2(;t,i/;)=l-;L*sinV 
gesetzt  wird: 

(l+^')sing>cosro                    Ä:'sin*g)— cos^o) 
'""^=         J(k,g>) '     ""^1'= JWv) ' 

'^^*'''^~  ^(X,«f;)+Aco8i/;*     //(A,if')~   ^(k.cp)    ' 
Durch  diese  Transformation  wird 

R=i^,J'^'^=  ^  (JB(A,i^)-A'2F(A,t/;)  +  Asintf;) . 

Nimmt  man  dieses  Integral  yon  t|i=0  bis  tpzzzif;,  so  erhält  man 
in,  :4e4i^  vorherg^hi^nden  Ausdri^ctre  die  Wirkung  des  Bogen«  EB> 
Für  die  Wirkung  des  ganzen  Ringes.  ifi»t     '  -  :     i't 


Ä = ^  (jB(i; f )  -  A-a  F(X ,  I ))  • 


WL 

em  Aiigumentfe  9  und  d^m  Mo4i<t  i  in,  ei^  andere«  wt; /cletti  Ar* 
umente  tp  :und  dem  Modal  i  ist  idiQoJUavKdeosQiie  Siib!»ti>l(«i.^ 
ion,  die  sich  hier  unmittelbar  durch  eine  einfache  geometrUabd 
»etrachtung  darbietet.  Legen  wir  jetzt  durch  C  einen  Kreis  und 
uchen  die  Wirkung  des  hindnrch|cehenden,Velectrischen  Stromes 
uf  ein  innerhalb  des  Ringes  befindliches  magnetisches  Theil- 
hen,  z.  B.  in  B,  Für  die  Kraft,  womit  in  diesem  Falle  dierettto* 
'ische  Strom  auf  das  magnetische  Theilchen  wirkt,  findet  man, 
'ie  aus  der  Figur  leicht  ersi^cbtllchi  ist,  den  Ausdruck: 


r«  -"^J  1^ 


>1  '•!. 


en.  wir  durch  /i^/.;bQzeichne!n.wi>llei)u  Mit  Hülfe  d^  pbigen  Aus* 
rockn  för  ^  finde!  pjnan  .leicht:     . 

dieser  Ausdruck  stellt  die.  Ansiehung  des  Bogens  CK  auf  B  dar. 
[an  kann  auch  das  vorhergehende  elliptisclie  Integral  durch  q> 
asdrücken,  und  man  erhält  leicht: 

■  ■■'■■  '.   .'  I.       ....  • 

ies  ist  der  Ausdruck  für  die  Anziehung  des  Bogens  LK..  Fiir 
en  ganzen  Ring  eriiält  man 


■|«.7 


^'^— — i^ror^ 


2'^        k 

) 


1er  auch 


/• 


^  ÜL 


etzt  man  6=0,  so  wird 


,» .  ■ 


( 


* .. 


elcher  Ausdruck  bekanfttlicb  -die  Wifbung  ^es  Ringes  der  Tan- 
intenboussole  auf  die  im  Mittelpunkte  des  Ringes  befindlich^ 
[agnetnadel  darstellt.  "      '^^"-^ 

Es   ist  leicht  die  jM^ndesen  i^süitärte  durch  Beobachtungen 
I  prüfen.    Es   liege  der  Ring   in  der  Ebene  des  magneti^cnea 


n» 


Meri^Mi#,iidi«  AKtr^lohtinglBn  d^r  Magnetnadel  In^A:  vmi  B  unter 
diBii'  EhiWiA^Hiig  dba  ^Stroms  iehn  u'  und  u]  die  G^Oese  de^  Erd^ 


kannttlch ;' 

■  T    ■  :•)  I    !      .  »  : 


!  )      '  < 


«,«=,!  2^,      «„rs^Ttg«' 


uad,dflfter:  .  !,  ! 


N 


..-.     '       "  .     '..        ■•  .  ■•        ■ -         .       I 


>  - 


Wir  wollen  jetzt  die  Wirkung  eines  elliptischen  Ringes  anf 
ein  magnetisches  Ip^l^pient  bestimmen.  Zuerst  liege  dieses  Ele- 
ment iinnei'halh  dißer  Ktnees.  Sdenf  in  Taf.  IV.  Pi|At ^-*A 
y  die  Coordinaten  eines  Punktes  P  des  Ringes,  a,  /Tdie  dei 
magnetischen  Elements  S,  die  halben  Axen  des  Ringes  seien  a 
und  6.  Es  sei  auQh.hier  wie  .oben  in  dem  Ausdrucke  &t  die 
Grösse  der  Wirkung  '  '     ~  . 

:»  •  .    .'•  "■■>••         .   :.        ^^   .         ■■■    .  ■:  ■:■•   "./  T.. ...1 


B=i(if 


dssln'il) 


' ' . 


r* 


r  die  Entfernung  PS,  if;  der  Winkel,  den  r  mit  deoi  Bogeneie- 
mente  85  macht.  Nennt  man  /  das  auf  die  .Tangente  k 
P  Toni  Mittelpunkte  der  Ellipse  aus  gefällte  Loth:  dann  sind  die 
Cosinusse  der  Winkel,  die  aieses  Loth  mit  den  Axen  der  Ellipse 

macht:  -»/,  7^/;  ferner  sind  die  Cosinusse  der  Winkel,  die  die 
vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  nach  S  gezogene  Linie  mit  deosel- 

ben  Axen  bildet : > 5  daher  ist 

r  r 

=(f+t,-l)^ 


also  ist 


"%|-l) 


Setzt  man 


«ö'»Wh^d      ' 


)^+(ß-yf]^ 


x=:aco8<p'  9     y=:6sin9'; 


tso 


l'ilij 


Im  diesen  Ausdnick  auf  eine  ein&chere  Form  zu  b^ingei|^-^3et^e 
lan 


— =:eo^,  K^-=sint>; 
od  setze  die  WehbeHSr  Jstünd'y  iii  die'  Gleichang  der  Ellipse; 

•      :•■  .•-■4       ''4'  »rf  ^  "^  I*.'         •/■  .•■         .-... 

o  erhält  man  zur  Bestimmniig' von  r  die  in  Beziehrag  «1  r  ifik' 
Tatiscbe  Gleichung 

•     "«  •         : 

•  » *■  •       s  y 

renn . 


'.      ..    .,r..-.!      V       :»»     — ."■■      '■'         .;  «     !■  .  .    ;  :    .::    ü-I^'i*  ;■.••.  . 

I      •     • 

.:     s'  'i!      .  .     "Mi«       '.".' 


i  * 


«  .  ■  1        •       • 


■  t 


I    /«  « 


kus  dieser  Gleichung  wird : 


t  ■  : 


■  I  ll    I   .  .   It  •  " 


)der  auch 9  'wenn  '     "^ 

äurch  üf^*  bezeichnet  wtrd:.; 


-   .    ..  =     M,;''  ■      f".  ..-.'    ■■••:    •;     '  ao..  .      >. 

Dm  nun  dies  Integral  durch  ^  auszudrücken »    bemerfceflcli»  «ass 
Thcil  XIV.  ^^ 


(9tO 


M      L 


r«          ~r' 

und 

•  •• 

Eb  ^rhrd 'düher  ' 

\ 


>     »   '•   u 


■*■'••!.        ■    > 


''  =  '>^.(lf3--  7}j^ 


.  ■.:i;i.!    i'.l,   .•n!.'^'>Iii/'>iL'^'     ■«'6"?  ~äJ-.J  Jf,    'i 


:m 


Für  die  Wirkung  des  gaii|sen  Rln^eis^niuss  dies  Integral  von  i^\ 
bis  '4;  =  27S  genommen  wercfen/  Und  itt^  diesem  Falle  TerschwinMl 

d^r    Ti^ttMi/.!'!  ■  ^1     >     Es  wlrddaiur:.  '•-     ris  r..:m  .IU!»o< 

0 

Man  kann  verschiedene  Wege  einschlagen»  diesen  Aosdruckirfl« 
eine  einfachere  Form  zu  bringen.  '  Der  folgende  Weg  scheint  «■ " 
einfachsten  zum  Ziele  zu  führen.  Um  aber  die  Constanten,  die 
bei  der  Transformation  vorkommen,  leichter  geometrisch  deatesi 
zu  können,  lege  ich  Zuvörderst  durch  den  Punkt  5  eine  Ellipse 
und  Hyperbel,  die  dem  anziehenden  oder  abstossenden  electri-; 
sehen  Ringe  confokal  sind.  Die  halben  Axen  desselben  seies 
ttxt  öl  und  ci2,  ö'Z'    Die  Wurzeln  X  und  A^  der  Gleichung 


CC' 


ß' 


«2— A  ^  ö^-^X 


=  1 


IK 


bestimmen  diese  Axen.     Es  ist  nemlich: 

€ii2=a2— A,     6i^=b^-'X;    n^^^a^  — A^,    V=^*-^- 
Ich  bem^rjite  noch,  dass  A<6  und  ^i  ^    - 

Aus  der  vorhergehenden  Gleichung  folgf  tHM;h : 

XXi=iaH^L,    X  +  Xi=:ai  +  b^^a^-ß^. 

< 

Legt  man  in  5  an  die  beiden  confokalen  Curven  Tangenten,  i*|i 
sind  die  vom  Mittelpunkte  aus  gefällten    fjothe,    die  wir  durchl 
uad  pi  ^ez^ohnen:  t«    'j   J  •  •  •'  ' 


p*=-s 


1    •-  , 


u 


r+ 


/»*  ~4»-*' 


«...J'i  .>  i-;!i'>'/\-  Uw'.Pi^f^i  ^i.ry^TjdaOi^--;^^/    ."int'.-;:!*.''   -^./z    .  I  •  .. 
erner  ist  noch: 

ifdftciU;  >äbti*  «Stillt  dofdU  £  ^li\n'!^tmiiiet  .ffi^ett^  »Hi& 

.tiii.ii   i'-i.'   .^'5:1     r-  !   'ijgp ',''''"'   '■•'''"Bp       '   ••*»i-i' -••;'/?)  .".i    '^'  :  ■.■; 

flied  aßsiiiTlfcoailf  in  üf,  verscWiDdM^  WbdärekMhii'ifi«  Bbditf^^ 
rh&lt.    Dadurch  wird 

.lif    .'•.'.  ■•:•■•   ;  .•  .;-#i    .    ,'..••.?•   .»'•.   .^.   fil'.i/.'t   .<»  iiti    ;r> 

ieraas: 


.» 


^.^  ^+^»+y)y^^^^^;t,cosV  +  itsinV, 

der  ^-       '^■-  .      .      ^• 

JI/,«=A,  (l-^l^sinV)=Ai^(*,9); 

renn  — —  =zk^  gesetzt  wird. 

Ich  bemerke  noch,  dass  cosv=:S,  siDv=i7  und  (p  der  Winkel 
it^  den  r  mit  dem  I^othe  p  macht  jpurch  diese  Substitution  wird 
ndlich  für  die  Wiflflifig  des  Ringes /..da 

ä%^  M=zpli  cos(p  — ^X  ttlntp : 
l^rab  p^^  ^„     ,.     .2//%  r^^con^q>dq> .  g/^^n  /**«sin*g,39-| 

•  V..      •  ♦ 


Die  btegrale 


j    1 


j*^h9  -;^jf^^9f 


•»      f.-      !• 


•iad,  wie  l>eiumnt,'~^ffi|MäBlichJntegrefeeiiidrtaBdsf^ 

Liegt  das  magnetiedie  EtemeAt  fat  MittelpaiiiLte  der  EH 
8o  iet 


•  J»:        !". 


mit  5   in  denielben  confdnüen  Uyiwrjbel  gelegeo   qnd  der  i 


hende  elBptliche  Rins  dmenige»' wSfeeen  I^  wir 

durch  Ol  und  bi  bezetclTim  lu&eti.  ^t)ie  Goordinsten  des  8 


■  • 

worin  St  das  Element  deflf  Ringes»  /  das  Lot|i  auf  die, Richtans 
ds,  nnd  f^-d?e''&ntferitabg  $'/>^  bedeutet  Wenn  man^nun  anni 
dass  jP  mit  J^^auf  derselben  c^nfokaien  Hyperbel  liegt,  so 
ich  im  3.  Bande  S.  397.  dieses  Archivs  gezeigt,  das» 

nnd  rsrr, .  '.•'.■•^.. 

Hierdurch  wird  nun 

ßs=aibiBg>' 


Da  nun 

r   —     JU, 


..  "    »  1 
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ird,  wenn  weider  ^sn^-f^  gesetzt  wird. 


5?  j-iy      1  -      ?1 


C0S9 


öl*    ftl 


mit 
Integrals  weg,1iDd  daher  wird  endUch 


Ffir  die  Wirkung  des  ganzen 'Ringes  jKitt  der  algebraische  Theii 

&he 


Man  kann  die  hier  ftefundenen  Formein  leicht  durehdt^  g|$^ohn- 
\  Tangenteobous|K>Te»  deren  Ring  In  FDria.,ein9E.6iivse5gf)hP' 
ist»  prüfen..  .;   .;         Ni^vioi) 

C  ■  \\         '  !••*• 


», 


I     I  .   r  ■     I 


1.: 

^-.  ■■» 

* 

.i\ 

1    •    1 « 

1 

■  (V-!; 

im;  .ivj- 

* 

:-\ 

• 

1  • 

•  . 

"■» 

•   ..i  ; 

*'.".'  ! 

'\  .'.' 

:».•■■• 


i;    i> 


c         • 


' '  ...'■■» 

...     '   »  -i 


SU 


hnti 


v.s  ,  •*•■' 


I» 


.!•:.'/   i-iv---';         I   ..         ■■     .  i.-.  >       ,»«i'->v/   .?-«i/.''^. 


»       ■• .% 


^  ;  *">.-u 


Theorie  der  losen  BoÜe 

Herrn  Doqtor  J.  Dienser, 

Tontand  der  höhm..i|arg;er8c^üU  tn  E^leftheim. 


Ä'  i'  \  -  I r  ■ 


..  ^ 


R^te;'"  J"Ma»'*Gei«^eht  der  K6ll«  «^tnnit  dem>  d^Mi^tt  Mti^^WM 
Gewichte;  A,  B  die  Endpunkte  des  Seiles,  desi^  liän^  <tt| 
sei;  My  N  die  Berührungspunkte  des  Seils  mit  der  Rolle,  M 
muss,  wenn  die  gezeichnete  Lage  die  des  Gleichgewichts  seil 
soll,  Q,  Q'  die  Spannungen  der  Seiistiicke  AM  und  BN  mi 
Gleichgewicht  sein  zwischen  Py  Q,  Q'  und  zwar  dauerndes. 
Die  Kraft  P  wird  in  ihrer  Richtung  durch  C  gehen ;  verlegt  inao 
daher  dorthin  alle  Kräfte,  so  erhält  man  drei  Kräfte:  P,  Qj(t 
in  C,  und  zwei  Kräftepaare,  Q^ (HölÖlfelärm  r),.Q'  (Hebelarm  r); 
muss  zunächst 

d.  h. 

sein,  d.  h.  die  Seiistiicke  AM  und  BN  sind  gleich  gespaaoi'ly 

Sollen  ferner   die   Kräfte  P,   Q,   Q'  \n    C  im    Gleichgewi*! 
sein,  so  muss    die  Richtung  von  P  den  Winkel  der  Richtung*! 
von  Q  und  Q*  halbiren,  was  offenbar   darauf  herauskommt,  daajPÜc 
die  Tangenten   AM,    BN  an  die  Rolle  sich   in  einem  Punkte^jj 
■schneiden  müssen,  der  auf  der  Vertikalen  CP  liegt.    Ist  alsOiWL 
horizontal  und  man  verlängert  PC.  so  ist  CH  senkrecht  auf  Wr? 
und ,  wie  man  leicht  sieht ,  nun :  1^^ 


2L& 

Eben  •o.^W^4?('i^#t;:]fe  ^:i4<y^tiJ!>I^Ö=ji;',^^^ijgg 

.11.;    ,» 


Zugleich  ist  DM=DN^rtg(fi^^^)^   U'^dem  Dreieck  ^/>ir  ist, 

sin(fi  +  ^)  ■""    sin2(/A — a) 


_-         Asinjn  ^sin/Li 


..7/ 


also  .;  ;»  V  .    <> 


Ä:  [sinjit  +  smCfi— 2c) J  ^  .  o  V        x 


sin2(f*— 0   ,  .      ,    ,  ,   .  -    , 
oder  auch: 

£cos€  —  2rsin(u — c)  ,  ^-        .  ,«, 

Vermittelst  dieser  l^iv^jc^pg^  ig^  Qun  leicht,  die^rleich;^ 
gevrichtslage  >der  losen  Itblle  zu  DesnmiheD.  Man  zi)lftW*  tflltnllcK 
'^B,  sodann  durch  B  einn  >Ho^izoi^tAl^i.be;i^tinime  den  Winkel  fi 
hrch  die  Gleichung  (3)  und  ziehe'  ÄD  so,  dass  BAD^nfi;  ver- 
f^im  BAMckwSmr.  fa»f  ««iQ  4^09ri»ont;alß  jn  ütnSt,  M^ire 
BCTund  ziehe  IIC  ji^l4[n(**.\mt  BG/'m^^ef 
|o  liegt  der  Mittelpunkt  der  Rol(le  ^uf  jdie^er  Lipie,  yoransgesetzi^ 
ms  ausser  der  Schwirre  keine  atidern  KrXftis'trtif  di€^  >R€Al^*wir- 
^.  WSren  noch  andere  ^SQe  vorhanden,  so  würde  übrigens 
H  ganze  Entwicklung  gelte'n»  wieÄii  nur  BG  senkrecht  auf  der 
^htung  der  Mittelkraft  vitfire«  :, 


*      ^  • 

Zxv 

' ' '  I>eii  ^onki  C  selbst  findet  tbaü ,  '  Wenii  iank  Init^d:  cta^ta 
Punkte  1$  der  Linie  AD  die  ^JP  senkrecht  auf  ADüekt,  SF=sr 
machY  und  durch  F  eine  Pat-alWü  ihit  ^D  ziiäht.  t^erthäA- 
Schnittspunkt  dieser  Linie  mii  MC  gie^t  c^e^^J^^tage  des  Punktet 
C  an, 

Oebrigens  ist  auch 

AC==Vr^+AM^ 

V'kHin^(li'-2e)      'Irk  sin(fi— 2g) .  sin  (^--^^^0^7 
sina2(ft-0  sin20^-€)  + 


f. 


COS^(lfr — ^6)' 

(4) 


—  4/      ^^sinV      ^  2rA:sinf4.8in(fi. — c)  ?^ 

""^  sin«2(f*— «)  sin2(ft-^)        "^^    cos«(f*— «)  ' 


V  '  1- 


wodurch  die  Lage  von  C  ebenfalls  bestimmt  ist. 

Was  die  Grosse  der  KrSfte  Q  betrifft«!  so  ist  bekanntlich: 

(») 


O-^- 

p 

^^MN'^i 

sin  (ft  - 

■O" 

In  dem  besondem  Falle ,  da 

• 

•2ri 

(6) 


-:  « 


sind  die  S^ile  AM  und  jßiV  parallel ;  alsdann  also  ist  d^tPonU 
P  nicht  vorhanden  und  die  vorstehenden  Entwicklungnn  g^itoi 
nic^t    In.   diesem   besondern  Falle  findet  maii  aber  leicht^   das 

e=-,    BN=AM^^k8\m,  (7) 

AM-^BN-i-rnzzid', 

also 

Anm    41'^rn — Ä:sin£      a-^rn    "    . 
AMzu- 2 =  ~T ^^^ 

istrwkiire'nd  Üin  der  Mitte  der  Linie  WiV  ist: 

tt=90+s,    A=90— a. 

Da  das  Gleichgewicht  dauernd  sein  soll,    sö  «imnil  i«  aUtf 
FsUön  die  Rolle  die  möglichst  tiefste  Stellung  an. 

Aus  der  Gleichung  (3)  folgt,  dass  so  länge 

A:cos€>2r,.  . '.  p 

was  wir  im  Obigen  Torausgesetzt,  auch 


1^ 

1 1 


ti< 


.    ^^        .,-';  •.       .  "^ -^    ■'-.'■  •-•    :    ..   :  .     :     •   '  .i 


I  . 


i&^ 


t;  denn  BG>MN,  d.  h. 

k  cos€  >  2r  8in(fi-  —  e) , 

30  •    .     *  ^ 

k  cose — 2r  sin  (ft  —  c)  ^  ^  5 
in  ist  aber  ^Qi,—s)^a,   also  rouss 

»  •      •  ■"  •  i  fc 

A;cosc  —  2r  sin  (fi-^c) .   ^ 
,  ;  cos(f*r-e)        ^.^    ' 

b. 

■    '•    •         •  ;   •  ,  1-  k 

coB^((i^€))^4i  odtor  (»— €<2 

■  •      »     «1  .■>..- 

siu. 

Fiir  den  Fall,   dass 

^'  ■A:cos6<2r, 
^to>dieselbeii:Edrl»iöhi;  wie  oben;  jiifr  iisishier  .      r 

I    ■':■•-.       ■  \        ■  .       T-  •    ■•  •■.••.».         •     ■  ,  .  .: 

Man  siebt  also  aus  den  vorstebenden  Entwicklungen,  dassßlr  eine 
estimmte  Last  P  und  bestimmte  Endpunkte  des  Seils,  Q  mit  von 
',  d.  b.  von  der  Seillänge  abbängt,  und  sieb  mit  ibr  verändert, 
etzt  man  in  der  Gleicbung  (3)  |»-— 6=co,  so  e^ebt  sieb 

dm  cos^fio 


da      sin m(kcoss — 2r sin co)  ' 


^a  nun  diese  Grosse  fSür  £cose>2r  positiv,  fSr  Acoss<2r  nega- 
V  ist,  so  folgt  daraus,  dass  im  ersten  Falle  fi  mit  a  wäcbst  und 
[»nimmt,  und  im  zweiten  Falle  das  Gegentbeil  statt  bat. 

Die  Entfernung  HC  des  Mittelpunkts   von   der  Horizontalen 
Qdet  sieb: 

jy^_Asmf»-^2r. 

COS(|[*— «)    ' 

ie  wäcbst  also  mit  wacbsendem  a  und  nimmt  ab  mit  abnebmen- 
em  o.    Zugleicb  ist 


für 


asft: 

So  lange  fi<  5-,  ist  immer 

k 
sinfi>8in(fi — f),  also  Ä£f>3-; 


. '. 


t  .  • 


auch  sieht  man,   dass  BH  zuDitnmt,    Wenn  f&  abnimmt  mid  um- 
gekehrt. 

Legt  man  also  ein  Koordinatensystem  so ,  dass  B  (der  höhere 
der  Endpunkte)  der  Apfangs^unkt,  ift^  4ie^JiUql|tungder  positiTeD 
Axe  der  x,  eine  Senkrechte  in  B  auf  BG ,  nach  unten  gerichtet, 
die  Axe  der  y,  so  sind  die  Koordinaten  :r,  y  von  C: 

•  •  I 

_  k      sinfi  _     A-sinft    _  "^    2r"^    »'*'»  •*  ' 

^ "~"  2  sin(ft — f) '     ^  ~~  cosj(ff -^e)      cos  (ft — «)  ' 

Eliminirt  man:-fi'z^ofaen  diesen  •xtr ei  CM«ichiniPMh',  W'tftMUt 
man  die  Gleichung  der  Kurve,   welche  der  Punkt  ö  beschreibt 


I ' 


■i 


'.  •  # 


'  .V 


':    '1 


t 


fl:»hil«M) -.  •       '      r'.      •■  -.1    '^-  :■.'•;     '  *  /         .  ;<;•;■. il:: 


I 


'  I 


......;   ..' 


■  :.:»  .-i 
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vV.i.  Jirn  i!- i-.-.  i\r.tn  ,.(\   .'•>   *>]n:\v']  *jW\f  'tut  .1ii\'  \i»;*'.  T).'/'i^i 
■\r      1.:«    il  :.'i-. {?!.?:'    i]i;i;i  nsj'«//    .«";'»«  ti    i('»;ii;  o^Jr.   i.i  ■    'i  »    :'>i;.  I    ü.ii^ 

f'i-..'.       .t.t.,1.     M>  IM     'Itn»      tl  I. ■;»-.•     •»•      -.«     ..'.»! I    -\w.        vi»\      C'jtl 

'i»i;f;iiiK.  «>i|»   'A    j   '\S%   \  [\\\    (.'•'*     'i"l)  '}t\:iii;u',  *>ii>  ♦''     I  .♦- 

Heber  die  kfirze^ileSIiilferniili^  zweier 

(Nach  Thomas,  aas  den  Nouv.  Annales.  Juiilelf  ¥ä'49!)  * ' 


Toidr  aeä'** 


Herrn  I>o«tor'.  J.#  'Bi«A»g»le>rv'-^-  '^'^^--'i»  i^n/. 

Vorstand  der  höh<6y[^a  ^urgtr^cblf^. )Ba   Ettenheim. 

Es  ist  bekanntlich  der  Borco^emfes  grüssten  Kreises  die  kür- 
zeste Linie  auf  der  Kugeioberläche  zwischen  zwei  Punkten.    Der 
nachfolgende  Beweis  dieses  Satzes  scheint  strenge  zu'  äMli/'d^^' 
2.  B.  der  Leg endre*sche  Beweis  sob<y)  voraussetzt,  dass  es  eine 
einzige  kürzeste  Linie  gebe/ was '^icnt' 'der  Fall  ist,  wenn  man  die 
Endpunkte  eines  Durchmessers   verbindet,    da  alsdann  unendlich 
viele  gleich  kurze  Linien  möglich  sind.    Der  eigentliche  Beweis 
kommt  darauf  hinaus ,    zu  zeigen ,  dass  ein  Bogen  eines  grossten 
Kreises  zwischen  zwei  Punkten  kleiner  ist,  als  jede  andere  Linie 
zwischen   denselben  Pu nk ten .    die   man   auf  der  Kugeloberfläche 
ziehen  kann.  -•*••»« 

Seien  in  Taf.  V.  Fig.  %  A,  B  die  zwei  Punkte,  AMB  der 
Bogen  des  grossten  Kreises  zwischen  ihnen.  Sei  AJB  eine  an- 
dere Linie  auf  der  Kugel ,  und  man  will  beweisen ,  dass 

AMB  <  AJB. 

Seien  C,  D,  £  Punkte  auf  AJB;  man  ziehe  die  Bögen  grösster 
Kreise  AC,  CD,  DE,  EB,  AD,  AE;  so  ist 

amb<:ae+be 

AE<AD  +  DE 

AD<,AC+CD 
also     AMB<,BE  +  DE+CD  +  AC. 


f9ft 

Dieser  Satz  gilt,  wie  viele  Punlcte  C,  D..  man  auch  auf  AJB 
annehme;  er  gilt  also  auch  noch,  wenn  man  unendlich  viele  ao* 
nimmt,  so  dass  sie  unendlich  nahe  bei  einander  liegen. 

Thut  man  diess  aber,    so    ist  die  Summe  aller  BSgen  BE 

•^ED-^ sIeich  zu  setzen  der  Linie  AJB;    denn  die  Summe 

der  Bögen  IjE+ED-i-,..,  wird  gleich  sein  der  Summe  der  Seh- 
nen  BE+ED  + f  und  diese  gleich   der  Linie  AJB.    Bha 

kann  diess  auch  so  ausdrücken: 

Sei  S  die  Summe  der  Bügen  ££-f  £/>  +  .....,  R  die  Summe 
der  Sehnen  JS£-f£l>-f....,  so  wkrd  iwr  Unterschied  S— £  immer 
kleiner,  je  grösser  die  AnzaM  3et'  Bugen  wird.    Ist  also 

80  wM  tf  der  Nutl  sich  uneAduch  ifShefn/  i^enn  i\h  Äiizahl  der 
Bögen  ins  Unendliche  wächst  r^j^oüs  dasselbe  wird  mit  /}  derFaU 
sein*  wenn  >  -     • 

AJB-R^^. 

Aus  diesen  zwei  <Sleichungen  folgt,  dass 

AJB'-'S=:ß'--a, 

d.  h.  AJB — S  wird  sich  der  Null  mit  wachsender  Anzahl  nSheni, 
Da  aber  immer 

AMB<,S, 

so  ist  auch 

AMB<AJB. 


♦i ; 


l 


;  \ :  M  •  l    \.  -  \K   ■  •  V.  .4 


>      \         *         ^  * .  i 


^  ■ 


Vi 


\      V- 


1  •       1 


4    . 


.    I    t  *       #     -~         1  . 


V, 


vi  ■.. 


'.  »i 


■.:;'j-.  •»«:.  !•■ 


^  ^   ^ 


.    :!■ 


'.-.•' 


•  •  # »       i 


*»' 
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Kine  Anfipalie  «^er  ^li|  Haximiun. 

Von  dem       •       , 

Herrn  Doctor  J.  Di  enger , 

Vorstand  der  hohem  Bürgerschule  sn  Ettenheim. 


-^^, 


Die  folgende  Aufgabe  über  ein  Maximum«  die  Herr  Professor 
D  e  c  r  u  e  an  der  A  c  a  d  ^  m  i  e  in  G'e n  f  im  Schnljabre  IS^^i  sd 
nen  Schülern ,  zu  denen  ich  damals  auch  gehurte,  stellte,  habe 
ich  noch  nirgends  veröffentlicht  gesehen/  halte  sie  jedoch  der 
Veröffentlichung  werth,  indem'  Ich  zugleich  die  Auflösung  beißige. 
8ie  lautet: 

Ek  stellen  AHufaABJC£siL\.  Fig.  3.)  zwei  Hänser  vor,  welche  dnr<A 
eine  jStrasse  von  der  Breite  ^1^  getrennt  sind.  Man  will  den  Balken 
DE  zur  Thüre  BC  hineinbringen;  da  Naber  die  Strasse  ense  ist, 
80  sieht  man  sich  genöthigt,  ihn  an  AG  aufzurichten  und  dann 
D  (das  Ende)  an  der  Wand^G  herabgleiten  zu  lassen.  Wenn 
man  nun  die  Breite  AB,  die  Höhe  BC  und  die  Länee  des  Ba)« 
kens  DE  kennt,  so  entsteht  die  Frage,  ob  man  den  letztem  zur 
Thüre  hineinbringen  kann? 

Es  ist  klar,  dass  de^  Balken  nic^  wird  in  das  Haus  gebracht 
Werden  können,  wenn  es  sich  ereignete,  dass,  indem  er  sich  an 
die  Wand  AD  lehnt  und  in  das  Haus  BJ  hineinreicht,  er  zu- 
gleich die  Thüre  am  obern  Ende  C  berührt.  Damit  er  somit  in 
aas  Haus  b^n/ein  gebi^aohl  werden  k^nnymuss  keine  Stellung  mög- 
lich sein  von  der  genannten  Art.  Maif  bi^t  «ilsö  als  Bedingung 
1er  Möglichkeit  des  Hineinbringens  die,  dass  das  Maximum  der 
Erhebung  des  Balkens  unter  der  Thüre  kleiner  sei  als  die  Höhe 
BC,  oder  allerhöchstens  gleich  BC. 


Sei  nun 


.-.!^V~l.<- 


AB—a,  DE=zl,  BC-h,  BE=x,  BR=y; 


*«)  ist 


BE:ER=EA:ED,  d.  h.  x:ER=x  +  a:l; 


aU(o 


ER 


Ix 


a:+a' 


BR  =  STRE^'-BE^v^  -~—  VP— (a-  +  a)« 


Da  nun  das  Maximum  tod  y  ^h,  so  miiss  man  zunächst  die- 
ses Maximum  suchen.    Es  ist  aber 

(x+o)-«(P-(«+ar)«)-i{(a:-H)(^-(j?+a)')— •i<'Mj?+«)*)--*(«+«)^ 


( 


d.  h. 


-   J'.  ;jU*>i  ''.  :      .i.     ■>.=    '^W     •      V  .  :*m5 


•  > 


8 


T  ■. 


.* .    :• 


'('-V>7 


Daoiik  ali^o  der  Balken  In  das  Hats  hineingehe«   mass  immer 


•'s 


■  f  '  I 


*  * 


d.  h. 


1 


oder 


11  -i 


mvi- 


V?+ Vr>'  "der   V^  +  ^^r^JV?  ;: 


s 


5[ 


iSOä 

'•    "  '•-*    I    ;■    »l'-i  »  IIJ*;  .*.     .»     ■''    •/      .    ;    '-•*.'.'♦».;."!  im.    »mO 

•     >  .  •  .  .  '■  .  -  .,  X '   1  »  <.  V  i . 

•    1 1  I       .. '  I  •   j         ^  ■    1      ■  •         •  • 

. '•    '  \:"f    MÜi  '•*,       V-     •■!-.-        .  ■  !  •       v   r     •  '    '  '\\      1  •••     i-  » 

■  ■    •;   .i'.i-    '    •. 'v-,    •  ■'•  !'.f.'    ■•I,  :  i;---,i    1  i!- 


Vetouiii^anfsalbeii  fftr  Sclifiler. 


OD  4ieiii  Herco  Doctor.J.  Dienirer«   .Vorstand  dec  hohem  BurirerfchuU 

.  ^  ■         ■,   ,.yj   .  *^*-i  1-  SteCe^l)  +4;!,..  : 

o  ... 

•      2)  ■  Ist  '     •    -^  "■■      ■  ■•:•.;        :ii-'-  •  :'.:■  •  '    ;.  ;n 

/       "^^       ••  ■         ;  .....  .  .... 

i  ...        :   .  \a/  ^  V*/-^   •..  :■;..:   .il 

. .  «r  I  •     • 

t  jSleidteug  einer  :E4liipse^  (^»J^  ^'^^  rudkt  in  der. Ebene  dc;^ 
llipiÄ;..UD4iIin?t|i  b^eichni^  diPiVrös^_     .,       .    .,        ..     .;; 

O 

ist  die  mittlere  Entfernung  des  Punktes  (a,  (f)  von  der 
lipse : 


Für  den  Fall,    dass    ß::^,    erhält  man  als  mittlere  Entfer 
ng^  wenn  a>4x:  ' 


>    •  i' 

.  r      >! 


2(0«— 6«) 

/  ga-^a— 2a«+(a— tf)V"öä='P  j 
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3)  Der  Korper  A  habe  zwei  geradlinige  Beweffongen  nach 
AB  und  AE  (Taf.  V.  Fi&r.  4.)>  beide  8o,  dass,  wenn  D  und  C  die 
Orte  am  Ende  der  ersten  Sekunde,  B»  £Jam  Ende  der  Zeit  t  wSren, 

AB=AD.tp(i) , .  AE=z  AC.ffifi, 

worin  9(0  irgend  eine  Funktion  von  t  ist.  Ffir  diesen  Fall  be- 
west  er  sich  auf  der  Diagonale  des  Parallelogramms  ADGC  fiber 
AD  und  AC  und  zwar  so,  dass,  wenn  Cr,  F  die  Orte  am  Ende 
der  ersten  Sekunde  und  der  Zeit  i  sind«  auch 

AF^ACifd). 


VoB  dem  Herrn  Doctor  E.  W.  Grebe,  Gymnaeiallehrer  zu  C ästet 

Werden  über  den  drei  Seiten  eines  rechtwlnkelieen  DreiedEi 
gleichseitige  Dreiecke  beschrieben,  w^  sind  bekanntlich  die  Drei- 
ecke über  den  beiden  Catheten  zusammen  genommen  so  grosi 
als  das  Dreieck  über  der  Hypotenuse.  Geradlinige  Figuren  aber, 
welche  an  Flächenraum  gleich  sind,  lassen  sich  auch  immer  ii 
Stacke  zerschneiden,  welche  beziehungsweise  congruent  sind. 
Solche  Zerschneidungen',  an  den  jE^enannten  Dreiecken  vorsenoB- 
meo ,  sind  hier  in  den  Figuren  Taf.  V.  Fig.  5. ,  Fig.  6. ,  Fig.  7. 
bereits  ausgeführt,  und  es  wird  neben  Feststellung  äer  Const^i^ 
tion  der  Beweis  för  die  Richtigkeit  verlangt.  Tal.  V.  Fig.  5.  re- 
präsentirt  die  Fälle,  in  welchen  die  Differenz  der  beiden  spitzen 
Winkel  des  rechtwinkeligen  Dreiecks  <  30^;  Taf.  V.  Fl«.  6.  des 
Fall,  in  welchem  sie  =30O;  und  Taf  V.  Fig.  7.  die  F^le,  we 
dieselbe  >  30^  ist.  In  jeder  Figur  sind  die  entsprechenden  Fli* 
chenstücke  mit  derselben  Zahl  bezeichnet. 


Druckfehler. 

Auf  S.  113.  und  S«  129.  unten  links  setze  man  „Theil  %|V/ 
statt  „Tb eil  XVI."  \ 


\ 


1 


«ei 


tk 


eber   die   näbernn^s weise    Ermitte- 
luns  der  Werthe  bestimmter 
Integrale. 

Von 

dem    Herausgeber. 


1 


l  allen  Aiiwpnilungen   der   Mathematik  kommt  man    häurig 

Aen  Fall,  die  Werlhe  bestimmler  Integrale  nähernngsweise  er- 
tteln  zu  müssen,  wnfilr  ich  als  ein  sebr  in  die  Augen  füllendes 
isniel  nur  die  Schi ffsbaak uns t  anführen  will,  indem  man  bei 
r  Bestimmung  der  -SchiffsrHunie,  der  Nchwerjiunkte,  der  Stabili- 
und  der  f riighcitsmnniente  Met;{terer  namentlich  wegen  dea 
hlingerns  und  Stampfens  der  Schiffe),  der  Bestimmung  des 
iilerstandes,  welrhen  die  Schiffe  bei  der  Betvegung  im  Wasser 
eiden,  u,  e.  w.  immer  auf  die  nfiherungs weise  Ermiltelung  der 
erthe  bestimmter  Integrale  hingewiesen  ist.  Ich  halte  es  daher  liir 
ectmfissig,  diejenigen  Methoden,  welche  man  nach  meiner Meinune; 
der  Praxis  am  vortheilhafteslen  in  Anwendung  zu  brin«:en  hat,  in 
r  vorliegenden  Abhandlung  mit  m iig liebster  De utlicfalieit  und  in 
iglirhst  eli:nienlarer  Weise  zu  entwickeln,  ohne  dabei  eine  vüllig 
ichüpfende  und  ganz  allgemeine  Darstellung  dieses  buchst  wich- 
en Gegenstandes  zu  erstreben,  indem  ich,  wie  gesagt,  mein 
igenmerk  für  jet:it  hauptsächlich  auf  die  praktische  Anwendung 
nebtet  habe,  fiir  welcne  fs  nach  meiner  Meinung  weder  noth- 
ndig  noch  zweckmassig  sein  dürite,  die  Darstellung  bis  zu  vnll- 
ndiger  Allgemeinheit  zu  erheben.  Wenn  auch  die  vorliegende 
handlung  nntbwendig  manches  Bekannte  enthalten  muss,  so 
rfie  doch  aueh  manches  Neue  in  derselben  vorkommen,  indem 
B.  das  Princip  der  nach  meiner  Meinung  nauientlich  auch  prafa.- 


leil  \IV. 


ft 


tisch  sehr  wichtigen  Oorrectioneformeln  von  Stirling  tierh  BkU 
80  klar  wie  hier  aufgedeckt  «vorden  sein  inörhte,  indem  ich  ntich 
bemQht  habe,  einen  ganz  allgemeinen  Beweis  dieser  wichtige« 
Formeln  zu  geben.  Auf  einige  specielle  Anwendungen  werde  icli 
Tielleicht  spEterhin  zurifclckoinmen. 


§.  2. 

Wir  wollen  also  annehmen,  dass  5  eine  Iteliebige  Fnnetinn 
der  unabhängigen  veränderlichen  Grüsse  o:  «ei.  und  dass  der  Wefth 
des  bestimmten   Integrals 


/jii 


wo  a  u^.i  kpkHmtltcb  die  an^enannten.  GräsBen  defc  IMiJrrati«^ 
a  die   untere  und  b  die  obere   Gränae,    sind,    durch    Annänenmif 
bestimmt  werden  solle.    Hierbei  kOnneTi  nun  iwei  Fälle  einti 
jenachdem  nämlich   die  Art  der  Abhänpiizlteit  der  Function  9  TM.  I 
der    unahbSngigen    veränderlichen    Grösse    x    vollstiindig    beltaail  1 
oder  unbekannt  ist;    und  der  letztere  dieser  beiden  Fälle  ist  de^  \ 
jenige,  welcher  z.B.  in  der  Schiffisbaukunst  am  Häuligsleu,  eigentlich    ' 
nur  allein,    vorkommt.     Mag   nun   aber  der  eine   oder  der  andere 
dieser  beiden  Fälle  vorliegen,    so   wollen  wir  doch  immer  aniieb' 
mec,    dass    eine    Reihe  zusammenstimmender   oder    einander  • 
sprechender  Werthe  von  ar  und  1/  bekannt  oder  gegeben  sei.  Dig 
wir   zu   dieser  Annahme   stets  berechtigt  sind,     und    nur   die 
ist,    wie  man  n)  den  beiden  in  Rede 
bestimmten  Werthea  der  U 
,  welche  natürlich  stets  im  l 
villkiihrlicben   Annahme  anheim  gestellt  Ud 
n  Wertbcn  der  Function  1/  dieser  veränd«rlicllti 
logleich   erhellen,     und  kann   auf  fulgciidin 


äniftcli    zuerst  £e 

der  ver&nderlicben 

gegebene    Funclioi  \ 

on  selbst  die  Müf 

Werlhen  %d 


und  Weise  verschieder 

benden  Fällen  zu  den 

hängigen  veränderlicher 

gemeinen   der    ganz   ' 

ben ,  entsprechende t 

tirossa  gelangt,    wiru  1 

Alt   leicht    deutlicb    gemacht   werden 

Art    der    Abhängigkeit    der    Function    y   vor 

Grösse    .1:    vollständig    bekannt,    d.  b.  j/   eint 

von  X  ist,    60  ist  dadurch  natürlich  sogleich 

lichkeit  geboten,  die  den  willki'ibrlich  angeno 

.c,  welche  man  dec  ganzen  Kecbnung  zum  Grunde  zu  legen  in 

sich  1  igt ,    entsprechenden    VVertbe  der  Function  _y  verniittelat  d< 

durch  die  Form  dieser,  ihrer  Abhängigkeit  von  x  nach,  vollst 

bekapoten  Function   unmittelbar  und  gana  von   selbst  vorgeMl 

benen    Re c |i  n uxg*iop erationen    zu   lierechnen.     Wenn  dagegen 

Form  der  von9  abhängigen  Function  y  nicht  bekannt  ist,  00 

den     doch,      um    das     schon     vorher    gebrauchte     Beispiel 

SchiSshaukunst     beizubehalten,      x     und    ^     jedenfalls     ii 

die      allgemeinen      analytischen      Symbole       zweier       an 

ächiffskjii:|>er      selb.st     sich     vorfindenden.      in     einer     gewii 

Abhängigkeit  von  einander  stehenden  Grössen  sein,  die  einer  gfr 

nauen  Messung  mit  dazu  geeigneten  Instrumenten  oder  AupaidW 

unterzogen  werden  kürnien;    man  wird  also  an  dem  Schifttkörptf 
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iHmI  einige  Werthe  iler  an  demselben  sieb  findenden '  wi4  duKb 
mselbeo  unmittelbar  dargelegten,  im  Allgemeinen  durch  da« 
^bol  X  bezeichneten  (Jr-isse  geuRu  messen,  ferner  die  an  dem 
chiffskörper  sich  ebetilalls  vorlindenden.  mid  durch  ileneeiben 
imitlelbar  dargelegten,  den  angenommenen  Werthen  von  x 
itsprechendeo  oder  davon  abhängenden  and  darch  dieeeU' 
M)  bestimmten  Werthe  der  im  Alli^emeinen  durch  y  beieichne? 
ID  Grösse  gehßrig  uulsuchen  and  gleichfalls  einer  senaoen  Mes^ 
mg  unterwerfen,  und  wird  sieb  also  auf  diese  \Veise  Auch  in' 
am  vorliegenden  Falle,  welcher  in  der  That,  nie  schon  bemerkt 
orden  ist,  derjeniije  ist,  ivelcher  x.[B.  in  der  Schiffs  bau  kaust  Torzugs- 
eise  und  eigentlich  uur  allein  vorkommt,  in  den  besitz  einer 
;eihe  zusammenstimmender  oder  einander  entsprechender  Werthe 
un  X  und  1/  zu  setzen  im  Stande  sein. 


§.3. 

Nachdem  hierdnrch  gezeigt  ivorden  ist.  dass  die  beiden  oheol 
aber  bezeichneten  Fälfe  im  Wesentlichen  durchaus  nicht  von 
inander  verschieden  sind,  dürfen  ii-ir  uns  also  immer  berechtigt 
alten,  eine  Reihe  zusammenstimmender  oder  einander  entspre- 
hender  Werthe  der  una)>hängigen  veränderlichen  Grüsse  x  und 
irer  Function  y  aU  bekannt  anzunehmen,  und  können  unter  die-' 
er  VorausselKung  nun  das  Princin,  welches  der  approximativen 
ategratiunsmethode,  deren  EntwicKelung  den  Gegenstand  dieser 
ihundluag  ausmachen  M'ird,  im  Allgemeinen  zum  Grunde' liegt,  aaC 
ilgende  Art  aussprechen,  wenn  auch  weitere  Ergänzungen  un4 
Iri^uterungen  desselben  im  Laufe  unserer  Untersuchung  selbat  . 
ocb  mehrere  vorkommen  »erden.  > 


er  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  x  die  gleichfalls  gegebe- 
en  n  Werthe 

A,,  At,  A3,  Ai,....A„  ' 

ler  Function  1/  dieser  veränderlichen  Grösse  entsprechen.  Ferner 
rollen  wir  grösserer  Deutlichkeit  nder  vielmehr  Anschaulichkeit 
regen  uns  die  n  gegebenen  Werthe  der  unabhängiiren  veränder- 
khen  Grösse  ar  als  eben  so  viele  Äbselssen,  und  die  n  gegebe- 
leii  Werthe  der  Piinction  y  als  die  diesen  Abscissen  eotsprechen- 
len  Ordinalen  der  Punkte  einer  Curve  denken,  deren  Natur, 
renn  wir  den  Buchstaben  /'  wie  gewöhnlich  als  ein  allgemeines 
^nnctionszeichen  gebrauchen,  im  Allgemeinen  durch  die  Gleichung 
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iktg'.icftarakterisirteii  Curre    gegeben,  und  wenn  wir  nnii  dnrd^ 
dieis^e  *  gegebenen  Punkte  eine  im  AUgemeinen  durbh  die  Oleidumg 


/»'* 


<:barak^erb;rte  parabolische  Curve  des  (m-^l)sten  Grades  hindvrdi 
legenV  so.  werden  wir  uns  zu  der  Annahme  Derechtigi  halten  dfi^ 
fen^'/  4ft8s  .diese  parabolische  Curve  im  Allgemeinen  «ich  desto 
Qn^|[fi;,jOderjiiipiger  an  die  durch  die  Gleichung  3^=:=y'(a;).  ch^rakte- 
risirte  Üurv^,  anschliesiseii ,  oder ,  was  augenscheinlicb  .dasisejbe 
ist»  da$8k durch  die  Functio.n  ..      /       :       : 


.  / 


.  '  ■     '     ■  - .  •         ■ , 


,  1      ■  ■    , 

die  Function  y=f{aß)  desto  genauer  dai*«feste1It  werden  wird,  ie 
mehr  Punkte  die  beiden  Curven  mit  einander  gemein  haben,  d.  h. 
nach  dem  Obigen,  je  mehr  einander  entsprechende  Werthe  ?od 
X  und  y  als  gegeben  angenommen  oder  zum  Grunde  gelegt  wor- 
den sind.  Da  es  nun  aber  hierbei  natürlich  darauf  anl&ommt,  die 
(ilelchongi'  '  •  » 


\  "  I    *  ■ 


1...  '  ■  ...:-.....•  ■       ' 


.:f  .;    '^^^)+Aia:  +  Ö2«*  +  «34^*+... +«m^ia:»«~'^;- 


d/9ri.diirc)ii  die;  n  gegebenen  Punkte,   deren  Coordinaten  nach  dem 

Ö>IgeMr;-,.     ■"■  ■  . 

•■•■■■".•'•■■'•  j    Ci',  Ai\  02,  A>2,\  «3,  -4j ;....;  an.  An 

fllnd/  welch«  in  der  durch  die  Gleichung  y=zf(x)  eharakterlstrieB 
(}urve  liegen ,  hindurch  gehenden  parabolischen  Curve  genau  ken* 
lien  zu  lernen^;  so  handelt  es  sich,  eben  weil  diese  parabolische 
Curve  durch  die  n  gegebenen  Punkte  gehen  soll,  oftenbar  darom, 
die  CoefQcienten 

ß^ü»  ^1»  '^J   «a,»»««/«— i 

in  der  allgemeinen  Gleichung 

^  =  «0  +  ^i^  +  «2^*^  +  «3^^  +  ...  +  am-i^:'"-* 

der    parabolischeii    Curve    so    zu   bestimmen,    dass   den  n  Glei* 
chungen 

A=^«6  +  <^i"a  +  «a«2*  + «3«2^  +  -  +«»1-1  Ö2'"""^» 

u,  s.  w. 

welche  in  Bezug  auf  die  unbekannten  Grössen 

^9  Mii  €C»29  %y««Cffn— 1 


SmmtiKcbHftiiflif/  erateni^Sraflersted^'  -genügt  r'Wird.-  ::.'fiifeffaRii/!sieht 

isiii)  diww>  ««^ )  weän  diese  Bestimmiäng  mit  vülUgeii:Ee«iflHinitlMM 
i9eMbeMnii|}eUr%.eijiie&^j9^^  freien  Willkah?  atibeiRlIgeflttolft 

JeiDi^  wie:  goosB^anidtci&n  Grad  der: ^esuchted:  paridioiiadieci 
lurve  bestimmende  Grösse  m  annehmen  will,  indem  mati;{6ffefilaf9 
amit  man  immer  gerade  eben  so  viele  Gleichungen  nie  zu  be- 
timmende 'tiid>«kaiinte  Giröi^i^ü  "i%v  ix|,a.j,.  «%,....;  ^erl^lte^  nur 
i=n  setzen  kann,  wodurch  man  die  »Gleichungen  des  ersten 
rrades  ^^' ■"■''■  '"-.'^ 

-^1  ==«0  +  «i«^!  +  <>^öi^4^  «301*+ .../+ a«-iOi«^^ 
^=00  +  cfiOa  +  «afla*  +  cfsOa'  +  ....  +  «n-ifla*"*, 

-^3  =  «0  +  «lös  +  «aÖ3*+  Ö3«3'  +  ••••  +  «n-iOa"""** 

u.    s.    w. 
^«^:==a^4-a}an-f  asiOn^-f^öii*  +: .....+ Ix«,-!:  a«*"* 

it  den  n  unbekannten  Grössen 

^^^o»  ^1 »  ^'^^  ^z  •  ••••  ^.—1 

rhält,  welche  letzteren  sich  also  mitteliit  dieser  n  Gleichungen 
es  ersten  Grades  im  Allgemeinen  immer  ohne  Zweideutigkeit 
estimmen  lassen. 

■'  ♦•       \     !•••',■      .  :.':*•••         -        ■■    f      ■-  •         \    ,»^*  ■--■ 

Hat  man  nun  aber  die  Coetficienten 

«Q,    «1,   «25    «3,....««— 1  ,     !. 

of  diese  Weise  bestimmt,  so  wird  im  'allgemeinen,  wenigstens 
I  dem  Intervalle,  welches  \ die tziim'^un4e  gelegten  Werthe  der 
nabhängigen  veränderlichen  Grosse  x  umfassen,  mit  desto  grös- 
erer  Genauigkeit,  je  mehr  Werthe  von  x  in  diesem  Intervalle 
IbA  d^fai^elbeD- entsprechend«., W#r^e  ,^an  jft.z^ni  Gnuid^)j^egt 
rordcn  sind,  i^der  je  mehr  Punkte' iri  diesem  Intervalle  die  aürcn 
tie  Gleichung  y:=if{x)    charakterisirte  Curve  und  die  durch  die 

barakterisirte  parabolische,  (^lur^e  de^:  (n— :l)sten  Grades  mit  ein- 
ader  gemein  haben,  ^ 


«6  +t«i<t?  +  »tÄ^  +  fb>^*  f+ ...» +»^i^~^ 
^gestellt  werden  können., 


\    •    •. 


mmntJAian  noD  die  tarn  Gfuode  gelegten  Wertbe  ttMali 
deü  heervälle  von  x=:a  bUr  jc=b,  m»  wird  ioMrlieUi  dloM 
Intenrallel  mit  desto  grosserer  Genaolgkeit*  |e  ttehr  VlrnM^tm 
X  und  deoselben  entsprechende  Werthe  von  y  BMm  Mum  Griiiib 
gfiegt  hat. 


■  1 .     1 


'■■-■*'■■•         ■•  ...       I .    ■ .   •■  — 

also  anch 

und  folgliph  offenliar  aach 

f  yhx^  r  fix)dx 

a  a 

a 

d.  1. 

/.   ySx=J     f(x)dx 


also 


ydx  =J    fix)  dx 


a  a 

eesetzt  werden  künnen,  und  hierdurch  folglich  der  gesuchte  Wefil 
des  bestimmten  Integrals 


f  ydx=:J     /Xx)dx 


näherungsweise  gefunden  sein,  im  Allgemeinen  immer  jnit  dfl^ 
grosserer  Genauigkeit,  je  mehr  Werthe  von  x  in  dem  dnrdi  1^ 
mtegrattonsgränzen  bestimmten  Intervalle  und  denselben  ^^\ 
chende  Werthe  von  y  bei  der  Bestimmubg  der  CoetädvaMim 
«1»  «2>  c^ 9. ....ex»-!  zum  Grunde  gelegt  worden  sind,  odertH 
einem  je  nöheren  Grade  die  durch  die  Gleichung 

■ 

iy  =  «6  +  c(ix  +  a^x^  +  cc^x^  +•...  +  Ofi-i.r*-* 


»1 

barakferisirte  parabaKsche  Curre  ist,  welche  man  in  diam  fl 
«de  stehenden  Intervalle  mit  der  durch  die  Gleichung  y^f{x) 
larakterisirteu  Curve   In  Uebereinstiniiniing  gebracht  hat. 

Dies  iatimÄllgemeiaen  dasPrineip  derNäherangsniethüde  sur  i 
imittelung  der  Werthe  bestimmter  Integrale,  welche  wir  nun  ' 
eiter  entwickeln  wollen,  indem  Mir  jedoch  vorläufig  bemerken, 
asa  wir  bei  dieser  EritwiijkcluRg  nicht  ganz  den  im  Vorher^ehen- 
en  angegebenen  We«;,  welcher  sich  übrigens  allerdings  auch 
ittschlagen  Messe,  verfolgen  werden,  weil  eine  etwas  andere  En l- 
'  ick  ein  ngsw  eise ,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  in  mancher 
[flckgicht  leichter  itud  schneller  zum  Zwecke  Tilhrt.  Hier  knm  es 
DS  fflr  jetzt  nur  darauf  an,  den  Geist  der  Methode  den  Lesern 
n  Allgemeinen  mit  müglichster  DeittUclikeit  vor  dis  Au|:en  zu 
Ihren,  und  dazu  schien  uns  der  im  Vorheigehenilcn  eingescblu- 
ene  Weg  der  geeignetste  zu  sein. 


§.  4. 


Es  mag  jetzt  uiedcr 


«1-   "«'  "3.  1*,  — .Ob 

iine  Reihe  von  n  gegebenen  Werthen  der  unabhängigen  verändcr- 
icfaen  GrOsse  x,  und 

A'  ^».  A'  A' ^»  .r-.-.-.A 

lle  Reibe  der  diesen  Werthen  von  x  entsprechenden,  gleichratui 
Hegebenen  n  Werthe  der  Function  y  der  veränderlichen  (ürüase 
t  sein.  Unter  dieser  Voraussetzung  wollen  wir  uns  nun  die  Auf- 
[abe  stellen,  die  Function  y  so  zu  oestimmen,  dass  sie  die  Form 
liner  gaosen  rationalen  a^ebraischen  Function  des  (n — 1)sten 
>rades  von  x  habe  und,  wenn  man  für  x  die  Werthe 

dl,  a«,  «Ig,  04, ....an 

I  sie  einfilhrt,  respective  die  Werthe 

rhalte.  Um  diese  Aufgabe  aber  mit  Leichtigkeit  aufzulösen,  wol- 
n  wir  die  Function  y  nicht  in  der  gewcihnlichen  Form  der  gan- 
Hi  rationalen  alcebraischen  Functionen  des  (n  — l)9ten  Grades 
Ssehinen,  wie  dies  im  vorhergehenden  Paragraphen  geschehen 
t,  sondern  wir  wollen,  nach  einem  schon  von  dem  scharfsinni- 
en  GDglischen  Mathematiker  Jacob  Stirling  in  seiner  selbst 
tzt  immer  noch  wichtigen  Methodus  di  f  ferentialis:  sive 
ractatus  de  summatione  et  interpolatlone  serierum 
»finitarum.  Londini.  1730.  4».  p.  139.  Prep.  XXIX.  be- 
'Iglen  sinnreichen  Verfahren,    die  ganze  rationale   algebraische 


393 

FunotiDD  y  des  (n'r^l)8ten .  Grad«»  4m»  Vaitits.  d^  ■  Fonv^    •.  i  .4  r  i :..' 

'       ■  -  ...  ■    in ,     ji    !  ;r|,   ■;       ':i  • 
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!'■•«■  »J'i- 


■  i 


.  U.  S.  Wj,. 

■   .  ■        ^  •  ■  I  .  ■  ■  ■ .      •   1    :      ■ .  ; 


WO  die  Symbole 


1. 


%9  %»  2(^9    ^(^^•••»•Sn 


I  •     a        I    « I :  • 


,r 


gewisse  von  o;  unabhängige  CoelYicienten  bezeichnen,  dargestellt 
Senken,  wobei  zugleich  auf  der  Stelle  in  die  Augen  fällt,  dass» 
wenn  man  die  Function  y  unter  dieser  Form  den  Bedingungen 
der  Aufgabe  gemäss  darzustellen  im  Stande  ist,  darauM  dann 
immer  auch  leicht  die  gewöhnliche  Form  der  ganzen  rationalen 
algebraischen  Functionen  des  (n— l)sten  Grades  abgeleitet  werden 
kann. 

Zur  Bestimmung  der  n  von  x  unabhängigen  CoefBcienten 


2li ,  3la»  2(3,  2(4,  ••.•2ln 


•    ■ . 


liefern   uns  aber  die   Bedingungen  der  Aufgabe   unmittelbar  die 
folgenden  Gleichungen: 
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-  '•  SiaK^Hoiren  wir  äese  GIcidiangeQ  nseiHdet'  Rißihe  mit 
BiUclieD 

•»  .        ».  •  ■  -       ■  \    y  •- 

-  ■    -      •  \    "  '    '.      .. 


^          ...                              r*       " 
■    J^w  ^   >       N TT f—i* 


ia^-ai)  ((h-^ih)  (aa-^d^  (««-^05)  -(^-t^^X 

-  f .  ■•  •  - 

I  •    •      •    .  ••  « 
*  ■  ■■ *               .                                           •  • 

- ■        .  -   ■'^ 

(«4— «1)  («r-a«)(«4'^)(««*rr«5)-(«4 --?*)' 

U.    8.  W,* 


<-- .  "  r'  .      ■  "• 

und  addire^-jdie  dadurdi  dSch  eimgett  ganz  leichten  Rediietioi 
entstehenden  Gleuäiungen  äsu  einändj^j  so  erhalten  wir  zwiscl 
den  Coefficifnten  - 

1  2(i,  lis«  3(3  >  2li, Tlk 

die  folgende  Gleichung: 

A : 

(«1— Oj)  («1— aaXoi— 04) (Oi  —05) ....  (ai— ajt> 


(oa— Ol)  (oa— «s)  (««^«4)  (o«— ^Oö)—-  («a— «*) 

(«3— Ol)  («s— «2)  («8— fl4)(<^— «6)  ••••  («8—«*) 

4l ._ 

u.  s.  w. 
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<ffÄ— «3)  («Ä— 04)  («*  t:  ««)  -(««—«*) 


I  ' 


H..' 


(«4— CTa)  (a4-^«3)<«4—  «»)  —  («4 — «*)| 
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■  *  .         1 


/  . U k.        ,!f    . 


o.  s.  w. 
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-   /  • 


(04— a5)X.(a4— a*)i 
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)<.<<^ 


:'•:..    »  .-Vj 


;0-ir.r«]'iivr-  i^':->A-3(|i^0(v'  ~i->; 


•-•.'. .» •  •■■")-- 


0-->>)(,  N, 


t^<flykf;^»-(«*r-<^|)- 


Q.   8.  W.  j  U«   8.   W. 


••■>/ ...  t  .-.)-  ■"..•   .%,  ) 


1 } 

i.    V  <■ 


. '-i^ 


ajfc-i  —  a/k 


,         u;(.-:      ,     .^^,. 


Oft —  at-i 


%^ 


+  3(ft 


••      :.i 


Wenn  man  nno  nach  eloerfaiui  den  AofaagtgrQiiden  der  I 
AnalT8i|i.JLeipzig.  183&  Sl  160.  §.  14.)  die  gebrc^ne  ra 

in  80geDai|^:.^M¥<E^ 

zerlegt,   ao-erfaält  man  uadi  der  erwäfanten.  Methode  ala  ZU 
dieser  Brfl^ke^'dädiitb(Mr  «IM  Jb^Mli  CMM^i' 


u.    s.    w. 


•    :    » 


r.    .._j 


und  es  ist  folgliAi 

•'  * 


(m— Ofi)(l«— «^(m— fl^)(p— «4)(m— a5)...(tt— «^ 

I   i jL.^ 4J 

.''  .>  .1»!  .7/  .;<  .1; 

^     ^>.    '    ^^ 1'-'-  /     . 


I  —      "  ■  ■ 

|;-      >  U.   S.   W. 


um 

SO,  wie  man  hieraus  ao^lc^i^  n^Hi^fiS^t.:  m.:mI:..-  '  !  ,.{  >..  ..  «,)  n'  <> 


0  = 


(U  — JÄ^Xfl^^ÄtXtt  T**-^>(«i*v^Hift)(t«-rH#Ü'U.  (^^afJ^) 


1     


^  («3-^«*)(«V*MX«i--^«8)(«i--^>3-T^):--.(«3-^Aiu) 

Urf  '   s.     w,. « 

<A1 

ieTf\    wßnn*f»a«"grusßerer  Sj^ip^|rie  wfege.A  statt  des 'Symbols 
das  Syrabor  a  in  diese  Cleichuhg  eiüiährt: 


.  »'1 


0= 


J  1 


(a— cfi)  (a— «a)  («— «s)  («—«4)  —  («— «a«) 

1 


-'  ■     '    i    :        ^  :'     •••  ■■••'  ■  •  -  '  '-^ -.:    ;,    • ■     -    .i;«-.- 


4   »'  . 

■    : Li—^L L_ 


...        T^     • 
] 


(«3— a)(a3— «iKaa— «2)(«3— a4)"(«3—<V«) 

u.  s.  w.  '  **   • 

■  ^  ^  .  .  ■ » 

Weodet  mao  den  in  dieser  allgemeinen  Gleichung  ausgespro- 
benen  Satz  auf  dlis  zwischW'död'Oö'efficiiBiiten     •-    > 


;  2li ,  IIa,  ^24;  2^,1.. 3* 


•         *  k      '  •  ^ 


efnndene  Gleichung  an/  so  fallt  auf  der  Stelle   in  die   Augen, 
ass  die  Grossen,  In  welche  in  dieser  Gleichung  die  Coefficienten 


%*  3li»  7lk»\  3l4>"*^  I 

noHiiilicitl  Uaäll  MmiiitifeliVef«6)iWiKdtiA;-  i^  daM  ddl  «Im 
dieser  Gletchaog  fllr  den  allffemeiDen  CoefBeieeteo  3b  der  fol- 
gende  gau  indcpendeDte  äimmiA  MpgleUt    i'i'.iil  ii.::i.    . 

4^ 


. A, 

Um'f    B*Vi     ffk' 

•  Da^Wectfi  Ton  Zi  kan^  au«  dicwer  allgemeiiieii  Fotmel  aicM 
•eObst,  daM  immer  ^       ^  •  '       J       "       . 

ist. 

Ffilirt  man  die   hieraus  sicli  ergebenden  ganz  independenten 
Aosdriicice  von  , 

%»  %»  3I3)  214,... 2fn 
in  die  oben  zum  Grunde  gelegte  Gieichuiig 

+  2l,(a:— «,)  . 

+  ^3  (or— fli)  (a^—a^) 


t  I . 


u.  s.  w. 


+  i»(ar-Hi^).^aPTT<asi)(ÄV^       (^-«^li-iii; 


t  <■■ 


ein ,  so  erliält  man  audr-  ejpm  vollständig,  entivickelten ,  ganz  in- 
dependenten Ausdruclc  Tfir  die  gesuchte  ganze  rationale  ugebrai' 
sehe, Function  des  (n — l)sfen  Grades  y  von  x.  .    . 
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;■';."      .       -        v\ 


f«. 
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Man  kann  aber,  wie  wir  jet^i  zeigen  rioiren,  diie  ganze  ratio- 
ale  algebraische  Function  des  '(n — l)sten  Grades  y  von  w  noch 
uf  einen  von  dem  aus  dem  Vorhcrg^hendeif.  sich  ergebenden  ver^ 
chiedenen ,  viel  einfacheren  Aasaruck  bringen.  Dm  jedoch  nicht 
II  weitläufig  zu  werden,  wollen  wir  diesen  Ausdruck  nur  för  n=5 
ntwickeln,  werden  aber  die  Rechnung  sqiiiEihren,  dass  die  Ali- 
emeinheit  der  Methode  ausd^^l^l^-^i^^^y^n  s^b^.erhellet. 


Für  n^5  ist  nämlich 


i 


+  2^(0?— a,)   ^  '      '         ;  i 

I 

+  24  (ar— öl)  (o:— Oa)  (ar— ff ,) 
id  Tolglich,  wenn  man  für 


e  aus  dem  vorher«^^tiendeh'Paragi'äphien  steh  ergebeiiden  Aus- 
-ücke  dieser  Coeflicienten  einfuhrt: 


•  >  I 


»»-•   ,^         ■        I    .'  n-     ^'^ 


i  ' 


.•  .  ,.  'ir   -    ^ 


^1 


•>- 
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,  •    >    ■■'■  ■•iM)  ■  .■^-:. 


»MD 


(Ol  -o^  («1— o^  («I— «4)  j 

,,  AI 

1^ Ä i 

»  j§  I    f    *i  *- 

I    g       "^^S ■    ■■'•» '     I'"«     •■-—    %        •■ 

I  ■ ^U I 

(«4— «iK«*— «i)(«4— a,)(a4-'-4li)l  '   J-  i 


Ordnet  man  nun  diesen  Ausdruck  nach 

-»l  >  •»«*   «»a»    V**  V*' 

SP;  bt^i^i.  in  d|e  folgende  Grösse  m^tiplicirt: 


,\    :  ■    .  I 


'  r  i 


"'"fli— a«  "*"  («1— a«)  («1— a.)  "*"  («i— a2>(ai— a3)(ai— a^) 

"*"  («1— aa)(«i^  — <«ft)(öi — «4)  (fli-< 

«1  —  ö«         («1— fla)  («1  —«s)        (fli-— flaXairrOaKOi— 04) 

"•"  (gi— g2)(gi  -ga)  (ai-pg4)(ai- 

_  (ar— g,)  (x-^a^)       (^;- i|i)(a:— gj(ar  — g,) 

(Ol— a«)(ai— ga)  "*"  (gi— gi)(gir-ö3)(öi— »4) 

I  • 

,  (a^—gj)  (ar-rg^)(a:-«3)(ar-'g4) 

"*"  (gi— 02)  (gi— g*)  (gi— g4)  (gi— «s) 


2U 

~      («1— Oa)  (Ol— flg)  («1—114) 

(g?  — qi)(ar  — QgX^— g3)(g-«4) 
(«1  — «Ä)(fli  — a3)(«i-^«4)(«i— Oa) 

_       (.r — oa)  (a:  —  «aXa?  -^  «4)(a: — 05)  ^ 

(«1-— a2)(öl— 03)(«l^'»4)(«I -^«fi) 


•^ 


'  •  \ 


^\ 


Ferner  ist  A^  in  die  folgende  GrOssis  multiplicfrt: 

x-^ai       (ar— ai)(^-^ag)       (:lr - a^)  (x— Oa)  (a: -  03) 
fl«— «1  "*"  («a—fliX^a— fls)       («a—ai)  («a— «3)  (0^2— «4) 

(«2— ai)(«a— a3)(öa-«43(öV-^öft) 

Qt— -gl)  (ar--aa)  .  (a?  —  a J (a?  —  0^) (o?  r-  0^)^ 

(aa— ai)  (««— o»)  "*"  (02-01)  («2— fl3)(fla— «4) 

(a:— Ol)  (a:  —  gg)  (a:  —  03)  (ar—  04) 
(«a— «i)(a2-^3)(fla— ««X^'ar-^ö) 

—  fa —  Ol)  (ar—  Ca)  (a?  —  04) 

"  (Oa— fli)(oa— a3)(ga— 04) 

.   (ar  — Oi)(ar-— gi,t)(ar~^Oa)  (ar — a^ 
"*"  (fl2— Oi)(fl«— a3)(o«— 04)(o,— ttft) 

(a: — Ol)  (ar  —  05)  (^--04)  {x-^a^ 
(a^^Oi)  (oa— fl3)(a  — d4)(o«  — O5)  ' 

Aaf  ähnliche  Art  ist  A^  in  die  folgende  Grosse  multipiicirt: 


{x—ai)(x — Ca)  ,  (ar  — fli)(a?--*-Aa)(^-^g3)  ■■.  •    ^--  -• 

(O3— Ol)  (oi— fl«)""    (08— Oi)(03— OftXö»— «4) 

-jx  —  Ol) (ar -- C2)  (x—qt)  (a?— dr4)  _„ 
"•"(C— fli)(o,--o«)(a3— fl4)(«i— flft) 

-«  (^^  gj)  (^ —  ^^Kx —  04) 
"~  (o8-^«i)  <«8-rOa)  (03-^4) 

<x-rO|>(ar  — aa)(^— fl3)(<a?-*04) 
(«3— «t)  (os— «a>  («8— «4)  («3— fffi) 

(ar  — gi)(a?— ^aK^*-g4)(^-— <%) 
(03—01)  (Oj-Oa)  (os  --  «4)  (ö8--«6)'  * 

Bbeo  80  ist  A^  in   die   folgende  Grosse  multiplicirt^: 
Theil  Xl\.  l^ 


(«!irr^)  (öi*--%)  («!4"'-«b) 

"*"  («•— fli)  (a»-<%)  («k-<%)  (i«i-%)  ; 

(ar— gl)  (a?  -  Ca)  (4?r-<^)  (ir^<J 
(fl!4-gi)  (g*--gi)  (g*  **-^X«*^-%)  * 

Endlich  i«t  j^.iA.die 
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\ , 


r,:    .  .         'I    ;•;.. 


(HfJ^-^lJ  (H,— gt)  (g***HI»)(ttft-»l4/ 


miiltipliidrt 

■ . -^  Ato^' tat   -■■.■^. 


■  J 
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(ar  — gi)(ir— ggX^  —  gs)  (^— gft)  j 
"*"  («4 — Ol)  («4—02)  («4—03)  (04 —«J    ^ 

(or— qi)(a:— cia)(ar  — gg)(jr->a4)^ 
(gfi— «i)  («6—0«)  («6—03)  (Oft— «4)    * ' 


Dass  diese  Rechnung  in  jedem  andern  Falle  auf^ganz  üi 

ß  Art  ausgeführt  werden  kann, 

es  ist  daher  allgemein  f&r  jedes  n: 


liehe  Art  ausgeführt  werden  kann,   erhellet  auf  der  Stelle,  0 


(x  —  a^)(x  —  a^)(x — a4)(ar — 05)..«.  (x — o«)   . 

^  ""  (gi—Oj)  (01—03)  (gl— 04)  («1— Oft)  ••••  (fll  — On)      * 

(ar-~ai)  (3:  —  «3)  (x—a*)  {x  —«g)  ..,.(ii^--an) 

(g2— «l)  (0^2— «3)  (««—«4)  («2—«»)  ..•.  (Pr-^)      ■ 

(a:— -ffi)(a:--<y2)(^— ^4)(^--g5)-*>*(^-"^  j 
(«8— «1)  («8— «2)  («•— Ö4)  (^a  — gft)  ....<gs— giO    ' 

,   (a?  —  Gi){x'—a^ (x~iin) (a?— gft).>,(a?T g«)^ 

(«4— «1)  («4— «a)  («4-^s)  (g4-^»)...(g4— ««)       * 


u.    s.    w. 
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<ii)(a„-a^{a. 


i,)(a^~a.)...(a,^an-i) 


^Dehrif^e  fallt  auch  auf  4ei-  Stelle  in  rfie  Augen,  dos^'dteri«  1 
mnke  rationale  algebraisch«  Frnictwii  des  (n  —  l)sten  €rad«B  dcü  I 
tedingaiigen  unserer  Aufgabe  vollslfindig  genügt,  indem  diesellMr  | 
tfenbar,  tveim  man  für  a:  die  Wertbe 


r 


it,  respectivc  die  Wertbe 


A,,  A^,  A,,  A^....An 


rb&lt,  wie  gefordert  ivurde.  Die  obige  Betrachtung  aber  leigt, 
'ie  man  zu  dieser  merkwürdigen  Fonnel,  welcbe  luuii  nacb  ihrem 
IrGnder,  dem  berühmten  Lagrange,  die  Lagrange'sche  In- 
erpolationeforniel  zu  neimen  pUegt,  mebt  oureh  ZufaU.'sor 
ern  mittelst  einer  methodischen  analytischen  Entivickelung  gelar 
eu  kann. 

Dass  es  überhaupt  nicht  zwei  verschiedene ,  die  Bedingungen  | 
nserer  Aufgabe  erfilllende  ganze  rationale  algebraische  Functio' 
,en  des  (n  — l)stco  (Grades  geben  bann,  und  daher  die  obigen 
«tr  der  Form  nach  vetschiedenen  Fnnctionen  die  einzigen  «md^  _ 
iwiche  unsere  Aufgabe  auflil^n,  läset  sich  leicht  am^folgenM 
krt  zeigen.  Gäbe  es  nSmltch  zwei  die  Bedini^ngen  anserer  A11& 
lab«  vollständig  eri^llende  ganze  rational«  algebraische  F«ncti(i>^ 
len  des  (« — l)Bten  Grades  y  und  F,  so  würden  diese  Functionen, 

Bmao  für  ;7  die  nWerthe 
>  Ol,  o«,  a,,  a,,....<u, 

reiche   natürlich   anter  einander  sammtlich  ungleich  «ngatloiBinMl  1 
»erden,  setzte,  beide  die  gleichen  Werthe 


At,  A^.  A.. 


..An 


Tlialten,  und  die  Differenz  v—T  v^ürde  also  verschwinden, 
lan  für  x  nach  und  nach  die  n  sammtlich  unter  einander  u 
lien  Werlhe  .,      .' 


,  Ol,  tti,  a,,  fii,t 


etzte.  Daher  würde  nach  einem  bekannten  Satze  der  Theorie 
*r  ganzen  rationalen  alifeb ratschen  Functionen  oder  der  Theorie 
«r  Gleichungen  die  Differenz  y—  ¥,  welche  offenl>ar  im  Allge- 
teinen  eine  ganze:  rati«inale  .algebraische  Function  von  einem  den 
»— IJsfen  nicht  übersteigenden  Grade  ist,    durch  das  Product 


.\. 


1   1 


\i  ■  ^ 


Li 


I .. 


welches  offenbar  eine  ganze  rationale  alffebnüsehe  Fancfion  des 
ffImiliGKades  iat:^  olme  Jletf  ÜReUkit  «ebi,  ymaje^eiihlli'ieine 
Ui%eMbiMlle|t;.ieti  die  nun  dadtaffeb  liei0itigt:«r^e*;l^^  '4a«i 
mm  «lob  ;«i  der  AsDafaiia  beqpMn^;  daaii  .die-QUEmM:« 
der  Null  Identisch  gleich^  -oder  dass  fiBr  Jedes  J?  ii^'Svnmmm 
«  und  F  einander  gleich,  d.  h.  dass  oiese  beiden  Fmif^ones 
überhangt. gar  nicht  von  einander  verschieden,  und  daher  in  der 
That  beide  nor  eine  nfid  dieselbe  Function  sind,  was  eben  die 
oben  von  uns  aosgesprocbene  Behauptung  war,,  deren  Kichtiskeit 
also  hierdurch  volbtändig  bewiesen  ist '"  •       '>*'     '»l».«!*?»»  J..^ 


*  ; 


I'. 


I    *  • 


i: 


$.  d. 


• ' .  • 


■  f.. 


;.  .■  /  ■  »;;    ■;*}-  »II »   :  ..    i:s.i:i  ••"■ 

-Uii -ilfB  WMb' '-di*  beiihiintleft'liAMg^    - ''['^ -' *>/ '-;-'';''.- 


r  , 


l.'.. 


-  r 


/  V  ,; 


I. 


•  1 


".    t^J-.*  '.1        'S'»        r'^.:,'  M 

'      *■   .»       i  .       I  .•  »Tj  '.I. 


l  \  -  1'/.   i.'  .{      ■'. 


1-  ^ 


ntterangsweise  <  zu  eratflteln,  wollen  wir  das  Iwtenrall:  oder  dh 
IHffefens  jftr-a,  die  der  Kfirze  wegen  dutch  aI  bemrioknet^iMB' 
den  inag>  in  »—1  gleiche  Theile  einth^en,  unid  iMoilen  im  Mw- 
hergehenden,  indem  wir  nicht  ausser  Acht  lassen,  dass  die  vor- 
her durch 


aif  a«,  a^,  04, ....oa 
1  ■  «. 

bezeichneten  Grössen  innerhalb  des  in  Rede  stehenden  Intervall! 
liegen  mfisseq. 


.    .*       I    '    •   •*■!  ,•..■•    I     ■ 


ai  =  a 


=  «, 


"     n — 1  ■      n  —  l 


.  '■ 


.:ij. .. 


u.    s.    w. 


^aMn-D^MfXn-l)-:;^; 


MS 


W  ■     •_■__  i'- 


oder,   wenn  der  Kürze  wegen  noch  o  för    ^|  geschrieben  wird. 


.  ..\»  \  •■>-...   .« 


OiR=a+(it-^l)€5 

setzen. 

Ein  aligemeines  Glied  von  y  ist  nach  dem  rorhergehenden 
Paragraphen: 

Der  Nenner  dieses  allgemeinen  Gliedes  ist  unter  der  so  eben  ge- 
machten Voraussetzung  rücksichtüch  der  Grossen  ai,  a%,  a»»  a^, 
....^offenbar:  .   .-i-.^.: 

(fft^l)c3 .  (ffr— ^)S  «Jö . -r  io  »^2c$ .. -— (n— fi)Q 
=(—l)»-M.l. 2.3..  (fi—1). 1.2.3  ..(n—fi).5«-i; 

der  Zähler  aber  ist^  .^enn  , 

■    '  '(.,.'<  !  '»    '.  •  '         .    T       ■    .         -.•■"»;  '  ■  ■ 

ffeaetzt  wird: 

tt(ii— lö)  (m— 2ö)  •.  (u — (fi— 2)S)  (tf-— ftS) ..  («— (n— 1)Ö) . 

■  •     ••         ' .  '..._..'  ^.  . 

ist  das  obige  äUgemeibe  j^iied  von  y: 


I  ^  ♦ » • ' 


( 


w(«-l<a)  (u—2(d)..(u—(ß—2)a){u—fi,vf)..(u—0t-l)  ä)  ^^ , 
-"'>    '^- 1.2.3 ..  Ot-1).  L2J3 ..  (a-,i)öi^i — ^4i^ 


1        ' 


Weil    nun   Bx^=du  und  für    x=zay    2:=:6   respective   u=0, 
tt=6 — a=(o  ist»  so  ist,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


1.2.3..(p-l)-1.2.3...(n— fi) 


■dLka.J 


/■   (  ....  tf  ^ 

"i«(«-15)(«»-2S)..(ii-(f»-2)S)(ii-^Mii-(»— 1)8)8» 
o  '  ••  —  r 

«etien,  das  allgemeine  Glied  f eb  I  ^^  -= .  •» 
ofeobar^  •"  '^-  •" 

■  I  r.\i 

ii(«—J5)(«-2S)~(»—0«^2)5)(«—<»5)  ••(««-:(«— i)2^ 

.X.  ..1«2'.  «y«■Wv«■■'•avr_:v^/l^.■.•.^^,V  - 

tl 

'*Mt   flfMlM  «M   ivf»    lil:.i»    l-.i      -[.ite-^W^W   .i-   >0i  ..i''.    V««.  s-J/     •  »*.i 

..\»    .^\\    .:W  .  |.-i  j. /-,i^.t-'il>  '.'i  ■  »i-'i.: '"..  .'i- ;:;        •;<>>-.•'/:.•.:,■•'»'    .;•■    .    .1. 

also,  wenn  man  •.-xn^W'iiu^ 

Q 

setzt: 


u  (u— 15)  (tt— 25) ..  (tl— (ft— 2)5)  (tt-^'fiÖ) ..  (i^Ä-^l)®)  ' 


_^^.(^-l)t>((^-l)t^l)((^-l>--2)»((»-l)t>-(n-l)). 
-^  (n-l)t,- (,*-!)  ' 

und  weil  nun  dic=:a)8t>   und  für  ti=:0>    «  =  00  respective  e==i9i 

0=1  ist,  so  ist 9  wenn  der  Kfii:ze  wegen 

uT    .  T- -\t). .{•'.»"-   ^  ■• '  •■■ , .  ■   :    ■  -M'..'    :     ■.  Sf)»     V.W 

ir        /^Hn-l)t?((n-l)or-;)((«-l)t>~2).^Cn-l)p~(nr^     ^_ . 

o 

gKfei$«i(!t>wiFd:,  ofenW  ,  '  "   ,.'.  /"'  .''.-*•'!■- 


o 

-](!\(L.Jji;-  Ji^j^i-  ■•'-■^-'■-  --^    ./•■I:---..;r  » 

t7/i=:l»5»-*  F^. 


,         -         ■  »    .  •  - 

Also  ist  Dadii,4eHi' Qbige»  ton 


i         * . 


J  s®* 


2if 

» 

das  aUgemlBiiie  Glioäi       . 

Setzen  wir  jetzt  ferner 

■ '  ^  ■     ■         •    '      "  1   •  ■  '  ■ 


ao  ist 


!• 


/«    l\«     1  —  (n— l)w  +  (n--3) 

•  -  ■  • 

u.    s.    w. 

(n— i;ü  —  (n— d;  = ^ 

i 

(«-l)r-  (n-2)  ^("-l)«-("-3) 
(„_1>_(^1)  =  («-l)«>--(«-l) 


md 


IM      . ..  / 


•0 


.  .■'■•..:u' 


^enn  also  n  gerade  ist>  so  bt 

(n-l)r((n-l)tv-l)((n-.l>-2).((n— IJo-^ifÄ-^i^^ ' 


(    >  • 


^  (n— i)ig+(n>-l)  (fi-l)to+(w>~3)   (n— l)w+(n~5)      (n— l)w+l 
2 2^"'"'  2  2 

^  (n— l)w-(ii— l)  (n--l)tr— (n— 3)  (n-l)tr— (n— 5)  ./n— l)wr- 1 

X s • ' — Q • Q     ■»  <i>i>><>  »Mifa  «ijwn 


c^id^wenB  I»  ungenule  ist«  so  iflit 


(»-l)e  ((i.-I)e-I)  ((«-1)i>-2) ..  ((,_l),^(n^H 

_  0^-l)v,-K„—l)  (n— l)iii4-(n-3)  (»— l)ro+(n— 5)   (a-l)i.+2  (»-IK 
ä 2  2  ■■        i         ■      2 

.  .(n-Dn-dt— 1)  (»-l)»T-(»-3)  («-l)i.-(n-5)   (»—1)1.-3 

=  ^((»-I)'"'-("-l)')((n-I)''«.»-("-3m..((»-l)'«.'-2'X»-l)» 

Setzen  wir  folglich  der  Kürze  wegen,  jenachdem  n  gerade  oc 
ungerade  ist: 

!((»-l)'»M'— l)')((''-l)'«''-("-3)')-)(("^')'»'— »*) 
(M—l)»«j«-(B— -2(^+1)* 
((n-l)V-(»-')'X("-l)'"''-(»-3W-«»-l)'»'-2^("-')» 


"■,= 


(«-l)Y-(,-2,.+l)> 

"'■'"•'"•-'.'z-^t!:?"^,,..,,..,,.,,,''  ' 

(„-l),((„-l),>ll)((n-ri„_3)..((;t-.|),_(.-l)) 
(»-l)e-(^-l) 

=  2==!  (l»-I)»-(»-2c+I))  ir, ! 

und  weil  nnii  0ti^s"3f  nnd  Rlr  tJ=0,    c  =  I  respective  »=— '. 
«:=:-f  1  ist,  eo  ist  nach  dem  Obigen  offenbar 

Also  ist  Aas  al)g«meiqß  Glied  «n     ,   ,;_.i;|     «(i-f—^ 

aadr-^emÖbigen:  -  -  ,; 

Die  beiden  Fälle,  nenn  f(=1  und  f;i=n  ist,  mfisseB,   tvoi" 
teiclit    die    Noth  wendigkeit  aus  dem    Vor  bergeben  den  '"' 

trbcHen  wird,  nun  nocb  besonders  belracbtet  n-erden. 


«19 

Das  erste  Glieik)  ¥001  >yj  ist  "Ra9li(,)4eBi^)TorhergeheDden  Para- 
graphen 

(«1— «a)  («1  -03)  (ai^üi)  (ai— «5) ..  (ai— ii„)    ^' 
Der  Neoner  ilieses  Gliedes  ist 

t       a  > 

— lö.— 20. — 35. — 45...— (n— l)ö 
==(-l)fi-^i;i .  «i :  3...  (ä-1)  5«»--i ; 

und  der  Zähler  ist»  wenn  wieder 

-.,■..  .  .     :  .  .    \  %  <  • 

.      •     \    -  l  ,    ■  ••  /      .  .    •     .■     t  •- 


•.»f'.{j 


I.. 


gesetzt  wird : 

-     *    *    ^       C^-^l®)(tr--^2ö)(M^ 

Also  ist  ^  .|>l^ige.  er^te  Glied, voiiy:  >.    .     •  i      r 

i 

-      ,  (tt— li5)(M— 25)(m— 35)..(m— (n— 1)5)   . 
^~^^      •  1.2.3...rn-l)ö»-»  ,^»* 


<i 


.-,!■../•.      .i:' 


Weil   nun  da:=^du  und^  !rur'>:r=^a,'  ;r=:6    respective    u:=zO, 
u=sb — a=o>ist>  so  ist,  wenn  der  Kurze  wegen 


^»~1.2,.3..(n— 1) 
und 


'>;.*  .'    ■"  Vcj   c.;,«' 


/tu 
(tt-15)  (tt— 25) (««r?5)  ..  (ti— (n-l)ö) 81« 
o 

gesetzt. wird,   das  erste  Glied  von   '        •  '     "    - 

.);-:•      C-vjlj;;    l'i 


/    ySx 


■  t 


offenbar 

.  ^^j^     -' —    ~J?  "17""  * 


Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 


'  •  ">..(>'      \  \ 


„  .i(g-^»)fe-o(i-»)-a^'^^'>)'"' 

also,  weno  man 


%  -       .  --  , 

'  1'.     .      -         - •-  .•..■■-.  .      -    ~ 


=■=(«--1^, ,.  «=(i^«grp.,^_^^^ 

.'■I   ■'.■!  #/    'IJl  '    .        '  ■  '  ".(..•      .  ••       •  '  ■ 

(w^io)  (tf-Sc5)  (if-3S).  (»-(n— I)S) 
-.  7.-1  (»^lM(ii^l)t^i)  tfit- l)i>-2)..((n-^l)ü--(ii-l)) 

= Q*^'  — j^zuw;^ ~^ — » 

und  weil  nun  dKni»2|pp.  iui4.fi|br;;it:^0^;Ms=,fif  t^  v=0,  9=1 

ist,  80  ist,  weon  der  tLütze  wegen  '   ' 

/» 1  (it^lM(»i-i)«^l)((»^»)i>-^..<(i*^<^-^(U-^l));; 


gesetst  wird,  ofeobar 


■■  i 


'  *  ■  .  ;*■-■! 

^    _     ■  ■   .  .  ' 


•  I •  '  ■•      • 


l7»»«5»Tf  F.. 


■  V.       j /.{'.j  ..>■;.      .  ■■     '..    l/iiSSIRUiTTr  rft»-  ^»    liw-; 


I« 


Also  ist  Dach  dem  Obigen  von 


'-■» 


/   ySo? 


das  erste  Glied: 

wo  JTi  seinen  obigen  Werth  hat 

Diese  Rechnung  noch  weiter  fortzuführen ,  ist  unnothig,  weil 
die  fernere  Rechnung  ganz  unter  dem  obigen  allgemeinen  Falle 
enthalten  ist.  .- 

Das  letzte  Glied  von  y.  ist  nacft  dem  vorhergehenden  Para- 
graphen 

(on— Ol)  {chi—a^  (o«i-7f^)|«f ^^4)  ...(cii— a«-i)  ^^ ' 
Der  Nenner  dieses  Gliedes  ist 

(«— l)S,(n— 2)5.(ji^)S ...  15 


=  (— l)o.L2.3...(n— l)ö"-»; 


.  i 


'■■--•     {{"iv.V-^r^^'r^     ^.    .  .    ■ 

"  u(ii-i5)(tt^i4Jö)(k^^öy::<iii^  ^"  ^'''' 

1  ( 

Weil  Dun  dx=^du  und  fär  ^=0,    ar=6   respective  ti=:0, 
=  6  —  a=m\at,  so  ist,  wean  der/ Köcbi^ vWa^oi  it  =  r  j><  r  v  ' 

^»■^  1.2.3..  (n-l) 

t7,=  /^Vtt-lS)t^-^-^)1^— 35)..(ti--(ii--2)ö)8a 
»eteC.wM^  diHi)leftsf»:eiied,YO»/;  •  ..     jy;         -.!  .'^  noY 

fenbar  ,,* . 

Nun  Ist  aber,  wie  man.  leicht  findet: 

«  (k  — 15)  (ic— 2^)j[^— 35)..(i«— (n^2)5) 


^- i 


jl    -,i  I  -M.;-    w;-- ~-u*(  i  -ji\^  f 

=-=(n — l)o,  tf=(9t — l)(di?:=Q)r  :  -    ii 


u  (u— IS)  (w— 20)  («mSö)  m  (u^ihi~fftt^ 

_  „,_,  (»-l)t)((n-l)p-l)((«-l)c-2)..((n-l)p-K«- 
-"  («^1)^_(„_1) 

und  weil  nun  dtf=o)9o  und  för  «=0,    tf  =  o  resfi^ttivie 
t?=l  ist,  so  ist»  wenn  der  Kürze  .weff^n 

r.=  /'H''-lM("-l)«^l((>^Trl)t>-2).((n-l)r-^n-; 
t/  (n— I)ü— (n — 1) 

o 

gesetzt  wit'd/ offenbar 


Also  ist  nach  dem  ObieeniyoD 


(i 


das  letzte  Glied: 


wo  JE^  seinen  obigen  Werth  bat. 

Von  jetzt  an  ist  die  Rechnnirg '  vi^ieder  ganis  uttter  da 
betrachteten  allgemeinen  Falle  enthalten,  und  dieselbe  1 
daher  nicht  weiter  fortgeführt  zu  werden. 

Nehmen  wir  nun  alles  Vorhergehende  zusammen,   so 
sich  zur  Berechnung  des  fiten  Gliedes  von 


/ 


b 

ybx 


die  folgende  allgemeine  Kegel: 
Man  setze 

(-!)«-/« 


Ä«= 


1/2.3 ..  (<i—  l).1.2;3..(n — ^\ 


und  lege  in  den  Fällen,   wenn' ft^l  uiid  fi  =  n  ist^,)  dem 
dieses   Bruchs  jederzeit,  den  Werth    1.2.3..  (n — 1)  bei. 
setze  man,  jenachdem  n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  2 

(n— .l)2tra— (n--2fA+ 1)* 
(n— l)«io«— (n--2f*+l)« 


/ 


+  l 


•  •         •  ■  t    .      .   ji  .  -  . 

—  i 

.8  nie  die  geringste  Schwierigkeit  hat,  da,  wie  aus  dem  Obi- 
Q  sich  eaoz  von  «eibs12  ea^^teiit,  Wfi,  i^nmeri  eine  ganze  rationale 
;ebraische  Function  von  w  ist.     Dann  ist 

^  «  «M  ^m/*    '  ((»«-^I)«'  T^(«-2f»  + 1))  W^^ 
—  i 

s  gesuchte  fite  Glied  des  bestimmten  Integrals 


ff  l 


•    «    '.  N 


•I 


y^6 


1  fpl^lif ^ 


f^ySx=  '  ^  CO  ATi  ^;y  "*"  '  ((n-^l)tt,-.(«^l))  Wi^    '' ' 

a  — 1 

:  ■•:■■'  1    ■  -y    ■•  /*+i  M •.         -■•:.    .w 

+  ^(ok2A^J        ((n-l)tl^--(n~3))IFa8w 

'   ■      '   ^-    ••'••••   ■..■..        -i\-, 

1  /*+! 

+  ^(oK^A^  /        ((n-l)u; -(n-5))  «^3810       . 

•  ^^mK^Äif        ((n— l)tci--(ft— 7))lF4aiir .      / 

—  1 


Ur      S,      W.   .  • 


1  /*+l 

+  §S  w  Ä„  ^«  /        ((n— l),|,^(n— (2«-.!)))  IF«aw , 

■•:•■••  •  ^1 

lurch  also  der  Werth  unsers  bestimmten  Integrals  näherungs- 
se  gefunden  ist.  "   •  •        '      ^ 

Wir  wollen  j^tzt ;  ^i^  beiden  Glieder    . 
1  /*+ 1 


MrachtoD,  iodm  wb  aDnel|fi|w^,!ldil(l«  A^ 

diese  beiden  Glieder  gleich  weit  vom  Anfange  und  ^roni  Bade  » 

etehen.  {t 

irtl    ii  ■»,<'        1.^.1    'U    .i;!;    .f(.:l'    ür'l    rijj'?>ißi(|'."l4 

und  folglich  nach  dem  Obigen  offenbar 

Abo  ist  • 

((«-1)«  -  (ii-3»+l))  IFi,di«= ((«-l)»-(f»-*))  W^Ä» 


=^|[n-l)to+(*u-,*))1fl„8ip. 
d.  i.  Il 

-V. 

((«-l)»-(ii-8v+l))  fr;aa=((fi-l)»  +  (n-2f»+!)yfi'JiW.'' '" 

Setzen  nir  pan  «0=:— «t^,  also  fito¥=— dw',  sollst,  wie  MJekt  M 
dem  OIM|^  eAelitö  iHtd,  \    r   ■"  ■;■.         ^.-v.     \ 

((«-l)«-(»-«»+l))  WWw=  4  ((n-l)»p'-(n-2p+l))IF^. 


•    II  •       *  •  J  ■      .   . 


wenn  man  daa  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jeiUM^Mkat 
gerade  oder  ungerade  ist,  und  folglich  überhaupt 


• .  • 


((n-l)w-(ii-2v+l))  Frr0w=(— l)*((n~l)to'-(n— 2fi+l))  W,^. 

Weil  nan  ffir  iiK=-r— 1,  10=4.1  respecfire  to^^r+J,  w' = — 1  ist, 
so  ist 

—  1  .  ■  i  ( 

=(—1)"/        ((n— l)w'r-(«-2ft+l))HVöw' 

oder,  was  dasselbe  ist. 


I      •  ^ '  .  •  I    < 


—  1 


Daher  sind  dw.CirQaspnv  in/welcb«  ip,  dem'^ten  «od  «ten  6li«de 
Alt  und  Ap  raultipUciit  sind,    nach  dem  Obigen 


885 


[.^v>Kf^  ((«-i)«^(«-9^+i)) wva«    :■. 


—  1 

f 

und 


;»  . 


—  1 


Ffir  fi=l  nnd  v  =  h  ist  nach  dem  Obigen  bekanntlich 

(-1)"-» 


■    .   :.  ;        ■.-.'• 


1.^.3..(Ä-^t)  ' 

also    •>-'•-■•»  -li  ■•     .  •■...'.  ,•;• 

60  das8  also  im  ersten  und  letzten  Gliede  von  /     ydx  die  CoefB- 

a 

cienten  von  Ai  und  Aß  nach  dera  Vorhergehenden  offenbar  einan- 
der gf^rich  sind. 

Allgemein  ist  bekanntlich  :  i..  / 

(-i)"-M  . 


Ku= 


t       > ' 


''■"  1.2.3..(f^l),1.2.3..(n— f*)' 

^''"-  1.2.3..(v-l),1.2.3..(«-=5) 
und  fol^fich , :  .freU  nach  der  Voraussetzung  fi,-fv=fn4:l»  al^K) 


ist 


daher  ist 


n — ft=v — 1,    n — v=ft — 1 


'^'•— l.2.3..(«— I).  1.2.3..(v— t)' 
'  ^»-^  1,-4,3..  (|»-i)  .l.i3..(v-l)'^      ' 


•  ,.;? 
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~  1 .2.3..  (f*— 1).  1.2.3.. (v—1) "~  1.2.3..(f*— l).1.2.3..(v— I)' 
d.  i.  nach  dem  VbAiergeberiden  wieder 

woraus  man  also  sieht  >  dass  unter  den  semachten  Voranssetznii- 
gen  überhaupt  in  dem  fiten  und  i/ten  Gliede  von  I     ^dj;  die  Grus- 

a 

sen  ^/i  und  Av  gleiche  Coefiicienten  haben. 

Man  gelangt  also  hierdurch   zu   dem  allgemeinen  Resoltate, 

dass  in  dem  obigen  Ausdrucke  von  /    ydx  die  Grösse  Afi  in  des 

a 

vom  ersten  und  letzten  Gliede,  gleich  weit  abstehen4en  Gfiedeni 
mit  gleichen  CoelBcienten  behaftet  ist,  wodurch  natOrlieh  die  na- 
merische  Entwickelung  der  Coefficienten  von 

■   ""1»  -^j  -"3»  A^f  •»•  An 

/b 
ydx  wesentlich  aln 

a 

gekürzt  wird,  und  daher  das  in  Rede  stehende  Resultat  als  ein 
für  die  numerische  Berechnung  dieser  Coefficienten  sehr  wichti- 
ges bezeichnet  werden  muss. 


{.7. 

Wir  wollen  jetzt  noch  eine  sehr  bemerkenswerthe  ganz  allge- 
meine Methode  zur  Entwickelung  des  bestimmten  Integrals 

a 

angeben,  indem  wir  natürlich  wie  früher  auch  jetzt  immer 

^"^      («1—02)  («1— «s)  («1— Ö4)  («1— flö)  ...  (Oi— On)       * 

(a?~ai)(a:-~fl3)(a:  — a4)(a:— a5)...(a:  — On)   . 
"*"  (aa— ai)(a2— a3)(a2— a^)(a2— «5)  •••  («a— «») 


^87 


(on—^t)  (^  -«a)  (^8  -A4)  K— «5)  -  («8— «•)  "^ 
"*"  («4--«i)  («4--«±)  (««-«3)  (^4-^5)  •••  (^4-^1.)    * 


U.      S.      VF. 


"*"  (««— Ä^)  (ö»-«a)  («n— «a)  («fir-04)  ••  (ö«— /7fi-i)     " 


zen. 

Wir  wollen  zuerst  eine  neue  veränderliche  Grosse  u,   welche 
ch  die  Gleichung 


raus   sich  d=:a-|-(6 — ^)t<  ergiebt>    bestimmt  wird,    einfuhren, 
tzen  wir  der  Ktirze  wegen 

""^^Ä^i'  «a=Ä^i^'  «i=6:z7i' ''»^  6":ri'^ 

erhalten  wir  nach  leichter  Substitution,    wie  sogleich  erhellen 
d: 

^      '  («1— «2)(ai— «3)(«i— a4)(«i— «ö)  ••  («1— »»)     * 

(ii  — «i)  (m  — CaXtt— tt4)(if--Ca)...(M— tfn)   . 
■*"  («a— «i)  («a— «a)  (««— «4)  («ir— «5)  —  («a— ««)    * 

(tf—'tfi)(«  — «»)(«  — a4)(if—cfa)...(M~cg«). 
(<^— «i)(«3— «a)(ö^-"a*)(«8— tf5)-(«*3— «■)     * 

(tt— tti)(ii  —  «^)(tf— tta)(ii  — «5)....  (tt'-^ttii)   . 
"*"  («4— «i)(«4^«a)(a4— «j)  («4— «5)  -  («4-^«fl)     * 


u.    s.    w. 


(öii— «i)(a«— cfa)(ah--a3)  (ofn— «4).,.  (««— «ii-i)    " ' 
r,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

iVl  =(fl^— Ufa)  (Ofj— «d)  («1— «4)  («l  —«6) ...(«1-—««), 
JVg  =  («a— «i)(«  j— «jK«!— «4)(«a  ~«6)  -  («•  —««)  » 

^8  =  («3  — ai)(«3— «•)(«^~-«0(«»^«6)  •  •  («3— «fi) f 
rhcil  XIV.  IT 


VS6 


'  I 


"     '  ■■■•  .  ■'    " 

a.  's.'  w. ' 


V 


f  I 


und 

ü,  =  (||^  tfj)(tt-^-«3)(l«-«4)(tl--«5)-.(l|--«»), 

17,  =  («— «i)(»— ««Xu— a4)(tt— «5)«-(«""«^)» 
Va  =  («— ai)(t«-^.)(fi-— «j)^— a5)^^i»---flig), 

setzen,  wo  <  ^  '  i        ■ 

die  Werthe  sind»  welche  respectiVe' 

C/i  »   C7j ,   1/3  y   C/4  >  ••  t/n 
erhalten,  wenijf  man  in  diesen  Grossen  für  u  respectivc 

Ulf  tt2  9  «3  9  a4  9***c;n 
setzt : 

also,  weil  nach  dem  Obigen 

öar=(6 — ä)du 
ist: 

Weil  nnn  aber  nach  dem  Obigen  für  a:=:<i,  x=.b  respective  t(= 
iis=l  ist,  so  ist 
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o 
e 

u.    s.     w. 


t/-- 


du. 


Setzen  wir  aber 

)   lässt  sieb  die   vorstehende  Gleichung  auch  auf  folgende  Art 
isdrQcken : 


a  o 

0 

+  ^8»/    «- 


17^ 


u.     s.     n'. 

.  ^  pivdu 

0 

:d  der  CoefBcient  von  Ak  in  der  Entwickelung  von 

J   y^x 

a 

t  daher  im  Allgemeinen 

6-a   /•!    C7aw 


U — Uk 

0 

Denken  wir  uns  nun  das  Produet  17  absteigend  nach  Poten- 
)n  von  u  entwickelt,  und  setzen  demzufolge 

-  ir* 


VS6 


■ » 


'-  ■  .  *  > 


1 


und 

|7s=(ai^  tfj)(u — «3)(i«— «4)(« — at)**.{u — Om)* 
17,  =  (»— «iX»— ^2)(tt^a4)(tf — ff6)—(*(~~'M' 

Dil = ^i«— flfiX«-^a2)(ti— «^(«— «4)...(«— a«-i) 

setzen,  wo  <  -  -  i 

iV,,  Nt,  Nt,  Njty...Nn  \ 

die  Werthe  sind»  welche  respectiVe 

erhalten,  wenlf  man  in  diesen  Grossen  fiir  n  respectivo 

^i.»  ^3>   ^^9   CCA9.»»Ctn 

setzt : 

also,  weil  nach  dem  Obigen 

ist : 

=(*-«)  j^;  f^i  +  ^  P^  +^  t^3  +^  D.  +...+-^  D^a 

Weil  nun  aber  nach  dem  Obigen  für  a:=:<i,  ar=:&  respective  i(= 
iis=l  ist,  so  ist 


389 


\      a  o 


du 


u.    s.     w. 


o 


Setzen  wir  aber 

Ü=(«—«i )(«—««)  (a— cf^Xtfr— «4). ..>(«— of«), 

lässt  sieh  die   vorstehende  Gleichung  auch  auf  folgende  Art 
sdrücken : 


~aj    »^^~   wj    ir:^, 

a  o 

0 


u 
U.      6.      W. 

,A.  PiVdu 

0 

d   der  CoefBcient  von  Ak  in  der  Entwickelung  von 

a 

daher  im  Allgemeinen 

6-0   /*!    I78te 


0 


Denken  wir  uns  nun  das  Product  ü  absteigend  nach  Poten- 
D  von  u  entwickelt,  und  setasen  demzufolge 


I  ^^ 


f 


■*l-. 


Mtit 


WO  die 


<, 


tea; 


f 


naeb  eiiie«  b^IrtuMtenV  artHimetitcheB  Satie  rm  ffbrt 

SO  ist 


«>■  ■ 


tmd  to^lfeli,  ironn  nutfi  svbtrahirt: 

also  mA;h  einer  bdnüii^eii  Divisionsregel : 


«— «I 


.     '4    . 
J  I 


■it^»*:  ■-. 


+  <;>-» + ciiÄS«^ + ... + <ii«jk^*i4. 

a.  8*  w*-  '  ' 
und  foIgiUAi  * 


"  .f 


-^  *■  .^  'A  .     '  • 


' 

J     u—n 

4) 

_  1 

+  5^^«»+^> 

] 


U.    8.  W 


^ 


+  2(«**-'  +  Ci «»»-"  +  Ci  a»"-4+  Ci  «»«-•+ .. + G,_,^flr+  Ck^; 


oder 


Z';^ 


261 


+  3  (o*»-»+Q«»»-H-.+Ci-»«fcH£V^«*+C;i-,) 

u.  s.  w. 


^h 


Wenn  wir  nun  die  Function 


I7=(a— «i)  (tt— «2)  («-«s)  (m— «4) .«(«—««) 

irlich  in  ihrer  zweiten  entwickelten  Form,  mit  der  Unendlichen 
lie 

tt"*  +  2  »"*+ 3  «-• +4  «r^  +  g  «-•  + -. 

Ii  bekannten  Regeln  mnltipliciren,  das  Product  absteigend  nach 
enzen  von  u  ordnen ,  und  den  bloss  Potenzen  von  u  mit  po- 
^en  Exponenten,  Null  eingeschlossen,  enthaltenden  Theil  die- 
Products  durch  ü\  den  bloss  Potenzen  von  u  mit  negativen 
»onenten  enthaltenden  Theil  desselben  durch  ü"  bezeichnen, 
izufolge  also 

en,  so  finden  wir  auf  der  Stelle,  dass  der  oben  entwickelte 
rth  des  bestimmten  Integrals 


/ 


1    Vdu 
0 


V*  hervorgeht,  wenn  man  darin  au  fär  »  setzt;  und  bezeuch- 
wir  also  den  Werth  von  U  fSr  tfs=«jk  durch  v' »  so  ist 


/ 


I  Vdu 


=  8i. 


^     le— «*  ^^    .     ,,  ^.^y^^, 


X.- 


XU  erbatto«)  «ptwickatt  wir  dnteh  fteinaiiw  MuIti|ilicatioii  in 
Uow.SMvMM  Von  K  nit  povKIveii  ExpoMDtMi,  Null  eingeschliu- 
aen,  ontlwiteBdra  TlieU  des  ProdnctB 

rfi(-i+|«-»+jar^+j«-«+~u-«+....) 


Noch  kann  man  Folgendes  bemerlcen.  Wenn  mao  in  denr  oln> 
entwMiMtoB  Aofdnieke  von 


für  N  den  Wertb' <tt  setzt,.  M  erhalt  msD  als  eutsprectenib 
Werth  Ton  Iß*  die  flrOm« 

Bod  well  Denniieh  dnn  Obigen 

^=)tw»-'+(n-I)Ciii^«  +  («-2)<i«->+...+:iG.-»«+C,., 

ist,  80  erhalt  miHi  effenbar  den  Werth,  welchen  Vi  für  u=:4 
«hält,  ans  den  DibreDtialquattenteD  -sr,  wenn  man  darin  u=« 
setzt.    Bezeichnet  man  also  diesen  Werlh  de»  Dtffcrcntialquotleti- 

ten  ■«-  der  Kttrze  wegen  durch  -k-  >  so  Ist  nach  dem  Obigen 


und  folglich 

BP 


"55- 
Daher  ist  nach  dem  Obigen 
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^  du  du  du  du 

r^odurch  Jetst  der  Werth  uusers  bestimmtea  Inteeralg  volltttäDdie 
ntwickeft  Ist 


§,  8. 
Wenn  wir  in  Verhergebenden 


ud 


u=if(v  +  i),  v  =  2u — 1 


A=2«.-i=2';i=?-i=,^^-|i?. 

r"*       ~»  b  —  a  0 — a       b  —  n 

'^^         *  6  —  a  6— a      b'^a 

u.  s.  w, 

'^  o — a  b—a      b — a 


Iso 


•^— 2(A+*)''*a=2^'^+^^'***~2^»'*"*^"**"~2^''"^'*^ 
etzen;  so  ist,  wie  inao  leicbl  findet:. 

^~(A-|Ja)(A-fe)(A-^4)(A-^«)-..(/Ji-W  * 

.      (c— ft)  (o-fe)  (r-^4)(r-fo)...  (t)-^„) 
■*"  (^«  -ft)(ßa-A)((S«-|S4)  (/»!-/»»)  "•  (Ä.- W 

(p-ft)(t>-fe)(g-A)(p-P»)...(g-/8,)      ^ 

"*"  (ß*-ßiHßt-ß^(ß*-h)  (ß*-ß^*-(ß^^^ 


s 


8 


u.  s.  h'.        <ls 
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.    (p-fe)(tH-fy(t>-ft)(pH?J..-(o-ff.^)     j. 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

Hl = (A-W  OJ, -A)  (A  -  W  (A -/'s)  -  (A-W . 
«. = (A-A)  (A-A)  (A-W  (A-^.)  ...(A-W . 
n, = (/s,-A)  (A- W  (A  -  A)  (/^3-W  -  (/».-A) . 
rr4=(A-A)(A-/J«)(^4-A)(A-A)  ...(A-A). 

a.  8.  w. 

Kr»= (/?«-A)  (/»»-A,)  (i3»-A)  (^-^4)  ..•  0»«-^— 1) 

und 

Fa=(t>-ft)  (u-ft)  (r-/54)  (v^ß^) ...  (r- W , 

Fa  =  (p-ßiKv-ß^)  (P-W  (»-A)  -  (v-ßnh 
F4=(ü-ft)  (ü-/?,,)  (f,-Ä)  (p-ft) ...  (r-/J„) , 

u.  «.  >v. 

F«=:(r^A)  (r-i3^  (t?-ft)  (1^-/34) ...  (j>-ßn^) 

setzen,  wo 

^1»   ^2»    vZa»  Vt^»--'Vfn 

die  Werthe  sind,  welche  respective 

^1»    MB>    ^S»     ^4>'"  Fn 

erhalten ,  wenn  man  in  diesen  Grossen  für  v  respective 

ßl*  fe  ft*  ß^f'ßn 

setzt,: 

also,  weil  nach  dem  Obigen 

öj:  =  (6 — a)  3t«  =  o  (Ä— ä)  öu 
ist: 
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Weil  noD  aber  oaeh  dem  Obigen  fiir  «s=a,  x=ib  respective  tts=0, 
tt==1,  also  t?  =  — 1,  »=+1  ist,  so  ist: 


.8r 
-1 


ÄT-'v 


^3p 

—  i 

n 


kr  •'-' 


u.  s.  w. 


-I 

Setzen  wir  aber 


r=(p-ft)  (t.-/y  (t.-A)  (tH-^4) ...  (»-^„). 


so  iSsst  sich  die   vorstehende  Gleichung  auch  auf  folgende  Art 
ausdräcken : 


-1 
jd«.  Z*"*"^  F8p 

-1 
u.  s.  w. 

,   An  /M-1  F8p 
-1 

und  der  Coefficient  von  Ak  in  der  Entwickelung  von 


J  ^^ 


v-ßk 


ist  daber  im  Allgemeinen 

b — a 

2CT*_ 
-1 

Denken  wur  uns  nun  da^  Product  F  abatjiigeiid  nacb.P« 
sen  von  v  entwickelt,  u^d  setien  denu|||folge:.' v      'i    .     ^^ 


*  . 


wo'*dte.  BedeutipBg  der  Coeffidenten 

oadi  dnem  bekumten  aritfunettocben  8i^  rem  seflb«!  edhdbt 

so  bt  *       '       '     " 

«ad  f<|iglicli,  wenn  nuui  subtrah&i: ' 
also  nach  «iner  bekannten  Divisionaregd: 

t—ßk 

V.  «•  w. 

■  *  -   Jr  ■  .  ^  ■  ^^ 


+€«.-1,    • 


und  folglich 

/N-l   Vdv 


=il(+l)»-(-I)») 


n 


+  ;j^2  (^*'+<Ei^*-HE,)!(+l)"-»-(-l)»-*| 

+  i^  (/»t''+€i/3*H<Cj^t+C»)t(+l)"-'-(-l)»-«l 

u.  s.  w. 

+  f(|S*»-^  +  Ci/J*'-*  +  <£«/»*»-"  +  «s/S*"-*  +  •  +  <E»_4|Jt»  +  ff.-,^« 

+€,-^k-!t€»^ 
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aUiOy  jenacbdem  n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  2eU  mit 

/H*  Vdv 

J        ^"ßk 
-1 

u.     s.    w. 

I 


oder 


+  C11-1) 


U.      8,      W. 


+  ^^(/JH-€i/»»+ft«) 

■  n 


>   k 


Wenn  wir  nun  die  Function 

F=(e-ft)  (r-Ä)  (r-ft)  (^-184) ...  (t^ft.) 

natürlich  In  ihrer  zweiten  entwiclcelten  Form ,  mit  der  unendlichen 
Reihe 

nach  beicannten  Regeln  multipliciren,  daaProdact  ab8tei|[end  nadi 
Potenzen  von  v  ordnen,  und  den  bloze  Potenzen  Ti>tf  e  Mit  iieei* 
tiven  Exponenten,  Mull  eingeechlosMiD«  toi4hnltaBdeü,Tlie>l  d 
Products  durch  F',  den  blas  Potenzeh  wai^'^^ 


f     i 


\  \ 


3M» 

ponenlm  entbaltenden  Theil  demelben  durch  V  besefcbneii,  de» 
sofoige  also 

setzen,  so  finden  wir  auf  der  Stelle;  dass  die  HSIfie  des  oben 
entwickelten  Wertbs  des  bestimmten  Integrals 


/M-i   Vdv 
-1 


aus  V  bervorgeht,  wenn  man  darin  ßk  für  v  setzt;  und  beseich- 
nen  wir  also  den  Werth  von  V  fiir  v  =  ßk  durcb  V\  so  ist 


/ 


4-1   VSv 


V'-ßk 

-1 


^2% 


Um  folglich  das  bestimmte' Integral 

ßk 


/^i   Fe 


—1 

SD  erhalten,  entwickeln  wir  durch  gemeine  Muldplication  i&k 
bloss  Potenzen  von  v  mit  positiven  Exponenten,  Null  eingeschlos- 
sen, enthaltenden  Theil  des  Products 

setzen  darin  v^ßk,  und  nehmen  das  Resultat  doppelt. 

Noch   kann  man  Folgendes  bemerken.     Wenn   man   in  dem 
oben  entwickelten  Ausdrucke  von 

F*= 


V  —  ßk 


für  t?  den  Werth  ßk  setzt,  so  erhält  man  als  entsprechenden  Werth 
von  Vk  die  Grosse 

und  weil  nun  nach  dem  Obigen 

dV 

ist,  so  erhält  man  offenbar  den  Werth,  welchen  Vk  liir  t?  =  /?it  e^ 

dV 
hält,  aus  dem  Differentialquotienten  -k->  wenn    man  darin  v^=ßk 


26» 

setzt    Bezeichnet  man  also  diesen  Werth  des  DMFerentialquotien 
ten  -K—  deV  Kürze  wegen  durch  -0— >  so  ist  nach  dem  Obigen 

und  folglich 


dt) 

Daher  ist  nach  dem  Obigen    - 

10)  (2)  (3)  (») 

yi  yt  ^/  yt 

3o  8»  8o  8»" 

Dass  die  hier  entwickelte  Methode  vor  der  im  vorhergehenden 
Paragraphen  entwickelten  Methode  rucksichtlich  der  Kürze  der 
Berechnung  der  Coefficienten  von 

-"!>    -"2»   -^J»    ^^4,  ...  ilfi 

ydx  Vorzüge  hat,  wird  sich  späterhin 

a 

zeigen;  ffir  jetzt  wollen  wir  uns  darüber  nicht  weiter  verbreiten. 

§.  9. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen»  dass  den  VVerthen 

foi  tt\9  f^  (H*  0^9 '»'Ou9  Ott-k-i 
von  X  die  Werthe 

•"0>   ^l>   -^J    -"8*   2l4,..«^»-fl 

entsprechen,  so  dass  wir  uns  also  die  beiden  vorher  betrachteten 
Reihen  einander  entsprechender  Werthe  von  x  und  y  mn  zwd 
Glieder,  jede  der  beiaen  Reihen  am -Anfange  und  am  Ende  um 
ein  Glied,  vermehrt  denken,  und  daher  diese  beiden  Reihen  sn-^ 
sammenstimmender  Werthe  von  x  und  y  etwas  grdssere  Intervalle 
wie  vorher  umfassen ,  und  setzen  demzufolge  jetzt 


370 


y= 


(«0— «i)(«o— flJ(flo— «aX^'o— «4)  -  («^0— flü+i) 

(a?— iio)(ar--g^(3r-~a8)(a?— fl4)...(ar— On^-O    ^ 
r«i— flo)(öi— Oa)(ai-«8)(öi— 04)—(ai-ö»+i)    * 

(02— «ü)  (02— «1)  («a— Os)  (o«— «4)  -  (oa-o»+i)    * 

(a?— flo)(a?— gg)(a?--qa)(ar— g4)...(ar— flw-t-i)    ^^ 

(fl'a-^'o)  («3  -«1)  («^8— «^a)  (fli— «4)  •  •  •  (fl»— öM-i)     * 

u.    s.     w. 

(^— qp)  (^—«1)  (ar— qg)  (or— %) ...  (x—an)  . 

wodurch  im  Allgemeinen  natürlich  eine  etwas  grossere  Genauig- 
keit wie  vorher  bei  der  Bestimmung  von  x  erreicht  werden  wira. 
Indem  wir  nun  aber  unter  dieser  Voraussetzung  uns  wieder  mit 
der  Ermittelung  des  Wertbes  des  Integrals 


J  }fi^ 


beschäftigen  werden  ^  nehmen  wir  ganz  wie  vorher  bloss  an,  da» 
nur  die  Wertbe 

Öl>    02»    ^8»    W4j*"Ö»i 

von  X  innerhalb  des  durch  die  Gränzen  a^  b  unsers  Integrals  be- 
stimmten Intervalles  liegen. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  wie  in  $.  6.  setzen  wir  jetzt : 

-  b — a  -      CO 

aQ  =  a  —  1- — j-=:a— 1 


^  n — 1  '     n — 1 

q4=:a-|-<^  — i  =0  +  0 i  > 

*  w— 1  •      n— 1 

u.    s.     w. 


j 


vn 


an4-i  =  ö  +  «       1  =0  +  n 5- 


oder.  wcBii  wir  wieder  o  für  -- — ■-  schreiben: 
'  «—1 

fro=a  — 1  ö, 

«4  =  0+30, 

u.  s.  w. 

Cn+i  =  a  +  n  ö. 
Ein  allgemeioes  Glied  von  y  ist  nach  dem  Obigen: 


A, 


Der  Nenner  dieses  allgemeinen  Gliedes  ist  unter  der  so  eben  ge- 
machten Voraussetzung  riicksichtiich  der  Grossen  üq,  Oi,  a^,  03,.. 
...ön+i  offenbar:  ,  " 

fA5.(fA-^l) 5.(fi— 2)ö ..  lö.— 1  ö.— 2 c5  .— (w — ^f  1)  ö 
=  (— l)«-/'+i.  1.2.3 ..  fA.1.2.3..  (w-jit  + 1)  ö«+^ 

und  der  Zähler  ist,  wenn  wir 

u=x — a 

setzen : 

.  (ii-f  IcS)  u  (ff --15)  ^  (m— (jiA— 2)  5)  (u^fiiS) ..  (m— nS).  * 

Also  Ui  das  obige  allgemeine  Glied  von  y: 

/      tN^-M-i-i  (t<+l5)tt(t<— 165)..(«— (ft— 2)5)(ti— ft5)..(it— ng)  - 
^~*^  •  1.2.3..ft.l.2.3..(»i-fA+l)ö»+i 

Weil   nun    dor^dii    und    für   a:=a,   ar=6   respective   t<=:0, 
ii==6~a=(o  ist7  so  ist;  wenn  wir  jetzf 

(-1)«-^! 

^^""1.2.3..fAl.2.3.-(»-|»+l) 

»/.==/(«+  l5)«(ti-lö)..{it-0*-2)5)(ii-/MÖ..(ii-«B)8«i,  V  ' 


■j 


<         -■.      .  .  .  ■  ■  •  K         ■  * 


dit  aUgemeiM  6B«d  rw 


/,*. 


oStobar 


Ntm  bit  ^b^/wie  man  leicht  Andet: 


I  ■  •  '■ 


(iH-15)«(»-lc5)„(ii-g>-»  5)(ii-»»5) ..(«-»») 


dso  y  weim  ttan 

%         •  •  •  -      ■ 

/  '  1        g=s(llr-l)r,%JS3(»T-l)Ö»  =  C0O 

■■-■■«■  ... 

•efait:  ; 


_         ((n-Do+l)  (n-l>  ((«~l)r-l)  ((«-l>-2)..  ((n-l)c-n) 
-"■^  '  (n-l)r-(^-l) 

/ 

und  weil  nun  du=:e>do  und  f&r  u^O,  u=a  respective  o=0,   = 
ist,  so  ist,  wenn  der  Kürze  wegen 

_  _  /*i((n-l)>-t-l)(H-lM(n-l)p-l)((«-l)i>-2)..((«-l)t>-«) . 

0 

gesetzt  wird>  offenbar 

Also  ist  nach  dem  Obigen  von 

a 

das  allgemeine  Glied : 

(oViiiiVfiAiui. 


Seitim  wir  jetst  ferner 

1 


)  ist 


(,^,),  +  ,  =  (j?=iW(!l±iI. 


(n-l)t.= 


2 

(fI-l)tO  +  («— 1> 


—  > 


u.  s.  w. 

(„_l)„-(„-l)=(!l=±!^«^ , 
(n-l>-n=»-'>V^''±i> 


Wenn  also  n  gerade  ist,  so  ist 

((»—!)  » + 1)  (n— l)o((»— 1)  t>--l)  ((«—1)  v—2) ..  ((n  - 1)»— n) 

(n-J)tH^+t)  (n—l)w+(n—l)  (n-l)«p-f  (n-3)    (»-!)«> -fl 
2  2 2  5 


^(n-l)«>-(n+l)    (n-^l)«)— («— 1)    (n— l)«i>— (it-3)     (t»-l)«P— 1 
C  2  — F  ^"^  2 

•  •  • 

nd  wenn  n  ungerade  ist,  so  ist  ^   r  y.vi 

heil  XIV.  1«! 


«H-»)t.  +  ij'ji.-i).««-l)(«-i)((ii-4>viB;j[(»--D 

_  (»-1)»1MI)  («-Ij-H"-!)  (ii-l)»t(n-3)  (..-IV+a  (« 

=^«»-')''"'M»+l«((»-I)'"'-(»-<)*)-(('"-')'«*"-2^(»-')«. 

Setzen  wir  folglich  der  Rilrxe  wegeu,  jenachdem  n  gerade  odei 
■ngerade  ist: 

'     ,     ((a-l)'»'-(»-{-l)')((»-l)'«''-(— ')■)..  «i-l)'»^'') 
-  n,  _  I  (n-l)',.»-  (»-if  +  !)■ 

l((''-l)'»*-(»^-l)'H("-l)'»'-("-l«ff»-l)''»'-2^("-ll» 


(«~l)%=_(»-2,.  +  l)' 
SO  Ist  offenbar 
,         «»-l)i.+l)(.»-t)»«»--l)e-l>«»^t)>-i)'i(;8-l)»^) 

^,i;  -      ."   :,'■.  ..-.,1  .«i 

=  -5PT(("-^)<»-(»-2|'+ "))»,!    • 

j     '        '       .        '  "'■'  ■      ,t-        .    :'i  ■    «•   ■ 

und  weil  ouu  clv=^Sw  und  fij'r  p=0,  e  =  I   respective  ki=— 1, 
«>=+l  ist.  so  ist  nacfa  dem  Obigen  offenbar 

Also  ist  das  allgemeine  Glied  von 

.    /»-   '.  '.;.; 


Die  hsicleo  Fülle,  wenn  fi=ü  und  /*=7i  +  l  ist,  mflsscD  -w. 

'Kvat   besonderfi    betrhcfittt    uerden,    wovon    Hie    NoÄwendiiHi^ 

l^eht  au8  «lern  Vorhergehen  den  von  selbst  erhellen  wird. 

Daa  erste  Glied  von  «  ist.  ■   •  '• 


^^^x)  {x-^a%i {x — IIa)  Cr— 04) ..  {x-^-^m^)    . 

D^  Nenner  dieses  Gliedes  ist 

—  IG.— 25.— 3S.— 45..:— (fi  +  l)5 
5='(— l)»+i.  l.2.3.(»-f  l)li"f  M 

und  der  Zähler  ist,  wenn  fiieder 

gesetzt  wird: 

»(u— 15)  (u— 25)  (u— 35) ..  (tt— «5). 
Also  ist  das  obige  erste  Glied  von  yi 

1MM-1  «*(«""^  ^)  (^— 25)  (m— 35) ..  (if — ii5) 
^"■'^^  •  1.2.3;.(«+l)5«+i  ^0- 

Weil    nan    8j?=:dtf|   und    für    ar  =  a,     a?  =  6    respective    tt  =  0, 
u=6 — a:=a>  ist,  so  ist,  wenn  der  Kürze  wegen 


^"•l.2.3..(?i+ 


und 


tto=  /    w(tt— 1ö)(m— 2o)(tt— 3ö)..(€f— fM;>)8ii 


0 
gesetzt  wird,  das  erste  Glied  von 


/  y^x 


offenbar  t 

511+1  ^o* 

Nan  ist  aber,  wie  man  leieht  findet: 

ti  (tfr— 15)  (u— 25)  (ffr— 35). .  (m— ti5) 


=  Q**T*  '  ■  ■  • ■ 9 

U        - 

also»  wenn  man 


'  ^^,.^.((»i-l)B-H)(n-l)f((n-l>-l)((n-t)r-2)  ■■((..— piHHt) 

..Bafi  w«il  nan  3u=udc  und  fSi;  h=Q,  u^u  vespectir»  c^ftii 
'  bt,  80  ist,  wenn  der  Kürze  wegen 

genttf  «rbd,  ofmbar  ' 

Also  M  awb  ^m  Obigen-roD  .  ^ 

4M'entA.-«M  ■  ^'     '*  '.,  ''         "        > 

M3to   Vo   ^> 

wo  X|>  seinen  obigen  Werth  hat. 

Diese  Rechnnna;  noch  weiter  tbrtzuluhren ,  ist  onnSthigi  weil 
die  fernere  Rechnung  ganz  unter  dem  obigen  allgemeinen  Ftll* 
«nthalten  ist. 

Das  letzte  Glied  von  y  ist  nach  dem  Obigen 

(X-  gp)  (a:— Ol)  (:c— fl,)  (a— <^) ..  (a— a.)  j 

(o»+i  — «o)  (a«+i— fli )  {fln+i— «•)  («■+1— o»)  ■■  (a»fi— "•) 

Der  Nenner  dieses  Gliedes  ist 

(n  +  l)o.)iÖ.(«-l)5...1ö 
=  (— J)".  1 . 2.3 ..  {ji  + 1)  ö"+». 
und  der  Zäbler  ist,  nenn  wieder 

u~a — a  ' _ , 

gesetzt  mrdi 

Cm+15)u(w-Iü)(u— *25) ...(«— («—I)B). 


t  das  Mm  ktzte  Glied  too  t^: 

,    »^    («+lS)ti(ti— lo)(tf-~2g)..(<i--(it— 1)5)  ^ 
^"■*^"  1,2.3. .(«+1)0«+*  ^^■+*- 

Weil  niiD   &r=:d«i   and  för   ^=a,  a?=ö   tespective  tf  —  O,   ^ 
|it»  ••  ist,  wenn  der  Kürze  wegen 

*^i— rä3.  (ii+i) 


ond 


Hh-i  a=/(K -I- 1 5)  «(«-1  c3)  (n— 2S) ..  (h-  (r-1)  ö)du 
o 

ges«tet  wird,  da«  letzte  Glied  von 

J  »^' 


eCeiibar 

Ä«+i  Un+i 


^•+1- 


Nun  ist  aber,  wie  man  leicBt  findet: 

(ic  +  15)»(H— 15)  (ti— 2ö)..(t«'— (n--l)ö) 

,...(l^0l(H(H-(l-) 

U 

5""^ 
abo>  wem  maa 

^r=(n— l)r,ti=(n— l)a>e=o»t7 

tu 

setzt: 

(K-|-l(3)K(ti— I  ö)(n— 25)..  (a— (n— 1)5) 


_^.  ((»-l)t>+ 1) (n-l)g((n-l) t^l)  ((n-l)t>-2)..  ((n-l)t>-»t) 

SSO*»  *         '  7 ix ""^ ' 

(n— 1)^    " 


und   weil  umi  d«=:odp   und  ffir  »=0,  ti^co  respective   o^O, 
e^=l  ist,  so  ist,  wenn  der  Kürze  wegen 

^  /n  (C>«^1)p-|-l)(ii--l)t>((*t--l)t?^l)((«-l)o-2)..((i»-l)p^n)g^ 


AI«o  Ut  null  dem  Obigen  wo '  ,    '  „  ; 

-duhbteGM  i*"'^     ■  ' ""    '"* 

VoirjetitWi  Ist  die  |l|»^iiiiiis  (fieiler  ganz  unter  ileni  obigen 
'aUsemelneB  Falle'  enthalten,  pM  ilie^lbe  bruugiit  Jajjoi  uicbt 
"  w«Kw  fiMrtgeflthrt  sn  werdea.    ' 


NdnBfln  wir  lym  alles  Vo^e^ehende  zusammen,  so  erg><^' 
alch  mr' Beredmiing  des  (ft  +  ljm»  Gliedes  von 

die,  fotgeDdeaUgen^elt^el:  ''', 

Hau  MtM  ■    ^.  „■•  •*  '.,    .  -    ■■„.,  .«wts'Mi  (it'. 


1.2.3..(*.I.2.3..(B— n+1) 


and  legein  den  fsllen,  wedn  ft=0  und  fi=:n-|-l  ist,  dem  Hei- 
ner diese» Bnicfu  jed4nett  den  ^erth  l.2.3..(n-f  1)  bei.  Hit- 
rauf  setze  man,  jenaclidem  n  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  i4 


(«_l)*„a_(„_2f.  +  l)» 
=*"- ,  ((ti-l)'«»-('H-l)')((«-l)»to'-(H-l)^j..((«-l)*«.«-2a)(«-l)», 

and  berechiie  das  bestimmte  Integral 

was  nie  die  geringste Sebwierigbeit  hat,  da,  wie  aus  dem  Obigen  I 
■ich  Kam  Too-aeloel  ei^ebt,  XP«  immer  eine  gann)  ratIttQaJe  al-  1 
gebraische  Fanctlon  von  w  ist.    Dann  ist  '         I 


da*  gpncht«  (|t^l>to  ^  dw  bcptiwaten  Integrals. 

a 

und  foig^icb 

«  -1 

-I 

1  /M-i 

+  "55+1  »  *8  -^s/       ((n— l)io— (»--6))  tl^sdfo 


-I 

u.    s.    w. 


-1 

^vodurch  also  der  Werth  unsers  bestimmteo  tntegrals  näbQrungs- 
ivelae  gefunden  ist. 

Wir  wollen  jeUt  die  beiden  Glieder 

l  /*+l 

'      2»+«  ^  "^^  ^'i/       ((«— 0«>— («— 2f*  + 1))  XVßBw, 

-1 

-gjfiWÄpA  /      ((«— 1)10— (n— 2v  +  l)))»i.3to 

-1 

betrachten.  Indem  wir  annehmen ,  dass  f^  +  v^n-t-i  sei,  so  dass 
diese  beiden  Glieder  gleich  weit  vom  AnEuige  und  vom  Ende 
abstehen.  ^ 

Weil  «=f*  +  v— 1  ist,  so  ist 

M — 2f*+  l=fi  +  v — 1 — '2(»4-l=v— ft, 
«— 2v  +  l  =  |i*  -|- 1^—1 — ^2v+ 1  asfi— -V 

und  folglich  nach  dem  Obigen  offenbar 
AIbo  ist 


d.  I. 

((n-l)«.-(«-2y  +  l))l»^«,=((n-l)»+(>i— V+I))t»,S.. 

8«lKfln  tvir  Dim  «=:—»',  als^  Bw^ — Bw',  so  ist,   wie  leicht  au 
detl.  Obig«n  eitel|en  wird, 

(|lf-i)»-<«-Sv  +  l))J»k8»=±((i.-I)«.'-(n-2|.  +  l))n;,!.', 

WMn  man  da»  obere  oder  untere  Zeiclien  nimmt,  jenacbden  i 
flÄe  gerade  oder  eine  angerade  Zalii  ist,  und  folglich   StteHiaop 

((»-I)«-(||— S»+l))ll»,8<«=(--l)"((»-l)i«'-<n— 2;i  +  l))H>^ 
W«B    nun  fiIr-io  =  — 1,   ui^-l-l   respectiTe  «)'=-fk  w'sH 

;  •'-i  ■    ■'■■:■-■■::.  ■■  . 

■  "Vi     . .      , 
•dar,  was  ttwallift  ist.    '     ~ 

y^ '«>'-l)"-(«-2v  + 1))  JC  8» 

=-(-l)^*'(("-l)«-(n-2(>  +  l))n>,8«. 

DalMT  sind    die    GrSsaen,    In    welcbe    in    dem    (^ -fluten  m 
(y-fljstan  Gliede  A/,  und  A,  muitiplicirt  sind,  nach  dem  Obige 

^  "  »,y*' ««-l)«M»-2|i  +  l»»,S«  " 

and 

-(-»•■5^»a.y*.'((»-i;«^-(.-s,+i))a>,s» 


FQr  (1=0  und  v=n>f-l  ist  nacb  dem  Obigen 

-  ».=  . 


"1.13..(«H)" 


9S1 


*'~1.2.3..(«+1)* 


dass  also  im  ersten  und  letsten  Gliede  toii  /   yhx    die  Coef- 

ienten  von  A^   und  A^i    nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 
lander  gleich  sind. 

Allgemein  Ist  bekanntlich 


"—  T7273..  (».  l  .2.3..  (»— (» + 1) ' 

(— !)—»+» 

**""1.2.3..v.l.2.3..(ii— v  +  1)  ' 

td  folglich,  weil  nach  der  Voraussetzung  fi-\-v=sn-\-\'  also 

«— (»+lss»,n — v-t-l  =  ft^ 


t: 


*''-i.2.ä..j*.i.2.ä..»' 

'*'~iaA.(*  .1.2.3..»' 


»her  ist 


r— 1)^+» 

-(-i)-Ä^ei)M-ia,=(-i).+.a,= ri;^- 

.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 

oraus  man  also  sieht,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetasun- 
en  überhaupt   in   dem  (fiHf-l)sten  und   (v-f-l)sten  Giiede    von 

fH 

ydx  die  Grössen  Aß  und  A9  gleiche  Coefficienten  haben. 

Man  gelangt  also  hierdurch  auch  jetzt  zu    dem    allgemeinen 
Resultate,  dass  in  dem  obigen  Ausdrucke  von  /   jf&p  4io Grösse 


'%: 


4^  fn  dcB  vom    *rflt«i  mi  tetaten  Glied«  gleich  «reit  abBlAi>   I 
dm  GIMvm  mit  gleichen  Coenicieiiten  faehaftet  ist,  nadiircli  a 
ttiUch  dl«  DuiDeriuclie  Entwickelung  der  CoerScienteD  voa 


4f  ^t.  J»  A^...Amu  lim 

In  dam  ^igen  «U$|ÄB9tn»n  Aworucke  Von  /  ySx    wesentlich  ~^33 

«MfcliifWirlrcl,  und  daher  das  m  Rede  stehende  Ij^sultat  such 
JetBt  ab.dn  fiir  die  numemche  BerechnuDg  dieser  CDef'GcieDten 
"■'  "  '"^" —  bezeichnet,  weiden  muse.' 


t. ,--    - .     -   --    -  J,-_     --^- 

|B  d|piein  Paragruphen  ^bTttu^tep  Ziehen  i 


mDdiAJK*   wwD    man   oar  ^r  die  dort  gebrauchten    allgemeiDeii   j 


Whd    vrir    uns    b^  der  BShervngawriMii   EflnHtdäiig  ^ 
Wwtfcg  dM  bestimmten  Integrab 


yv 


dw  In  {.  6.  entnickelten  Methode  bedienen ,  so  werden  der  Rech- 
Binig  ffie  folgeoden  einander  entsprechenden  Werthe  von  a:  andf 
■Bin  Grmtde  gelegt: 


=04=0+^^1(6—0),        =^4; 


1  (*-«). 


Tl.  T%.  r,,  r, ü 


ise  namensche,    d.  h.  wmt  von  n  abhäo^eade  Coefficietrten 
chnen,  so  hat  lian  ■ftch-^.  6.  filr  - 


/V 


AofMlnj^ck  von  der  folgendMi  Forn: 


.) 


a  nun  aber  n  eine  gende  Zahl  kt»  «o  l«t»  wie  wir  an«  §.  6. 


n 

= 

Tu, 

= 

n 

n 

25 

1 
It 

u.    s.    w. 

folglich,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  überhaupt 

Ax+'Aß=^Ax,ß 

n  dagegen  n  eine  nngerade  Zahl  Ist,  so  ist  nach  §.  6. 

n  n 

Ti  =  T,, 

n  n 

Tt  SS  r»-i, 

n  n 

T%  23    7\ 


u.    s.     w. 


• 


folglich,  wenn  wir  dieselbe  abkürzende  Beaeichnung  wie  vor- 
anwenden:  n     . 


.   %l     ..■•■•' 


m 


■s- 


1  ."""■  .  ■  ■  * 


WjWrii  wir  «M  ^bel  der   nÜMmgMreiM»  BnrfMjM« 


/W--'  ■  ■  ■^••■"-V.. 


Affla^iA.  (nliHtMtoo  l|tlli*d«.lMdta|Miit«i^ii«ri|te4M'J 
MMf-m  folMaüii  «inanii»  MtoptedMMeft-Wditttt^  vi*.« 


1 


'  '?'*=« +rii  (»-•).      "^ 

9 

•  •  3  « 

=  «4=  ö  +  ;jZn[  (*-:-«),  =-44; 

u.    ••    w.  u.  s.  w« 

.  ««»  =a+  ^^  (6— a),  =T^Bt 

und  wenn  nan 

"«        n         «        «  n  fli       fli 

C^*  ^>  ^»  Cii>  Ci,...Cfi,  Cfi+i 

f 

gewisHie  numariadie,    d.  h.  nur  von  n  abhäogeäde  CoefBcMi 
SeieicIuieD,  ^  hal  mau  tbitSi  $.  9*  fär 


Jyhx 


.     .         L-       : 
.^'  -. .  .  *» 

j 

einen  Ausdruck  ven  der  folgenden  Form. 


38$ 


nuD  aber  n  eine  gerade  Zahl,   so  ist,    wie  wir  aus  $.  9. 

It         fli 

n.    s.    w. 


;lich 


iagegen  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  ist  nach  §.  6. 

n  n 

n  M 

n.    s.  •  w. 

u  n 


»lieh 


=(6— fl)  iCo^o}i^fi+Ci'^i>ii+<CB^s>fi-i  +..... 


+  'C4(ii-i)Ji(fi-i),4(ii+,)+  C^(fH-i)iil(iM-i)  |. 


mach  benutzt  mau  abo  sur  Bestimmung  von  #     ^9^  bei 

^iten  Methode   ^anz    dieselben    einander    entsprechenden 
Ton  X  und  y  wie  bei  der  ersten  Mediode,   nur  dass  man 
Werthen  noch  die  vor  den  ersten  und  nach  den  letxten 
1  sich  findenden  einander  enteprecheiiden  Werthe 


„„    Well  «Uo>.|wl  d«r  nrdtfln  Methode  eine  erüssere  An- 

il  «tnipder  apImrjMheiider  Woiflie  xon  x  und  w  benutzt  woc- 
I  iriod  wie  Mf  oenfrstsn,    iMHwM-Jene  im  Angemeinen  dea 

Wvth  TOS  /    gSx  gewwflT  tim  dltee  lefern.  BezeicboeD  vk  den 

'^«Hfc.  de«  bectimmten  lotegral«  /ü  ^j^SÄ    «velcben  aus  tt  Purei 
r  entaprscheaifer  Wertl%  väa  J'.imd  ^  die  erste  Methode 


Hafert,    durch    J,    iu>d    den  WsA^^^^   bestimmten    Integrals, 

.  «rdch«D  iir'd»r  ,aiia  dem  Ol^fni  ntfAlbst  ersichtlichen  Weise 

äu  n-f^  Paaren  etnander  rätiprecbender  Werlhe  von  a,uvi|  j 

dip  xweHe  Hethode  licfeitf;  durch  J',  so  pflegt  man  eich  Formeln 

$Ui»i}-'HmiMMiiP^^'%i^l^Mm,  wekhe  ans  den  obigen 
l^geai^iwn  AnadrOekNi  nnnittHbar  durch  SublTaclion  folgen ,  unil 
diibM  B^HjtejaCogytt^iiifcformelB  w  Jerinen,  Indem  man  sich  der- 

,)MAm  la  äer  Wnn  M'd«r  GntTFicketang  des  Wertfaij  von  /  jSi 

bedient,  daae  man  rnrntttelbar  dtAwertlLe  von  J  mittelst  der  obi- 

Kn  Formeln  And  die  Werlhe  von  J" — J  mittelst  der  CorreclioiiS' 
■mein  berechnet,   ivo  denn  die  grSssere  oder  gerinsrere  Klei 

der   Correction   J'~J    zugleich     ein     Kriterium     abriebt, 
welchem     man     ein     Urtbeil      fiber     den      Grad     der     Genauig- 
keit   zu    fallen     im    Stande    ist,     welche    man     erreicht,     »cbd 

■an  den  berechneten  Werth  von  J  als  den  gebuchten  Wertb  t<hi 

j/Sx  annimmt;    den   verbesserten.  W«rlb  J'    dieses    Integnli 


r 


wird  man  aber  erbalten,  wenn  man  bu  j  die  Correetiou   J'-^J 
hinzulegt,  indem  _'   ■ 

J'=J  +  (J'-J) 

Ist    Daaf.  diese  Meäiode  der  Berechnung  des  verbesserten  Wertb 

7'  h£aMm^  Ist,    Ida  wenn  önn  denselbeD  nnmiltelbar  ans  in 
Fwmet,  dtirch  welch«  er  ausgedrückt  wiid,  berechnet,     hat  darin 

MiMn  Grund-,    das«   !■   der  Forasel   fiir   J'—J  die   numeriecb«> 

CoelGcUöfisB'  betri^U|c|r Vbin«r  «hid  ds   in   der  Formel  flfrZ 
wie  sich  ans- deitlTM^e'lNlMrVMl  sfiniBt  ergeben  wird.  '"«^ 


S  11 


Die  namerisch^ti  CoefBcienteii 


n 


%t,  nachdem  schon  Newton  ein  Paar  l^esondere  Fälle  betrach-, 
$t  hatte,    für  nr=zi  bis  n=:ll   eaerst  yit  bestMid^er  SorgfiÖt* 
otes  berechnet,  und  in  der  Schrift:  ,>De  methodo  differe^li^' 
all  Newtoniana^  am  Ende*  niit;getheilt,  oluie  die  Methode  der 
erechnuns  anzugeben.    Diese  Schrift  findet  näan  hi  einer  Sanm- 
mg  verschiedener  Schriften  von  Cotes,  welche  unter  dem  Titel: 
Opeta  miscellanea    Roger!  Cotes^*   oder   ,,Aestiniatio 
rrornm  in  mixta  mathesi^per  vaTiatidnes  partium  tri- 
nguli  plani  et  sphaerici,  auctore  Rogero  Cotes.  Lem- 
oviae.  1768.*)  erschienen  ist,   wo  sich  p.  86.  die  Cotesischen 
ormeln  finden. 

Um  die  Anwendui^  unserer  obi^^en  üfeethocten  zur  Berechnung 
ir  in  Rede  stehenden  Coefifidenten  an  einem  Beispiele  zu  i^rtlUi- 
rn,  wollen  wir  dieselben  jetzt  für  n=5  bereehnen. 

Wenn  wir  die  in  ^.  6.  angegebene  Methode  auf  diesen  Fall 
(Wenden,  so  ist  zuvöraerst,  weil  n=:5  ungerade  ist: 


_„       (4»»»  — 4«)(4«H>«— 2«)4w      ,    ...  ,     ... 
^*  =  ^ 4»4a-2» =4w(4««.»-4«). 

•^3—  4«to«  ^  4ii»  ' 


er 


R\=16«<4«?«— 1), 

FF«=64w(wa-l), 

„,  ^16(fp»-^l)(4f.^-l), 


3 


40 


\o 


(4ir-4)IFi=:  64w(ir— l)(4tc«— 1), 


')     Dieter  letztere  Titel    Ist  eigenlllch  der  Haupttitely   wenngleich 
nur   eine  elntelne  Abhandlung  bezeichnet. 


m'  •       ■ 

(4w—2)  Wt= lS8w  (Sw-l)  (w^-t)  > 
4wlF,=  64(tp«-l)(4ie«-l); 
vmi  folglich  nach  gehSriger  Entwickelung : 

(4«p-4)IFi=  64(4io4— 4to*— to*-Ho), 
(4to— 2)  fFa= 128(2c0«— to*— 2ie>4^) . 

0 

4f0  IF,  =  64r4t0«~5foH  1) 
Intogrirt  man  Don  zwis^en  den  GrSnzeD  —1  und  -f^l,    so  erl 


J'^\Aw^i)Widw  =  ^. 


—  I 


—  1 


—  I 


^  Ferner  ist 


*»  -       1.2.3.4  ""  24 ' 

Ä^-  ^        -        1 

^*~'"  1.1.2.3  -  ""  6  ' 

1  1 


Ar3= 


1.2.1.2    -4' 


l       1. 


und  weil  nun  ^==^  ist,  so  ist 


Also  ist 


^i-^6-32-24'15  ~90' 

5_  5_J.    l     1024       16 
^a— ^4— 32-6-    15    -45* 

^»—32*4    15   -15* 


/*  7  16  2 


a 


C! 


m 


enn  wir  die  in    {.  8.  angegel^ene  Methode  auf  den  vorlie 
I  Fall  anwenden,  so  ist  n 


_     .2,.      \ar-a     2. 

«» -  « + 4  (»— «)>  jz:^  =  4  • 

04=0+4  (6-o),5^ri=  4' 
<%-«+4  (*-o)'^Ii:^'-  4» 


Ä=2S=£_l==0-l=-l. 


flL— 9?iII?      1  —  1       1 -= - 


Iglich 

=i>(««-|)(e«^l), 

ich  gekikiger  fimtwickeloiig 

LIV.  \^ 


■ 

HVi 

F-5-1B 

F 

•^^rr 

F=..-|..  +  J., 

als» 

\ 

mU**  >n>I>  "lufti  ,»> 
und 

-=M-'i..  +  l 

y'  = 

4 

Daher  ist 

•Jei 

—       r     ah'-SM'-n 

äF—300««— 2-2Sii"+15' 

im^  in  diesem  Bruche  muss  man  nun  tiir  t>  nach  und  nacb|Ii 
ßt=-\,  ßt=0  setaen,  um  ^,,  ^,,  ^5  au  erhalten.   Dief 


^,=7',= 


300-225+15"  W 
15     55  .„ 


Jl      ;St        4        4^ 


*.= 


5 


g»iui  wie  Toiber. 

Auf  diese  Weise  kann  man  die  sSmnitlichen  ourne 
Coefficienten  bereclmea.  Die  von  Cotes  aD!;egebeDen  Werl 
selben  woUen  nir  düo  im  FoigeadeD  insMiimcnsteUea. 


m 

r  M=:3  ist': 

#1—  /t— 2- 

ir  n=3  ist: 

S  8-1 


Ir  ft=4  ist: 

«1  — '4— Q    J 


8 


Denkt  man  «ich,  indem  n  eine  ^«ffule  ZiM  bezeicl^net,  das  In- 
^^a  in  n  gleiche  Tiieiie  getheilt,  nnd  beseiclinet  die  den  Werthen 

ö — a  b^-^a  b^'ü 

«» «+ 1 -^f-' «+2 -^  ,  ^,  «+^ -^ 

»nttpreclienden  Wertiie  Ton  p  respectiTe  durch 

^09  1^19  ^s*  I^i9-I^n; 
iRch  dem  Obigen  und  nach  der  Lehre  Ton  den  bestimmten  Inte- 


+  ?(*- 


+^M;-c^^+'o+t*.! 


n.  tf.  Wi 
2(*— ä)  }  1 


ie  man  leicht  findet: 


yhx^ 


-^  A — a 


9n 


1  y« + »(y. +1^4  +y« + »rf^Ä-. +yid        J 


»  ict  die  gewohnlich  unter  Ae«  Ni^itf aa . jj^y  #|jby»>«*adw  Ee> 

den  Lehrbuchern  ▼orlcommenoti'i'Nihnor'(ihi.  ■•  aadk  ArehiTs^TU« 

»1.).    UaM  man  «iüh  mittelst  dea  ObiMr  JaMt  aBiara,  dim  W9^ 

e  Genauiglieit  gewahrende  Regeln  ader  Firmafc  rnju^  Art  Mia« 

erhellet  leicht,  nnd  bedarf  hier  hda^^ttUtafi  EiflMaii«» 


\ 


^ ?v 

^^^^^^^^B 

^^^^                            393 

^^M 

^^   'M4 

i^lRH 

Für  ,=5  iai: 

;  -A  -  A'     1 

A=*.=4. 

:       ■        ' 

-«■< 

Füi  »=6  iit; 

^.=^.=^- 

'l  l. . 

Far  n=7  Ist: 

*.=^-ä.                   

.  ^.  ...MI  wk  .1^  .. 

L. 


f    z.:    »    a»; 
n=r.=5ä=e4ö- 

j;    i,     9    :  2J.    . 

i      W     =472 
'•=iÖS=84B' 

FOr 

n=8Ut: 

*.=^.=  i^- 

) 

'.=*.=S- 

si  .  , 

*.--^=s. 

,M  ■ 

',,vi-.=ffi  . 

4l99 


j{_j;_2t>44_  5888 
'•—'•— 14175— 28350'     . 

^_^_      464  928 

't-'r Xil^ 28350' 

'*—'•- lilTS  —  28350 ' 

• i5£_       45W 

^»-      2835—  "28350* 


Für  »=10  ist: 


ür_V?         2857 
^1— /lo— IJ96QQ» 


JfUil  = 


15741 


•-89600' 

27         1080 


^»— *•  —  'ÄiD—  89600' 

V_V»  _1209_  19344 
'« — 'r  —  Kfinn— 


5600-896ÖÖ' 
2889       5778 


i#_y  _J^? 

'•— '•  —44800""  89600* 

Ffir  R=ll  ist: 

U     y        16067 
'»—^"-698762' 

iA__u        26675      106300 
^«—^10—  149688  —  598752 ' 

JA     u  16175  _      48626 

u  __  if  _  M75  __  272400 
^*—'*- 12474  —  598752 ' 

u    .«X  __       4825         260660 
»j-'r  — —  11068 69S752' 

u         17907  _  427368 
'•    —24948"^  8^62'; 


I  I 


K^ 


394 

Mittelst  dieser  numerischen  CoefQcienten  kann  man  nad 
Obigen  leicht  die  erfoTderlichen  Formehi  zar  näh erungs weisen  B«- 

recbnung  des   beslimmten  Integrals   /  ^x  berildleo,  naa  keiiw 
weiteren  Erläuterung  bedarf. 


.  12. 


Bei  der  Berechnung   der  dutdl  ' '  r         ' 

Co*  Tj.  lEa,  %i,  %i,...^,  %,i\x 

bezeichneten  CoefScienleti  wallen    wir  ans  jetzt  der  in  §.  &■  BBg^ 
gebenea  Methode  bedienen. 


) 


«.=a+^(6-»),      g^"  = 


S,=2S^  — 1=4  — 1=3. 
Folglich  ist 

d.  1.  nach  gdiSriger  Entwi^elo^g 


1  fblgtidi 

M  mm,  wi«  man  leicht  findet. 


1    }=t,»-??e 

+  a-ül  3 


t,  CO  ist 


t^- 


29 
p,       c      •5'_3p»-» 

^T"  ~  4r*-a0"~  12»«— 60* 


id  folglich,   wenn  man  fflr  v  nach  und  nach  /9U=— 3,  ßi^=-   I 
itst: 

J     a       3.9— 29  _     2 
*«-*<  — 12.9— 60 24' 

ir_ir       3.1-29      13 
^-*^- 12.1-66 -24* 

Fflr  M=3  ist 


«1  =  «: 


6— «-"' 


.2,.      ,        th—a      2 


.3,.      .       tttr-u     3, 


l 

=^^-'='-'=». 

^ 

Ä= 

='5?i-'=ä-'  =  "- 

■.-        1— ^k 

f.-- 

-2°j'_„"       1-3     1-2. 

b  ist 

F=(.+2)(.+l),.(.-l)(.-2)  =  i<ii«- 

.l)fc»— 4). 

--ih  gehöriger 

Eutwickelung 

:l> 

|j=6o«-llle>  +  4. 

ilt,  wie  man 

Uieiit   ladet: 

r=v' 

-St'  +  l., 

+l--iL.- 


I  folglicll 


£; '.  ~3  °  ^15      l6i.<-70i.'  +  38 

er—  !ie"-)6B«+4  —  75««— S2lie"+eO' 
8> 


■  _>      16.16-70.4+38  1 

*»=*'-t5.1Ö-2».4  +  (iO=     TO  • 

._■       lS.1-70.1  +  38      17 
I.=t.=}j.l_228,l+68-  50- 


1  '*''        %— «  1 


«i=«.  b^a 


.2,,      ,  Og—a^    2 

4  aa-— a      4 


Po-'«5_a  — *—     3—*— 3« 
Ä— o3LZÜ     1—'*      1—1 


glich  ist 


r=(t>+|)(»+i)(r+j)(»-j)(i»-i)(t>-3-) 

=  («^)(e»-l)(''*-?). 
i.  nach  gehSriger  EotwickdaDg 

_      .     38  ,^2»9    '     »    ' 


Ferner  ist,  nie  maa  leicbl  findet: 


140  ,  .  518 


!2  .  .  851 


ind  folf^licb 


40Sii>— 1440»»  +  8äl 


J     i        «B— 1440+851 


t*=ti  = 


4)15.^-1440.^+851 


BS 

"iw 


».=.-j(6-o),      ^=~j: 


H=«'^ 


Of — q  _  2 


,  3  y.      V     '  -  «(»— a     3 


Ä)=«-5Z.^-^ »  =  -2-1  =-  2 


A=«25^-l=0-l=-l, 


lieh  ist 

=  t»(r«-j)(t^l)(t»-j-).      : 
nach  gehSilger  fiotwiekelaBg 


er     -  ,      35  .  .  147  ,      9 


tier  ist,  wie  man  leicht  findet: 


r 


F-=.«-2-'+l6'''-n 


4 

"0°   ■•'iMO'       840' 


19   ,     S03  ,      83 
y,       '  —  6  »  +aD'  ~84D 

"S"       '"^  -  2  °  +  16  *       i« 

leSOp"— 532Qp*  +  3521b»— 16ß 
'  117(jOo«-29400o«  +  15439r«— öiS' 


>      ,  '^""'^  —3320 .  jj  +  3521  .  J- 

to=t,  =  - 

KI60.729-B32ft3M+3«2M44-166.64 
~11760.72»-294(ia3244^  15436.144-945.64 
_       2 

ÜB' 

»     »       '    1880.1-5320.1  +  3621.1-^66 
«i=*'  =  ltM0.l-294O0.I+  16435.1-945 
_  19 

-510' 

i      ,  1680.^-5320. ^+352l.|— 166 

117;60.^-20400  .JJ+1B4S5.  j— 945 

,    _      1680-6320.4+3621.16—166.64 
-  WM-it40O.4+1543S.I6-045.64 

34-'         •■■■1  ,      ^ 


Wir  wollen  jetit  diese  etwas  weitUnfigen  RecliDuiigeD  ntski 
»eh  weiter  fortsetzen,  weil  die  betreffenden  Formeln  flir  den 
aktischen  Gebrauch  zu  weitläufig  werden. 


§:  18. 

Nach  den  beiden  Torhergehenden  Paragraphen  haben  wir  nun 
ie  folgenden  Formeln. 

FOr  n=2  ist  nach  §.  11.  und  §.  12.  respective 


y  y3^  =  -2^4.« 


nd 


yhx  =~  -gj-  I  ^0«— Wi<i^) 


ieht  man  die  erste  Formel  von  der  zweiten  ab,    so  erhält  man 
ts  Differenz 


För  n=:3  ist  nach  §.  11.  und  $.  12.  respective 


od 

ieht  maQ  die  erste  Formel  von  der  zweiten  ab,   so  erhält  man 
[s  Üifferenz 

Für  n=4  ist  nach  §.  11.  und  §.  12.  respective 


r 

- 

" 

■ 

,,-58J„|.              '"^ 

A.,- 

23^ 

Fflr  n=5  ist  nach  §.  11.  nod  §.  12.  respcctive 

y  *ye*  =-—■  1 4^t^—17M,  ,0—012-^1,,— 332^,  I . 

erste  Formel  von  der  zn-eilen  ab,    so  eibUl  mu 
—  fejtWö,e-2«„s+flOA,--80J3l, 


-  ^^^  I4«-6A.6  +  154i^-2U^  I , 


Stirl'iDg  (a.  a.  O.  p.  146.),  welcher  diese  Fonnel,  jedod 
Mve  Bevreis,  zuerst  gegeben  hat,  sebreibt  der  leichteren  Redr- 
■rnig  wegen  näherungdH'eise  470  ntatt  472,5. 

Wir  haben  daher  zur  Bciechuuqg  von   /     yöx  jetzt   die  fsl- 

geaden  Näiierung8forme]|i.^j  ^  ^,  ^^  J^^dw'^l  »  - 

Für  n=2  ist 


/*= 


yßjr  —  — ^—  Jijj 
äd  die  hierzu  zu  addireode  Correction  ist 


MH 


F«rn=:3ise 


yv*=^^j4^+*^f 


und  die  bienoi  zu  addirende  Cörrection  ist 

6— g 

Fflr  nr=4  ist 

und  die  hien«  m  addirsnde  Corraction  ist 
Ffir  it=:5  Ist 


J'^hx^  ^  {7At,^  +  32^^  +.12/18 } 


a 

und  die  kienw  zu  addireode  Gofraction  ist 


oder 


-jySj-g   Muie->-6ili,«-|-lfiii9^-*904s)> 


• 

oder  nftii#niDgsweise! 


—  "4^ '  -^oi«— Mi,ft+ IBi^M— ^s  J  • 


^    :*■ 


t      I 


.' '      * 


:« 


Da  Stirline  a.  a.  O.  noch  zwei  Correctionsformeln  fflr  tcsff' 
und  n=9,  gleicofalls  ohne  Beweis»  angegeben  hat»  so  wollen 
wir  dieselben  bier  nocb  niittheilen,  indem  wir  dem  Leser  die  Ent- 
wickelong  d^velben  naeb  den  oben  angegebenen.  Metboden  iber- 
lassen. 


FlBrnaTist  Mdif  IL  v,    .*.  :.^ 

■ 

wo  di«  Zahl  930  aacb  nw  nkheraDgsweijM  T^cbtig  Min  wird. 
Ffir  11=9  iat  Mtdb  $;  IL   ' 


/V 


^^:  ^ .   f  1 .  i. 


'T:W1 


(9S9Ji«  -fMSd^*- 938^4  ^  JOmA^ -4540i^| 


nad  die  hierzu  zä  addiiMKle  OorscOmi  iai Käih  ütiKlli[%.:^ 


wo  wied«r  die  Zahl  1600  nur  annihemd  richtig  «ei^  wt^., 


Eine  sehr  wichtige  Erweiterang  und  VervoUkonunnmis  haben 
die  vorhergehenden  Afethoden  zur  näherungsweisen  Erroittelune 
der  Werthe  bestimmter  Integrale  durch  Gauss  in  der  Abhan£ 
Inng:  Methodus  nova  infegraliiim  ralores  per  approxi- 
^.mationem  inveniendi*)  erhalten.  Da  j edoch  diese  verfeinerte 
Methode  von  Gauss,  wie  man  sie  mit  Recht  nennen  kann,  Üx 
unsere  Zwecke  in  dieser  Abhandlung  mit  hinreichender  Leichtigkeit 
in  der  Praxis  nicht  wohl  anwendbar  ist,  so  wird  es  genügen, 
hier  nur  einen  kurzen  Begriff  von  derselben  durch  Betrachtang 
von  ein  Paar  einfachen  besondern  Fällen  zu  geben.  Im  Allgeniei- 
nen  wollen  wir  nur  vorläufig  bemerken,  dass  das  Wesen  dieser 
Methode  von  Gauss  darin  l>esteht,  die  Werthe  von  j;,  deren  ent« 
sprechende  Werthe  von  y  der  Rechnung  zum  Grunde  gelegt  wer- 
den, nicht  wie  bisher  willkührlich  anzunehmen,  sondern  so  za 
wählen,    dass  dadurch  die  möglichst  grosse  Genauigkeit  in  der 

Bestimmung  von     /    yda:  erreicht  wird,  und  wenn   diese  Bemer- 


'  ^)    CkmiiiifltttatioiiM  codelatic  regiae  icieitiaruiB  Gottingeniis  i^ecca- 
tiorea.   Vol.  III.   Gottiogae.  1816.  p.  39. 


I 

nng  aoeh  in  der  Al^emeinheit,  in  welcher  wir- dIeselbiÄ '  so  ebM 
usgesprocben  haben ,  nicht  ganz  verständlich  'sein  kann «  so  wer- 
;eQ  die  folgenden  Beispiele  doch  gewiss  hinreidiend  sein,  das 
Neaen  der  merkwürdigen  und  wicntigen  Gaussischen  Methode- 
<(llig  deatlicb  zu  machen. 

Wir  wollen  fSr  y  die  Form 

y  =^  «o  +  «to?  +  a,a:*  +  «aar« 
»der,  wenn  wir 

•eCzed»  die  Form 

uioehraen.  Dann  ist,  weil  är=sdw  und  für  x-=a,  xistb  respec- 
Mre  u=0,  m=6 — a  ist: 

d.  i. 

Wenn  wir  nun,  indem  Ai,  A^  wieder  die  Werthe  von  y  fär  ar=:ai, 
x^a^  bezeichnen, 

^  .» 

leCsen,  wo  X'i,  IT^  gewisse  noch  zu  bestimmende  numerisch«^ 
Doefficienten  bezeichnen,  so  ist,  weil 

=Ä)+ A(«i-a)  +  Wfli--a)«+A(ai-a)«, 

-4« = ff  „  +  «1^12  +  «aOa*  +  «3  ««' 

=/5«  +  A(«a-«>+ i3«(a«--o)*  +  fe(ö2~a)» 

ist,   nach  dem  Vorhergehenden 

C\^x-    i3ol/fi+Afi)(Ä--a) 

+ A  t  ^i(«i-«)+^«(«2-«))(^«) 

+  /J3 1  Äri(iii-a)«+Afa(«2-fl)*l  (*-«) 
Tbc«  ItIV.  20 


aj  —  a^t,(A— «),    Bt — <i=:zj(A — a) 


+  «^i'iHKrf)(6-")" 


,,    .'.,r||...|. 


Soll  nun   dienet  Ausdruck  vüd  /  ySx  mit  dem  obigen  Audnch 


sur  UebereiiiEtin 
Grössea  «T, ,  A*, 
chung«n 


;  gebracht   fverHen ,    eo  müssen  ,  wir  die  mi 
Tj,    T3  sn  liestimnieti,    dass  den    vier  Glei- 


A',   +  ATa  =  I , 


\ 


1  » 

Tiird  also  jetzt  darauf  ankommen ,  diese  Tier 


Hingen 

anfz 

lüsen. 

eicht  e 

rhült 

man  aber 

ans  diesen 

Gleichungen 

«■(', 

-ral  =  r,— 

1 
•2' 

«.(.,- 

-'a)»i=2T, 

1 

Ai(T,- 

-H)t/=3T, 

"rL.I" 

1         1  1 


.1 


der,  wenn  wir 


etzen: 


^=»i+rt,    ib=«i*s 


*i  — 2^  +  3=0, 
2^  — 3<i+4=0; 


orans  leicht 


^— '»    ^— g- 


'halten  wird. 
Weil  nun 

1 

=  c*— <i  r+<» = tJ*— <?+  g- 

t»  so  sind  T|9  T^  die  beiden  Wurzeln  der  qoadratiscbenGieieining 


r*— 

•"+g-  = 

=0, 

irch  deren  Auflösung 

sich 

- 

1 

1  . 

1 

V12  ■ 

V3dbl 

2y3 

giebt. 

Also  kann 

man 

my 

n 

4a- 

v^^ 

V3— l 
"  2V3 

i 

1  ^^  1  x_V3+l 

;tzefi)   und  fiir  K^  und  Ji^  erhält  man  nun  leicht  mittelst  des 
bigen 

so* 


Berechanag  von  Gsubb  ist 
T,=0.21l3248ßl5405l87l 
rj=Ü,7H8(i7r>1345«48129 

HC  beliebige  Anzahl  vnD  DecimaUtellen   beibehall» 
i^erade    «lie  GcP)au)glceil  der    an  zusi  eil  enden  lUth- 


niso 


1  , 


„»  J, ,    ^a  « ie  immer 
rienden  'Werthe  fon  ^  u 


7 


nnd  bei  dieser  Bestimmung  ist 

eesetzt  werden,  d.  b.  man  hat  für  ^  eine  ganze  rationale  alge- 
braische Function  des  drittea  Grades  angenommen,  ungeacfatd 
man  nur  die  zivei  den  oben  bestimmten  Werthen  ui,  Og  tdd  i 
entsprechenden  Werthe  Ai ,  A^  von  y  der  Rechnung  xom  Gnia^ 
gelegt  bat 

Wir  wollen  nun  für  y  die  Form 

y=:a„\a^x^■f^x'^•yrt3x''\a^-{■ar,sc^ 


seUen,  die  Form 

annelimen.     Dann  \at,   weil  dx  =  dH  und  für   x^=a,  xz^b  ret 
Kve  w=0,  M  =  *-«  ist: 


•  I. 


/ 


iVemn  wir  nan,  indem  A^,  A^,  A^  die  Werthe  von  y  filr  j;=at> 
B=a(,  x=>at  bezeichnen, 

9 

9 

m 

letzeo,  vfoKi,  K^,  K^  gewisse  noch  za  bestimmende  numerische 
Coefficienten  bezeichnen,  so  ist,  weil^ 

=  /Ja+A(«i--«)+/J«(«i-«)*+ft(«i-«)HWai^a)Hi55(«i-«^ 
ist,  mach  dem  Vorhergehenden 


/ 


*ya«=  /5otÄi+*i+*r»)(*-o) 


+A  IÄ(ai-o)  +  Ä,(«.-«)  +Ä.(«,-o)Kft-«) 

+  (J,  I  ÄTiCoi— «)HK,(a.-a)«+if»(«»-«)?)(«-«) 
+^,  { Äi(fl,^fl)Hif.(aa-o)»+i:,(a,-o)» }  (6-«) 

+^4  { Äi(oi-«)HÄ.(o.-«)*+*i(a,-o)«K^-a) 
+l»»tÄi(«i  -a)»+iSr.(o.-a)»+ir,(aB-a)»)  (6-o) 

r 

oder,  wenn  «vir 

Ol — a=iXx(Jhrrtt) ,    «1— a=ti(6— o),    a* — a3ev,(6>— a) 


setiteil : 


T  yax=    ßo(Ki+K,+K,)(b-a) 

•   +  /J,(/riT,»+Ä.r.»+Ar,T3»)  (6r-o)* 
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<'           +?.(Ki','+*>'.H«.'.')(*-">' 

, 

+  &  {*,.!'+  *it.HAr,V)  (4-0)« 

!r  Ausdruck  von  /    ySx  mit  dem  obigen  Ausdrudci 

•.(^-.Ä,ti«M*tiW^}',+i:ftSH^r-, 

f 

timmunfi  gehmchtVerden,  ao  müssen  wir  diesecfas 
•» ,  J13  Ulm  t, ,   t2 ,  Ig   SO   bestimmen ,     dass  dei 

Ä,  +  «,  +  *r.  =  1, 

*^i»i+^i^+A^B^— 2  ' 

Jf,.,H«.i.»+Kj«i'=j. 

.fc-Wl«««» 

«,,,■+«.».■+*■.<,'=}. 

T^: ' 

«,t,'+K.'.'+«^.».'=r.                                  '« 

sentit  wini,    n^,  «a  iHrd  ^i«b  ,aIso  jelft  iajma  handeln,  •  dieic 
ncfas  Gletcfaniigeir  unznlSHcn.' 

,,^  _9,t^BiU;)!|t  erliiUf^Bift?  ftb^  «p*. diesen  Glti^ngm : 


« 
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1  JtteMU*  iüBsr; 


>• 


dich 


y 


11  ■     l  1 

g-TiT«r,  —  j(TiT»+TiT3+r,r3)+g-(ri+T«+ir3) — ^=0; 

er,  wenn  wir 

tzeo: 

*»  ""2  ^*  "^3  ^  ""4  ^^®* 

1,1,    1-1  - 

2 ** "~J^  ■*"i^  ""6="' 
1,      l,    .1,      1     n 


iraiur  leicht 


^-J*  fa—g-,  «1  —  20 


balten  wird. 
Weil  nun 


=  f*— {Ti+Ta+Ti)ü*+(T£T«+TiT,+  T«T3)t> — TiT»r, 

3         3         1 


r 


I  die  drei  WurKetn  der  culiiscbcn  Glflidm|< 

Eine  Wuriiel  dieser  Gleichung  Ist  x.  wie  man  leicht  fmtlel,  UDit 
die  lieideo  andern  Wurzeln  derselben  werden  also  durch  AuHrt- 
sung  der  qu^dratUcIieii  (jleinhiiiig 


t 


fiö= 


I  ,1  .1/  3      V5±v:j_5±yl5 
und  ihaii  bkou  also 


ir  >^J- 


•— '-^"+VI'=^^ 


eetxen;    tlir  h, ,  A', ,    K^    erhält   man   aber  mittelst  des  Obigen 
leicht  die  l'olgenden  Werthe: 


^18' 


K.= 


A.= 


"18 


Nach  der  Berecboung  von  Gauss  ist 

t,  =0,11-27016653792583^  :• 

T,  =  0,5  li,l..l^„.: 

r,  =  l.8872»83346M74I7. 
Wenn  man  also 

1         ,13  bliVf  «ivtUto 

»,  =  n  H-  r,  {(,-a)  =  «  tj  0  "V  |  )('-»>..,»  I, . « 

»,..,.     ..       =i(l+Y/|)n+j 
.IrtJ» •t.».5i    -      ,         - 


f'<-V|)». 


=  i(l-y'|)«+i(l+V'|)6 

tzt,  und  Ai,  A^,  A^  irie  imver  die- diesen  Werthen  a^  a^,  a^ 
n  X  entsprechenden  Werthe  von'y  bezeichnen ,  so  ist 

/*  5  4 


er 


6—— a 


.'  > 


itzt,   und  sich  fibrigens  ganz  ähnlicher  Bezeichnnneen  bedi< 
ie  vorher  9    die  sogleich  darch  sich  selbst  verständlich  sein  wer- 


d  bei  dieser  BestiQiiiiung  Ist.  .  . 

(setst  wmr&dbi'  ^.  -K.  man  hat  .^r  y  eine  ganze  rationale  al|;8» 
aische  Function  fies  fOnften  Grades  ansenommen,  ungeachtet 
an  nur  die  drßl  den  oben  Ki^ttinniteb  Wertben  «n  ,  029-^1  ^^^ 
entsprechendi^n  Werihe  A^ ;  A^j  A^  voti  y  der  Rechnung  zum 
runde  gelegt  hat. 

Wenn  man 

■     ■      f  ■ 

y = o^  +  «1  j?  +  «aO?*  +  «aar* + «4^»*  +  «50?*  +  o^ar*  +  «j-a:'' 

bedient 
^.  _  „  5in 

sn,  so  sind  Xi,  %%,  t^,  t^  die  vier  Wurzeln  der  Gleichung 

5st  man  diese  Gleichung  auf,   so  erhält  man^  nach  der  Berede 
ing  von  Gauss 

Tji =0«0e94318442029754 

«.=0^3000^782075677 
>   '  i^6,60d99052179l84323    ^ 

«4;=a0,9306681557970246 
id  ßlr  Kt,  Kt,  Kit  Ä^  «irgflbQB  ncli  4ie  folgenden  Wertbe: 

£1  =jr«  3^04730274^65687284 
£, = lC,s?a)3afl0795774312716 


Setzt  man  dann 

o,=a+r,(4-o). 

n,  =  .  +  r.(4-«) 


^ 


r 

I 


und  beseichnet  die  diesen  Wertben  von  x  enfspreeliendeD  Werdi 
von  t/  wie  gewöhnlich  durch  Ai,  A3,  A^,  A^;  so  ist 

J'^lfix^(b^^)iKi(Ai+A^-^K,(A,+A^)\. 

Wenn  mau 

y  ~  oo  +  of,«  +  utx*  +  0^1*+ B^  +  «,x»  +  otsfi 

HetBt,  so  Mod  r, ,  Ti,  T),  Tf ,   T,  die  Wurzeln  der  Girächung 
,5,  ,20,     5, ,5  1       _ 

Nach  der  Berechnung  von  tianae  iat 

r,  =0,0469100770306680 

••    ■  ,    !  t    ^■.  -    V 

.,  ..p.„|  „,  »,=0,2307663449471568.    , 

■'■■>'•  -i.  .■.■'..  ■  :.  .^»,5  .  ■■•_  ■■:■ 

J.=0,7 


£,=£,=0,1184634429280945 

Ä,-i;=o,s 


g.g;^^,?8iMM«ll4l4U4 


«1« 

"  '  ■  ■  ■  ■   ■  a  '  "■  '■  ■'  '  '•■.•■. 

itzt,  d|^  'diesen  :.We(tlien- von  j?  enlsprechenden  Werthe  ^n  y 
yet  durch  Ai,  A^,  At,  A^»  A^  bezeiclioet,  so  ist 


/ 


*y9^ - (*-«)  I  *i(^i+^»)  +  *.(^.+^4)  +  iPi^»  U  -    ' 


Wenn  man 

+  A^a:*  + «loa:!*  +  «^i<r*^ 
stzty  SO  sind  T|»  Ts»  t,,  T4«  r^,  v^.die  Wnrzeln  der  Gleiebnng 


'    ,   V 


/      •  ■ 


':♦ 


Nach  der  Redmung  tod  Gauss  ist 

xi  =Ö,033765ii4ä898i240 
^=0^093983067668678 
«.=0,3806904069584015 
«4 =0»6193095930415985 
«»  s  033060469323313-22 

T«=  0,9662347^71016760 

id 

Ki-K^  s=a0656622461895852 
Jr.==j[^=^0,li909907^240e93   " 
£.=JK:«=s  0,^239509672863495   ' 

d  wenn  man  dann 

.    ci^sa  +  Te  (6— a) 


■•*  • 


I 


sie 

BetsI,  die  diesen  Werthen  von  «  eotsprechetiilen  Werthe  roi  « 
aber  durch  Ai ,  A^,  An  J,,  ^j,  Jo  bezeichnet,  so  ist 


setzt,  80  sind  t, ,  c, ,  ri,  v«,  t^,  t^,  t;  lüe  Wurzeln  der  Gleicfatw; 

f      T  ,.fö  ,     l?3         175   ,      63  JT^         JL_n 

"  ""ä"  +13"  "52       "''l«''  "286"   +429''      3432  ~"' 

»Nach  der  Rechoung  von  Gaues  ist  _ 

r,  =0,0264460438286202  fl 

r,  =  0,1292344072003026  ■ 

r. =0,21*70774243]  13015  ■ 

^4=0,5  \ 

Ta=0,7029225756886985 
ifl  =0,S707655'.I27WI6<I72 
tj  =s0,9745S39öfil71379S 

■  ""^  .  .i  ■  ■  .  / 

£,^«^r=9k0^42tö30644|MS  -^ 
i^,5sX;^0,13986a695744«38i  ^  j 

£:,  =  jr,=0,]909t502S25255D5,      I         „ 
£« = 0,a0897969]i83Ö7347 
utxl  iveno  man  dann  -^  i   .  :- 

«,=ia+Ti(ft— o). 


^ 


Itt 


a4=a  +  T4{6  — a), 

lie  diesen  Werthen  von  4r  eflIsprechendeD  Werthe  von  y 
rch  Aiy  A%y  A^y  A^i  Ali  A^,  Af  bezeichnet ^  so  ist 


.■  '■ » , 


=  {b^)[Ky{A^  +Ar)  +^J&(A+4«)+K,(^»+^5)+ir4^4 } . 


e  noch  weitere  Aasführang  dieses  wichtigen  und  interes- 
(^egenstandes  liegt  jetzt  nicht  in  meiner  Absicht,  die,  wie 
on  im  Eingange  ennnert  habe,  -  zunächst  darauf  gerichtet 
iiselben  in  die  Praxis  einzuführen,  und  zum  Gebrauch  bei 
hen  Arbeiten  zu  empfehlen.  Jedoch  hoffe  ich  späterhin 
se  Betrachtungen  zuruclczukommen ,  und  dieselben,  dann, 
;  Ga US si'sche  Methode  betrifft,  zu  noch  grosserer  Allge- 
t  zu  erheben. 


tl8 


Heber  Mnnrnlarttaelen  an  Carreo  der 

Tierten  Ordnungr. 


Von  dem 

Herrn  Doctor  Beer 

XU  Bonn. 


1. 

Die  Gleichung  des  4ten  Grades  zwischen  zwei  Veränderlichen 
X  und  y  lässt  sich  im  Allgemeinen  auf  folgende  Form  bringen: 

wo  py  q,  r  und  i  lineare  ganze  Functionen  von  x  und  y  vorstellen, 
a,  b,  c  u.  s.  w.  aber  constante  Grossen  bedeuten. 

Denken  wir  uns  unter  a:  und  v  Punkt -Coordinaten^  so  gehurt 
obige  Gleichung  einer  Curve  4.  Ordnung  an^  deren  Asymptoten 
folgende  Gleichungen  haben: 

p=0,  y  =  0,  r=0,  s=zO. 

Die  2.4=8  Durchschnitte  dieser  Geraden  und  der  Curve  liegen 
auf  einem  Kegelschnitte,  dessen  Gleichung  erhalten  wird^  wenn 
man  die  in  der  ersten  Gleichung  zum  Vorschein  kommende  Func- 
tion des  2.  Grades  der  ^u\\  gleich  setzt.  Wir  wollen  diese 
Function  mit  (iR-i,  wo  fi  eine  constante  Grösse  bedeutet,  sowie 
auch  noch  das  Product  pqrs  mit  11  bezeichnen;  alsdann  schreibt 
sich  die  Gleichung  des  4.  Grades  wie  folgt: 

F=n+iiR^=zO. 

Wenn  wir  11  annehmen  und  ungeändert  lassen ,  während  wir 
fiir  fiR^  immer  andere  Functionen  des  2.^   1.  und  0.  Grades  eio- 


r 


M9 


;  so  erhalten  wh  die  (ilalchungen  aller  tnSglicheii  Cürven 
ler  i.  Ordnuos  mit  ileuselbeo  Asymptoten  p,  y,  r  und  «.  Wir 
lÜDtiea  nnter  diesen  Litiien  eine  dadurcli  Itestimtnen ,  dass  wii 
Je  6  linearen  Bedingungen  unlernerten,  denn  so  viele  C'anstanten 
fithält  die  Function  |v//g.  £s  ereelien  sich  aber  zwischen  den 
'oefhc-ienten  a,  b,  c  u.  a.  w.  6  Ulrichungen  vom  ersten  Grade, 
renn  auscedrückt  mrd,  dass  eine  der  erHahoten  Curven  durch 
inen  willkübrlich  angenommenen  Punkt  der  Ebene  mit  drei  ihrer 
!weige  gehe,  oder  mit  aofleren  Worten,  dass  jener  Punkt  ein 
reil'ueher  Punkt  der  Curve  werde.  Seine  Coordinaten-Werthe 
Sinlieh  müssen  folgenden  Gleichungen  genügen : 

I)  F=JH-nÄ,=0. 

„    dF     dn      dB     dn  ,  ^  ,     „ 

2J  ,ä^^rfF+''<^^7te+2'^+'^^+''=0- 


dy     dy^ 


iPF 


dy^ 


üM 


dxdy      dxdy     "^  dxdy      dxdy 


+c=0. 


IS    sich    immer   eine    Curve    des  4. 

iiillkiihrlich  angenommenes  Asym- 

i  willkührlich  angenommenen  Punkt 

:    dreilachen   Punkt  aufnimmt.     Sind  x',  y'  die  Coordinateii  des 

itzteren ,    so    ergiebt    sich    tüi    die  Gleichung    der    zugehörigen 

lurve  die  folgende : 


Wir   ersehen    hiera 
ürades  linden  lasse, 
toten-System  besitzt  i: 

■  _     j :äL^i It.. -1.4.    , 


ryi:? 


-«'+, 


dx'dy'^-' 


'^dx'dy' 

,  /d'n    ,,   d'n         dn\ 


^HVenn  der  Punkt  eiike  solche  Lage  hat ,  dass  liir  ihn  c' — iab 
^Khtviudet,  so  ist  der  Kegelschnitt  R^  der  eugehürisen  Curve 
Ine  Parabel,  ein  Fall,  der  für  alle  Punkte  der  Curve  4. Ordnung 
intritt,  deren  Gleichung  diese  ist: 


J 
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'  >  'Mr  die  Pmüctelvlnm  Theiles  der  Rünme, 
Ebene  von  der  Curve  V  setheilt  uird,  erlaii^^t  der  Ausdruck  )'  ti- 
nen  |insitiven  Werth',  daher  wird  der  Kegelschnitt  der  eiocm 
sidcheri  Punkte  enl^p  rech  enden  Ourve  /''  eine  Hyperhel,  H-ibreml 
allen  Pnnkten  der  übrij^n  Küume  solche  Cnrven  zutrefailr«n,  dama 
Durchschnitte  mit  den  AKynt[>toten  auf  Ellipsen  lief;eii. 

Piehmei)  »ir  die  AbstSnde  p  und  o  von  den  Graden  /)=0 
und  4=0  zu  UM  üb  händigen  Veränderlichen,  so  linden  wir  glall 
der  (nleicfauiig  F^O  eine  andere  von  der  Form 

(Ä'»)*— />Vfu=:0. 

R'^  ist  eine  Function  des  '2.,  und  t  und  u  eind  Functionen  dci 
Grades.  Diese  Gleichung  stellt  dieselbe  Curve  F  dar  und  li 
uns  aus  ihrer  Form  ersehen ,  dass  die  Asymptoten  p  und  q  j( 
~  "■     "  en.     Dfe  BerOhi 


Linie,  eine  jede  in  2  Punkten,    berühre 

liegen  auf  dem  Ke Igelschnitte  Ji'^^0.     Wiu«  von  p  und  ^  'gewfl  ] 


worden,  gilt  ebenfalls  für  r  und  ; 
teil  Doppel  tan  genteo  der  Curve    V. 
Es  sei  beiäpicistveise 


irungspiinkle'n 

r    .  nd  f  gesaj;!  1 

Hiernach    sind    die  Asj-mpto-  I 


-'iy—\,  i=y-2a:— 1, 


)  zwei  gesonderten  Ovalen, 
das  eine  die  Asymptoten  x  und  yin  bezüglicb  den  Punkten 

y=6Cl+Vf)   und  ,r=ii(l-V"f). 

das  andere  in  den  Punkten 

*.'.  y=.\ii~Sfl)  und  3r=g(I+V7) 

berührt.  ^  Die  Tangeatialp linkte  der  andern  Asymptoten  ttind  a 
ginär.     Für  das  Asymptoten -System 


!;*- 


'  '/=y. 


r  =  j:  — y—  l, 


=//  —  X —  Ij 


ergeben  sich  wiederum  ztvei  getrennte  Ovale,  die  auch  wie  «1 
dem  vnrbe/geheiiden  Falle  ganz  iiinerhdlli  der  beiden  von  dnl 
Asymptoten  p,  «,  r  und  p,  y,  »  gebildeten  Dreiecke  liegen,  »«■ 
denen  aber  jetzt  das  eine  ausser  p  und  i/  die  Gerade  r,  dasU'l 
dere  die  Gerade  i  m  einem  Punkte  berührt.  Die  übrigen  Uitrdh| 
schnitte  von  r  und  i  und  der  Curve  liegen  uoemllich  wei 
jenige  Linie  der  4.  Ordnung  also  mit  den  Asymptoten  p,  f,rl 
und  I.  welche  einen  Punkt  jener  Ovale  als  dreifachen  anlbtmilt'| 
hat  als  zugebürigen  Kegelschnitt  ffj,  als  Grund-Cnrve  wollen» 
sagen,  eine  Parabel;  den  in  der  Hühlung  der  Eier  geleeennj 
Punkten  entsprecheu  Ellipsen,  und  einem  jeden  aasserhajb  km 
findtichen  Punkte  gehört  eine  Hyperbel  zu. 


3» 

r  Punkten,  in  welchen  sich  eine  Carre  4.  Ordntmg 
uu  CHIC  ihrer  Asyni|)toten  «chneiden,  Iciiimen  huchstens  3  in 
üblicher  Entrernuni-  liegen,  so  dass  auch  liein  Punitt  des  Aaym- 
toten  -  Vierecks  dreifacher  Punkt  einer  eigentlichen  Cufve  4.  Ord- 
ang  werden  k;inii.  Cint  in  der  Thal,  sucht  man  die  Curve  auf, 
«lebe  einen  solchen  Punkt  als  dreirachc»  besitzt,  so  findet  man 
Jr  ihre  (inind-Curve  znsi  Uerade,  von  denen  die  eine  immer 
tit  der  Asymptote  zusamnienriillt,  auf  weliher  der  Punkt  liegt, 
n  doBs  ulsdann  die  L'urve  aux  ehen  dieser  Asymptote  and  einer 
"iirve  3.  Ordnung  besteht,  welche  den  Punkt  mit  BWei  ihrer  Aeate 
urchsetzl,  und  deren  Asymptoten  die  drei  übrigen  Seiten  des 
Lsymptoten-Vierecks  sind. "  Für  die  Tuiifrenlialpunkte  der  Asyni- 
lolen  und  der  Curve  F  n-erden  die  eben  erwähnten  Geraden  ein- 
nder  parallel;  ztvei  Paritlleleiiguhürcn  aber  zur  Uruppe  der  Parabeln 


Plücker  hat  in  meinem  System  der  analytischen  Geometrie 
ezeigt,  (tass  der  Ort  der  Rüekkchrpunkte  aller  Curven  dritten 
radeK  mit  denselben  Asymptoten  der  dem  luhalte  nath  crosste 
.egeUichnitt  ist,  der  dem  Asymptoten  -  Dreieck  eingeschrieben 
erden  kann.  Ein  Punkt  im  Innern  des  Kegelschnittes  kann  nur 
In  Einsiedler  »erden,  (vührend  sich  in  einem  ausserhalb  eele^e- 
en  Punkte,  wenn  er  Doppelpunkt  wird,  zwei  reelle  Zweige 
Bhneidcn.  Analoges  stellt  »icn  bei  Linien  der  4.  Ordnung  her- 
BS.  Es  liegen  nämlich  diejenigen  Punkte,  in  welchen,  wenn  sie 
reifacfae  Punkte  werden,  ein  Rfickkehrpunkt  der  Curve  auf  ei- 
en  reellen  Zweig  zu  liegen  kommt,  auf^einer  Curve  der  4.  Ord- 
ung,  welche  jede  Seite  des  Asymptoten-Vierecks  berührt  Auf 
br  liegen  uuseerdera  noch  3  Punkte,  in  denen  der  dritte  Zweig 
»r  entsprechenden  Curve  die   im  Rückkehrpunkte  zusammenflie. 

Fuden  Züge  tangirt.     Und  ISsst  man  einen  in  der '*■ "" 

len  der  Curve  geleiirnen  Punkt  einen  dreifachen  v 
1  ihm  ein  isolirter  Punkt  anf  einen  reellen  Zweig. 
It,  die  sich  dem  blossen  Anblick  verbirgt     Jedei 
«tiveo   Räume  endlich    kann    nur    ein    solcher  drc 
~erden ,    in    dem    sich    drei   reelle  Aesle   sehnt 
lese  Behauptungen  jetzt  erweisen. 

Die  Richtungen  der  drei  Tangenten  eines  dreifurhen  Punkfes, 
■)bKngig  von  den  Werthen  des  Diflerential-Qnotienlen  -t-  =  A, 
«atimmen  sich  bekanndicli  aus  folgender  cubischen  Gleichung: 


sitiven  Räu- 

erden,    so  mUt 

eine  Singularl- 

r  Punkt  der  ne- 

eifacher  Punkt 

Wir   wollen 


*  ofür  wir  zur   Ahkifrzung  setzen  wollen: 

1)  fl.Ä'  +  36,/:«t3c.i!:  +  rf=0. 

Es  fallen  nun  z»ei  Tangenten  des  sJngulären  Punktes  su- 
^nimen,  oder,  was  dasselbe  heisst,  in  dem  singutären  Punkte 
•«gt  eine  Spitze  der  I.  .\rt  auf  einem  reellen  Ziveige, 


r  4ileitibung  I)  «Inander  gleivh  »«fdeo. 
wird  die  erste  tlerivirte  der  Gleichung  I),  d,  i.; 

durch  jenen  Wurzel  wert  h  liefnedi^l.  Et«  Irilt  somit  der  erwSbi 
Fall  ein,  wenn  die  durch  BÜmination  von  k  zwischen  den  (■!< 
chuAcen  1)  itnd  2),  oder,  wan  auf  dassellio  hinaus  kommt,  wi 
die  durch  Annullirung  de»  liadicanden  der  Quadratwursel  ta 
vardanischen  Formel  erhallene  Gleichim;,'  hestekt.  Ks-  ist  di 
die  folgende ; 

»r=(6c  -  "d)*-A(<-^-HW-ac)T=0. 

Wenn  IF  einen  negativen  Werth  hat,  so  sind  Kfinimtliche  W( 
zeln  der  cuhischen  Gicichnni{  reell  und  ungleich ,  und  lelii 
besitzt  eine  reelle  und  znei  imaginäre  ^Vtirzeln,  b<>  oTt  der  k 
druck  W  positiv  ist.  Das  erstere  und  letetere  findet  aber 
die  einen  und  andern  RSunie  Statt,  in  welche  di»  Ebene  t 
der  Linie  1^=0  gethcilt  wird.  Wir  nennen  daher  die  erstei 
positive,  die  übrigen  negative  Käume.  ünmittelfiar  leuchtet  lii 
ans  die  Richtigkeit  eines  Theiles  der  oben  ^emacfiten  Dehv 
hingen  ein. 


.  B.  p  und  9,  zu 


d^n  ^^^  i  rf» 


.    dr    dt 

~  dp^        ''  dp    dp  ' 


^dq^'  d,,^''difd^\  ^'"''idp    dq^dqäji] 

^^^77_         I    d*        *fr  'l^f^Ko     \iljL    ds    ^dr    ds 

'^—dp^dq-~^rdp^'dp'*^Pdpdp\^^'l   hlpdy  +  dq-dp 

Fflr  einen  Punkt  der  Asvinptote  p  verschivindet   hiernach   _, 

es  tritt  demzuTolge  in  der  Gleichung  ll':=0  6'  als  Factor  ae(; 
der  andere  Factor  ist-tc*  —  46rf.  Sonach  berührt  die  Asyniptoti 
p   die   Curve    W  in   dem   Durchschnitte  jener    und    der   Gera<l«n 

^"ä j~=0;  ausserdem    schneidet  sie  dieselbe    in    zivei    Punkll 
die  auf  dem  Kegeln chnitte  Zc^-^40d:=0  gelegen  sind.     Eni 
chendes  gilt  lur  die  übrigen  Asymptoten.    Die  Bedingungen 
3c" — 46rf=0  reducireii  die  Gleiebuni;  1)  auf  eine  quadratiBcbe 
zwei    gleichen  Wurzeln,    und   die    Bedingungen    n^O,    6=0  mI 
eine    Gleichung    vom    ersten   Grade.      Wird' aber    ein    Punkt  d« 
Asymptoten  -  V  ierecks  ein  dreifacher,  so  zerßillt,  wie  wir  ges^n 
haben,    die    zugehörige    Linie  der  4.  Ordnung  in   eine   mit  «' 
Seite  des  Vierecks  zusammenfallende  Gerade  und   eine  Liaie 
3.  Grades,  die  in  jenem  Punkte  eiuen  Doppelpunkt   hat.     Folgli 
entsprechen    den    Beriihrungs-Punkten    der  Asymptoten    unii 
Curve   IV  die  Asymptoten  selbst  mit  Linien  3.   Ordnung,    die  i 
ritteni  der  durch  jene  Punkte  gehenden  beiden  Zweige  di 
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I  berflfarön.  IVn  acht  Gbrigen  Durch  schnitten  des  Asympto- 
0- Vierecks  und  der  ('urve  f  aiitsprechen  aller  die  Agymptoten 
ilbst  mit  Linien  der  3.  Ordnuno;,  die  in  jenen  Durchschnitten 
flitzen  der  1.  Art  zeigen. 

Die  Milbe  Seile  der  GIcichuDg  1}  geht  in  einen  vollständigen 
iliiis  Aber,  st,  oß  luuii  hat: 

1)  ic-fl</  =  0,    1)  c»-A.i!=^.    3)(.>-flc=0. 

Von  die^ien  (ilerchungen  knnn  irgend  eine  aus  den  beiden 
idern  allgeleitet  nerden.  Sie  stellen  drei  Kegelschnitte  dar,  die 
>h  in  denselben  drei  Punkten  schneiden;  alle  Punkte  nämlich, 
iren  Coordinalen-Werlhe  den  beiden  letzten  Gleichungen  Ge- 
tee  thiin,  liegen  ,iuch  aur  dem  Kegelschnitte  1),  mit  Ausnahme 
nnch  des  Durch  Schnittes  der  beiden  Geraden  b  =0  und  c^O. 
af  der  Cnrve  W  gibt  es  mithin  im  Allgemeinen  drei  Punkte,  In 
pichen,  nenn  sie  dreifache  Punkte  werden,  die  Tangenten  dreier 
piler  Aeste  in  eine  einzige  zusammenfallen.  F(ir  eben  diese 
inbte  verschwinden,  wie  leicht  einzusehen,  gleichzeitig  die  Dif- 

äW  dW 

reritialquntienten  -^—  und  -r— i    es    sind    folglich   Dnppetpunkte 

^r  Cnrve    IV,  die    also  auch  ausser    jenen    keine  Singularitäten 
igt. 

Zwischen  der  §.  1.    aufgefährten   (lurre   V  und   der  Curve  W' 
iilet  die  Ueaiebung  statt,  dass,   wenn   erstere  Doppelpunkte  bflSt   j 
l/l,   diese  auf  die  Linie   TP  lallen.     Die   Coordinatenwerthe  d^   { 
ngulären  Punkte  von  K  nämlich  befriedigen  folgende  Gteichungenf 


flV 


d^n    tpn     iPn   iPn     d^n  d'n 


dx        '  dxdy'Uj:'^.dy       dx*' dy^dx       dy*  '    d.v^~ 


=0. 


rfT^^,  jPJl    d^n     d^n    d^n     rpn  d^n 

dy  ~~ "'  dxdy    ily^dx       dy*    dx*.di)      dx^     dy' 

d^n    d^n        rfäji 

dx^'     df    """    AtöS 


ie  Elimination  der  drei  Ausdrflckc    ^^,       ^^.,     „„ 

■heti  diesen  beiden  Gleichungen  und  der  Gleichung  F=01ierer(( 


<  dx'^dy  '  dy'^da: 


,i^n     d^n    d^n  , ,  d^n 


dUI    d'JT,' 

d^n   d^n  j 


'?./aVi/       dx^'dy'^dxi  idy*dx       dy'    dx^dy 


du'     dx^dii '  ' 


^ncm  zwei     Tangenten 


en  singulSrcn  Punkt  der  Curve  F,  falU 
?t,  dreifachen  Punkt  einer  Curve  vierter 
Asymptoten -System  J7ist,  so  fallen  in 
d     die    Grund- Curve   -Kwi 


Aus  der  Alitlieiluni;  aller  Curven    w.  Ordnung,    deren 
iilnten  lusamnienfallen ,  heben  aich  als  uiiterceordncte  Gru|ipeD  ilie-    ' 
jeiiigea  heraus,   ivelclieii    dieselbe    Grund-Cutve    zulconmit,    uder, 
ivaa    dasaellie   besagt,    die,   ivelche   akh   auf  den  As yiiip toten  in 
denselben   »(n— 2)    Pitnkteti    schneiden.      Sie    haben    ausser   den 
eben    ernähnten    und    den    unendlich    »eit  liegenden    Tungenttal- 
Punkten    der    Asymptoten     keinen    l'unkl    gemein.      Da    iii    ihrer 
Gleichung,    welche  von  der  Form  lU  +  f*  liii-%^=0,  i"t,  die  Ftrtc 
tion   Tln  (ein    Product    von   n   ganzen    linearen    Func:ti<>i)en )    und 
Kn— I    (euie   Function   des  (ii — i).  Grades)  bestimmt  sind,  so  ent- 
halt sie  nur  noch    eine  HÜlkührliche  Tonstante,  den    Cneflicienlu 
H,  woraus  denn  lulgt,    dass   eine   von   ihnen   vollstiiiKli»   lietitiiDiil    i 
wird,  wen»  man  sie  durch   einen  willkührüch  in  der  ElieDe  an^.j 
Qonimenen  Punkt  gehen   iHsst.     Im  Allgemeinen  wird    es   uan  e~^ 
gewisse  Anzahl  Putikle  flehen,  welche  für  die  durch  sie  geh 
Curven  Dop^ielpunkte  werden;  wir  wollen  ihnen  der  Kürze  i 
den   Namen    Cardinal- Punkte    beilegen,    und    wirklich     läsi 
Betrachtung  des    stufenweisen  Ueberganges    cioer  Ourve    it 
wähnten   Gru|>|ien     in    die    übrigen    einen  Veigleiih  jener    Pmiktc  I 
mit  Angel-Punkten  zu.     So  können  sich,  nm   dies    »ii  einem  B»  1' 
spiele  zu  zeigen,    zwei  Aeste    einer    Ciirve,     nachdem    sie  aJch.  [ 
während   n    von    0   aussehend    wttchst    oder    abnimmt,    von    dt» 
Asymptoten -Polygon  abgeliist    und  immer    mehr    entfernt    haben, 
in   einem   CardinaTpunkte   vireinigen.      Von    diesem   treten  hieriuf  I 
wiederum  zwei  Aeste  uus  einander,    von  denen  der  eine,  wJihmJ 
(i  in'a  Unbegrenzt«  zunimmt  oder  kleiner  wird,  immer  weiter  farf- 
rückt,  der  andere  aber   sich  der  Grand-Curve  immer  mehr  nähert. 
Bei    diesem    Heber-  oder  Durchgange   verlieren,  wie  PIScbe 
seinem  Syst.  d.  analyt.  Geoin.  ao  Curven  dritter  Ordnung  im  ßc 
sonderen  und  in  der  Theorie  der  al^ebr.  C.  allgemein    naehgeitie' 
sen    bat,    die    Lijiien,    wenn  der  Punkt  ein    Üoptielpimki  isl,  6, 
und    in     einem    (^fachen    überhaupt    3n(g — I)    Weiidnngsaunkl^ 
Im  Besonderen  verschlingt  ein  eigentlicher  Doppelpunkt  Tmit  zwä 
reellen  Tangenten)  vier  imaginäre  und  zwei  reelle,    ein  binsiedler 
sechs  imaginäre,  und  eine  Spitze  der   ersten  Art  sechs  Unagutitt 
und  zwei  reelle  Inflexions-Punklc. 


Die  Coordinalen-Werthe  dei 
Ordnung  müssen  gleichzeitig  dit 
friedigen: 


Cardi 
folgei 


lal-Punkte    einer   Ctirreit 
iden   drei  Gleichungen  IM' 


rfF_ 
4g  ~ 


die  von  einer  zu 
CoefHicienten  fi. 


,11)  7V 


aus  der  ersten  und  einer  der  beiden  andtnl 
andern  Curve  derselben  Gruppe  sich  fiödernd»! 
1  kommt: 
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M«rdeni  ergibt  sich  noch: 


3)  Vi 


~  d.v'  dy       dy     dx" 


Dieser  Gleichnn^eD  haben  wir  uns  zum  AuTsuchea  der  eenuniiteD 
Punkte  zu  bedienen.  Die  beiden  ersten  sind  vom  (2n — 3).  Grade, 
die  letste  vom  2(n-2}.  Eine  von  jenen  und  diese  liefern  Tolgtich 
%n~'i)(1n—i)  Punkte.  Von  diesen  ist  jedoch  «ine  eewi^se  An- 
Eabl  ala  den  gestellten  Bedingungen  nicht  entsprechend  auszu- 
«cblieasen.  ^nden  wir  z.  B.  die  Gleichungen  1)  und  3)  an,  so 
liefern    solche    erstlich    die  Punkte,    für    ivelche    gleichzeitig    17, 

-^ — ond  -f—  verschwinden,  und  die  Coordinaten - Werthe  dieser 
Punkte  genügen  auch  der  zweiten  Gleichung.    Für  den  Werth  von 

keine    andern   als    die  3 

gibt    die    Gleichung 


f(,    der  diesen   Punkten,    welche 
Durchs chnitte    der  Asvniptoten ,    entspricht, 
F^O  die  Null,    da    im   Allgemeinen    keinei 
Grund-Curve   liegt.      Es    wird    sonach   i^= 
F  geht  in    das  Asymptoten-Poly] 


dR 


__  ihnen  auf  der 
d.  h.  die  Curve 
r  erhalten  ferner 


:0    wird,     dere 


diejenigen  Punkte,   für  welche  t—  =-=—  = 

dinateo-Werthe  aber  im  Allgemeinen  die  zweite  Gleichung  nicht 
befriedigen;  ihre  Anzahl  beträgt  (n— ])(n— 3).  Alle  übrigen  von 
II  und  3)  gelieferlen  Coordinateii  •  Paare  thiin  auch  der  Gleichung 
2)     Genüge.      Hiernach     besitzen     die     Linien     der    ».    Ordnung 

ä<n-ü)  (2„-3)-"i^-(-l)(.-3)g'"-^^""'""'  . 


'-  CaTdiual- 


Pntikte.  Die  Kegelschnitte  haben  nlsokeinenCardinal-Punkt,  beiden 
CuTven  dritter  Ordnung  beträgt  ihre  Anzahl  drei  (es  sind  die  von 
Plücker  wegen  einer  ihrer  Eigenscharten  sogenannten  Mittelpunkte), 
die  Linien  des  4.  Grades  weisen  II  auf  u.  s.  w. 

Bei  der  oben  allgemeinen  Betrachtung  haben  wir  zwei  heison- 
dere  Fälle  ausgeschlossen,  die  wir  wenigstens  fiir  Curven  vierter 
Ordnung  näher  noch  erörtern  wollen.  Wenn  nämlich  erstens  die 
Grund-Curve    durch    eine  Ecke  des   Asymptoten  ■  Vierecks  geht, 

E.  B.  durch  den  Durchschnitt  von  p  und  9,  so  lindel  man  t^^=n< 
so  dass  zu  untersuchen  erübrigt,  ob  nicht  alsdann  doch  jener 
Punkt  ein  Cardinal- Punkt  sei.  Setzen  wir  aber  ^=P»  M^ft  so 
bestimmt  sich  die  Tangente  der  einem  besondern  Wertne  von  fi 
entsprechenden  Curve  in  jenem  Punkte  durch  die  Gleichung: 


ri/T. 


dp- 


-+^. 


HR 


~,in , 


5=-' 


;+!'  ; 


~dM 


nun  f*  — 0  gesetzt,   8o   wird   ^— 
I  in   das  System  der  Asymptote  - 


dR 


bestimmt;  es  geht  die 
fiber.     Ftlr  jeden  andern 
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bestimmten  Werth  i 


I  n  aber    erlangt   auch 
dp  ""_    ä)/  ' 


dp 
ten  Werlh,  so  liiiige  nicht  '^  und  ^  gleichzeitig 
Wenn  also  letzteres  nicht  stattlindet,  «o  kann  der  fraslicbe  l*uolil 
kein  Doppelpunkt  «erden;  siimmtliche  Ourven  beröpren  In  ibiu 
den  Kegetachnitt  ff.  Wenn  alier-,--  und  --j—  gleichzeitig  im- 
ech«-inden,  so  «Ird  wirklich  der  Pmikt  ein  Uoppelpunkt  und  »wiir 
(Hr  jede  Öurve  dt-r  Grupp«;  in  Folge  dessen  wird  jodoth  die  An- 
Kahl  der  Cardiiml  Punkte  nicht  grösser,  sie  vermindert  sich  «iJ- 
mehr.  Dieser  Fall  ist  demjenigen  untergeordnet,  welchen  Hlfc 
den  zweiten,  in    der  allgemeinen  Bvtruchtung  abgesoiKlert  bttiea, 

wo  nSraÜL-h  för  einen  Punkt  -r—  und  -t—  verschwinden     und  Ml 

Coordtnaten -Wertbe  jenes  der  (ileichung  ä)  genügen.  D«e  Vcfr 
schwinden  der  beiden  Differentialquolienlen  ist  immer  dann  eiw 
Folge  dar  Wahl  der  Coordinalcn  und  kann  somit  durch  die  Aft- 
nshme  von  andern  verhindert  werden,  wenn  nicht  der  fraclicbe 
Punkt  der  in  eine  Ecke  dea  Asymptoten- Vierecks  fallende  Dor* 
schnitt  zweier  Geraden  ist,  in  die  der  Keeelsehnitt  K  ausgeartet 
ist.  VVir  sind  so  zur  Uetrachtimg  der  MmliGcatlonen  sefabrl,  (Hc 
im  Obigen  vor  sich  gehen,  wenn  unistatt  einer  eit^enlfichen  Cum 
da  zweiten  Ordnung  zwei  Gerade  ala  Grund  -  Curve  auftreten.  Wk 
wollen  diese  selbst  ku  Coordiriaten - Axeu  nehmen;  se  «rbaltCR 
wir  an  die  Stelle  der  Gleichungen  I),  2)  und  3)  die  folgend«!    ' 
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Aus  ihnen  ergeben  sich  wieder  11  Cardinulpunkte,  unter  ihnen  ^ 
Durchschnitt  der  beiden  Geraden.  Der  dem  letzteren  entsprei-heMi 
Werlh  von  y,  ist  unendlich,  so  dass  es  keine  der  Gurren  gibt, 
die  ihn  als  nirkUchen  Doppelpunkt  aufnimmt-,  es  nähern  «ich  HM' 
aber  Shntich  wie  einem  Cardinalpunkte  die  immer  grosseren  Wer 
then  von  fi  entsprechenden  Ciirven. 

Fällt  der  Durchschnitt  der  beiden  Geraden  auf  eine  AsV» 
ptote,  SD  erhalt  n  einen  Factor  von  der  Form  y  |-m.x,  uns  h 
Fol^  dessen  erhalten  wir  jenen  Punkt  unter  den  OnrdinalpattMt^ 
zweimal,  sn  dass  deren  nur  tO  verschiedene  vorhanden  s]nd.  Dfr 
Durchschnitt  der  Geraden  wird  auch  hier  fflr  kein  endliches  u  du 
Doppelpunkt.  Die  Asymptote,  auf  welche  er  Hillt,  wird  Vn  Ad 
von  eämmtlichen  Curven    berührt. 

Wenn  endlich  beide  Gerade  durch  eine  Ecke  des  Asv-mpl»- 
ten -Vierecke  gehen,  so  wird  diese,  welches  auch  der  Werth  tw 
(t  sein  mag,  ein  Doppelpunkt.  Dadurch,  dass  alsdann  /7  den  Fu- 
tor  (v  +  jnx)(^  •{■  m'f)  erhält,  zieht  sich  die  Anzahl  der  ultriit«' 
müglTchen  Doppelpunkte  anf  vier  zurück. 

Es  kann  auch  eine  der  beiden  Geraden  unendlich  Weit  WM- 
tfick«B,  in  welchem  Falle  der  Grad  der  Functian  ff  rom  zw«» 


r 

[Br'deii  erst 


nr 


n  ersten  sich  feducirl.     Man  erhSIt  tlaoi 
Sleicbimgeii  die  rofgeialen  : 


sUlt  der  rriiherßn 


I 


»•)  i-ZF— "=».     2")i-S-«' 
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'j  bedeutet  hier  die  lineare  Kunetion,  welche  an  die  Stelle  von 
t^  tritt,  und  c  und  (.-'  sind  die  in  ihr  vorkom inenden  CoefGcienten 
\Rt  Veränderlichen  x  und  y.  Da  die  beiden  ersten  Gleichungen 
om  vierten,  die  dritte  vom  dritten  Grade  sind ,  so  resultlren  nur  6 
ordinal -PuriLte.  Ihre  An^^ahl  föllt  aul'  die  Hälfte,  auf  3,  zurilclc, 
r«BXi  auch  die  Rerade  L  in's  Unendliche  rflckt,  A.  L,  wenn  die 
i'unctinn  L  durch  eine  Constante  ersetzt  wird.  Jene  Punkte  be- 
tinimen  sich  alsdann  durch  diese  beiden  Gleichungen; 


.  tlJI 


dtl 


Wie  wir  gesehen  haben,  liegen  die  Cardinul-Punkte  auf  den 
urch  die  Gleichungen  1),  2)  und  3)  dargeslellten  Curven  7",,  T« 
nd  V.  Letztere,  die  von  der  vierten  Ordnung  ist,  geht  ifnrch 
ie  Ecken- des  Asynintoten-Vieredke  und  den  Mittelpunkt  des 
legdscfanittes  R.  Falls  dieser  eine  Asyntjitote  berührt,  geht  V 
■ch  durch  den  Tangen tialiiunkt,  und  dieser  wird  ein  Angelpui»kt. 
He  Curre  U  bleibt  dieselbe,  welches  auch  die  Dimensionen  de# 
irund-Curve  sein  mögen,  wnfern  nur  ihre  Axen  dieselbe  LbjM  I 
nd  dasselbe  Längen  Verhältnis  9  beibehalten.  Lässt  man  den  Kv  | 
elschnitt  R,  wenn  er  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  ist,  sich 
nconcentrischen,  ähnlichen  und  Sbnlich  liegenden  Linien  ausdeh- 
en  oder  bezüglich  sich  bis  zu  einem  Punkte  zusammenziehen 
der  in  zfvei  Gerade  übergehen,  oder  verschiebt  man,  fiitls  R 
lue  Parabel  ist,  diese  in  der  Richtung  ilirer  Axe,  so  nicken  die 
Sprechenden  kardinal -Punkte  auf  der  Curve  U  fort.  Ein 
»der  Punkt  der  letzteren  kann  ein  Angelpunkt  werden;  ninmt  »an 

0  bestimmt  eine  der  Gleichungen  1)  und  2) 
lugehürigen  Kegelschnitts.  Wir  werden  sehen, 
len  Doppelpunkt   der  Curve    V,  wenn   anders 

1  ist,  zu  einem  Card  Ina) -Punkte  deslgnirt,  die- 
r  Punkt  werden  kann. 

Unter  besondern  Umständen  können  mehre  Cardinal  ■  Punkte 
usammenfallen.  Diese  CoTncideme  wird  dadurch  begründet,  das« 
tvei  der  Linien  7*.,  73  und  ü  sich  berühren  und  die  dritte  in 
em  Berührungs  -  Punkte  entweder  jene  ebenfalls  taneirt  oder 
Inen  Do|)pel|iunkt  hat.    Wir  »ollen  die  Wcrthe,  eventueti  die  so- 


'  snichei 
te  Ausdehnung  des 


enannten  wahren  Werthe, 


>-elche 


dx 


I  Cardinal  ■  Pnnkte 


Ir  jene  drei  Linien  und  die  durch  ihren  Durcbscbnilt  gehend« 
urve  f  annimmt,  bezüglich  mit  &i  ,  k-^  nnd  k  bezeichnen.  Wie 
aden  alsdann ; 


ttx    dxdy     (li/     */,-r'_ 

=  if  inpF  ttii  i/^F  - 

ilx  '  tly*      dy     dxdy 


d^F  ' 
dy^ 

dR_dR 
dx      dy ' 

dx       dy ' 


Wenn  nun  erstlich  die  beiden  Linien  7',  und  7«  sich  Iterühmi, 
Bo  wird  ki  =  ki,  also  auch  £,=i2=Aj,  d.  h.  es  berühren  sieh 
dann  alle  drei  Linien  7',,  T.^  und  V  in  dem  fraglichen  Punkte,, 
und  CS  ^enägen  die  Coordinaten  -  Wetthe  des  letsterit  der  folgen- 
den Gleichung: 


~\dxdyj       dx^ 


~=0. 


Diese  besagt,   dass   die   durch    den  An^el|iunkt  gelegte   Corre  F 
in  diesem  einen  Rückkehrpunkt  erlangt. 

Wenn  zweitens  eine  der  Linien  T,  z.  B.   7*,,    in  einem  Cudjb 
nai- Punkte  einen  Doppelpunkt  erhält,   so  nird  /-,  =  j^ ,     und 
=  0  nird,    die  Linien    T^  und    ü. 


berühren  siel 
besteht  dann 
eine  Spitze. 
Gleichung: 


ieder'die  4 
ie  Tangente 


GIci 


"dxdy''^  tix-^-^- 

len  celundene  Werth  von  A,  befriediel,  an  die  J 
k  Hubstituirt,  itiese  (Gleichung,  noraua  n*ir  erhellen,  dase 
Curven    ü  und  F  in  den  Spitzen  der  letzteren  berühren. 

Für  einen  dreifachen  Punkt  von  F  h  crd»-n  /,  /-^  und  i,  i 
bestimmt,  so  dass  die  drei  Linien  7\ ,  1\  und  V  einen  soluli 
mit  je  zwei  Aesten  durchsetzen,  er  nimmt  also  vier  Cardinalpunl 
auf.  Die  Richtungen  der  Tangenten  von  T^  und  V  finden  si 
mit  Hülfe  folgender  Gleichungen: 


')S-- 


rf^?'. 


Wenn  nun  die  Tangenten  von  JT,  und  V  in  ihrem  geineiiucfial 
lieben  Doppelpunkte  zusammenfallen,  so  besteht  die  durch  Elh 
natoin  der  k  aus  I)  und  2)  resultirende  Gleicbun;;.     Dti^s«  ist: 


'  djcdy  *lß^       düc*  'dxdy\   \  dy^  '  dxdy     dxdy'  rfv*'  ~"   ' 
Für  die  hier  vorkommendeo  AusdriTcke  findet  man : 

dPJJ^^dm  dB      d^n     dRd^U^d^ndR      d^n    dR 

dy*  dy^    da:  '  djcdy'*'  dy  'da^       dx^'dy       dx^dy'  3S' 

d^ü  _  dm     dR^  dyi     dR 
dxdy     do^dy  '  "Sy      dy'^dx  '  dx  ' 

d^Ti^    dm     d^Ti  ^    dm     d^Ti^dm 
dx^       dxdy^  *  ilxdy       tlydx* '   dy^       dx^ ' 

Durch  Substitution  dieser  Wertbe  in  die  gefundene  Gleichung 
geht  diese  Ober  in: 

c  d»/r     dm     dm  dm^* 

^dydx^ ' dxdy^      dx^  '  dy^  ^ 

s(  dm  y     dm    dm.  ./  dm  y     dm    rfw. 

^V3S^/  ~dx^  •  dy^  ^  <\d^3^J  "dxdy^  '  dx^^  "~"- 

Sie  drückt,  wie  wir  §•  2.  gesehen  haben ,  aus,  dass  zwei  Tangen- 
tea  der  Carve  F  zusammenfallen.  Fällt  also  ein  Ruckkehr- 
pDokt  auf  einen  andern  Zweig  der  Curve»  so  liegen  in  dem  ae 
entstandenen  dreifachen  Punkte  sechs  Cardinal -Punkte« 

Besteht  endlich  der  dreifache  Punkt  aus  einer  »Spitze  und 
einem  dritten  Aste,  der  jene  berührt,  fallen  also  sämmtliche 
Tangenten  in  eine  zusammen,  so  wird: 

/ipg  V     dm   f^JT  /  dm  y     d^n  dm 

dm     dm     dm   dm 

-    dxdy^  '  dydx^      dx^  '  dy^  "^ 

Eine  Folse  hiervon  ist,  dass  die  singniSren  Punkte  der  Corveüi 
7\,  7*9  und  V  Rückkehrpunkte  werden.    Es  kommt  nämlich: 

\dxdy)  "dx^dy^  —  ^  \dxUy)       dx^  '  dx^  ^  \dy  ) 

s(  dm  y    dw  jm_./dR\* 

+  ^  \dy*dxj  "^  rfy»  -'  i/a:«i/v  S  V^da^  ^ 

_  ^    dW       dm        dm   dm  dR  dR 
~"  ?  c^yda:*  *  rfarrf^v*      da:'  '  dy^\  dx'  dy  ' 


dy^       \d-x*dy }       dxdy* 


Diese  AusdrScLe  verKcbwinden  also  fiir  den  fraglicbeii  Punkt 
d.  h.  er  ist  ein  Kuchkehrgiiinkt  der  Curveii  T  und  V.  Was  dio 
Tangenten  iii  demselben  lietnfft,  so  liat  man: 


ds> 


/tpn  (^_  d^n  dR\  dm 
-  V*^'  f^y  dydT^'ilx  Jdxd^ 
-/d^ndH~   dm    dK\d>ii    ' 

\dt/'  tfx       dxdy^ '  dg  Jdi/dx* 


Wegen  der  fiir  den  Pntikt  bestehenden  Gleichungen  a)  ist  h\a- 
nach  lii^/e.,  =  k,.  Die  Tangenten  der  beiden  Spitzen  nud  det 
(Ireirachen  Punktes  lallen  mithin  in  eine  einzige  zu^ammefl. 


Legen  ^ 


■  den  Ausdrucken  f^.~^^=a,  t^;i^=^  *">d  ft^ 

=<;  bestimmte  Wcrthe  bei,  sn  begrenicen  wir  dadurch  unter  Äs 
Linien  vierter  Ordnung  mit  demselben  Asymptoten-Systera  ] 
eine  Gruppe  von  solchen,  deren  (iiund-CurTen  Ahnliche  und  Sbi^ 
Itcb  liegende  Kegelscbnilte  sind,  und  welche  sich,  nie  letstM) 
auch,  in  Punkten  schneiden,  die  auf  geraden  Linien  liegen.  Wft 
erhallen  eine  stetige  Keihe  von  Curven,  die  einer  der  «rwKhnt« 
Onipuen  angehört,  wenn  wir  dem  CoefücieDten  ft  einen  l>e«tinMiit6S 
Werlh  beilegen  und  die  Grund- Curve  so  verschiebcD  ,  dass  sich 
die  Richtung  ihrer  Axen  nicht  ändert.  Und  die  Gruppe  lässtsieb 
dadurch  in  lauter  solche  Reihen  zerlegen,  dass  man  (i  iiamtl' 
andere  Werthe  gibt.  Sämmtliche  Rfickkehr- Punkte  «un  der  Cnfr 
Ten  einer  der  angegebenen  Gruppen  liegen  auf.der  Linie  S=(Il 
ihre  eigentlichen  Doppelpunkte  (Durchschnitte  reeller  Zweite) 
liegen  in  den  positiven  Räumen,  ihre  isolirten  Punkte  in  de  — 
gativen  Räumen  derselben  Onrvc.  Die  Linie  iS  ist  von  der  vie^ 
ten  Ordnung;  ihre  Asymptoten  fallen  mit  denen  der  in  §.  1.  anP 
geführten  Linie  F  zusammen.  Umgekehrt  kann  auch  jeder  Punkt 
der  Linie  <$  Riickkehriiunkt  einer  Cuiv  werden,  die  achon,  wir 
angegeben  wurde,  Iheilweise  besfimnit  ist:  die  Lage  ihrer  Gniod- 
Curve  ergibt  sich  aus  den  beiden  Gleichungen 


dn  , 
Ji  +  f*' 


dR 


du 


ind  ihre  Ausdebnong  fi 


s  der  Gleichung 
JT+f*ft=0. 


Wl 


4.    .   •     ' 

l>|e  Ap^M  <ter  Doppelpunkte  einer  Cnrve  vierter  Ordnung 
kann  h\s  aaf  c|rei  steigen«  WeUt  eine  Linie,  deren  Gleichung 
Vom  vierten  Grade  ist,  vier  singulare  Punkte  auf,  so  beisteht  sfe 
äOQ  dem  Complexe  zweier  Kegelschnitte.  Es  seien  o^,  y  lind 
x^,  jf  die  Cpordinaten  zweier  Doppelpunkte  einer  Linie   vierter 

Ordnmg*    Bezeichnen  wir  das,  was  aus  J7,^^n.a.w.  wird,  wenn 

•Jifr 

mau  In  diese  Ausdrücke  arraj^,  .9=*^  sets^t,  mit  IT',  ^j^t  u.  s.  #•»  ch> 
1)  il'+f*üf'==:0,  V)  Tl^+ftR^j^jQ; 

3)  ^+26y'+^^  +  <?=^0,    3')  ^+2^+e^  +  #=0. 

Da  d^t^  At^zahl  dieser  Gleichungen  der  Anzahl  der  in  f»A  vorkom- 
inienden  Constapten  gleichkommt',  so  könnte  man  giaqben,  es  sei 


Und  an  die  Stelle  der  öbrigen  können  wir  folgende  aus  ihnen  ab- 
geleitete hinsetzen: 

5)  2«(a;'-x')  +  c(y'-jr)+^-^=0, 

6)  26  (y'-y)  +  c{x'-in + ^  -  ^ =0 . 

7)  d(a:'-.r")  +  c\x'f-x«y<)\^ •  a^-  ^.^"=0, 

8)  e (y'-V)  +  c (afy'-a^y")  +  ^ •  **- ^Z  =»• 

Wenn  nun  die  hieraus  sich  ergebenden  Werthe  von  aix'—x"), 
b(ii'—g"),  dix'-'x'')  und  e(y'~y*)  in  die  Gleichung  4)  substituirt 
werden,  so  kommt:  . 
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ÄSJT'-lP'— 2^^ 


{dP+d^)-'-Y\l9^+d^)-^ 


Also  nur  wenn  man  die  zwei  Punkte  so  wählt»  dass  die  Wertke 
ihrer  Coordinaten  die  letzte  Gleichung  befriedigen,  ^ibt  eeCmrea 
vierter  Ordnung,  die  in  beiden  zugleich  Sinffularitäten  xeigea. 
Ihre  Anzahl  ist  unbegrenzt,  da  man  (und  dies  ist  eine  Folge  der 
den  Gleichungen  5)  —  7)  zukommenden  Form)  Aber  eine  Cm- 
stante  von  fiR  beliebig  verfHgen  kann.  Nehmen  wir  ^nen  Punkt, 
z.  B.  den,  dessen  Coordinaten  a'  und  y  sind,  von  vornhercn 
vrillkührlich  an,  so  leuchtet  ein,  dass  jeder  Punkt  der  Curve,  die 
durch  die  Gleichung  RzsO  dargestellt  wird,  wenn  wir  uns  io  die- 
ser x"  und  y  als  laufende  Coordinaten  denken,  mit  dem  erstei 
zugleich  Doppelpunkt  ein  und  derselben  Curve  vierter  Ordmng 
werden  kann.  Es  ist  auch  gestattet  einen  der  Punkte  xam  Rück- 
kehrpunkte  zu  designiren.  Soll  z.  B.  in  (x' ,  yO  d>o  Curve  eise 
Spitze  erhalten ,  so  muss  sein : 

In  Folge  der  Gleichungen  5)  und  6)  ist  der  Ausdruck  c*— 4fi 
in  Bezug  auf  c  vom  ersten  Grade,  so  dass  also  die  eben  vorge> 
führte  Gleichung  einen  einzigen  Werth  fär  c  liefert  Die  Gm- 
chungen  5)  —  o)  und  eine  der  Gleichungen  I)  und  1')  besdmmei 
hierauf  die  Curve  vollständig. 

Die  Asymptoten  der  Curve  R  laufen  den  Seiten  des  angenom- 
menen Asymptoten  -  Vierecks  U  parallel. 


N      ♦ 
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.nflSsiingr  einer  praktischen  Aufjpilie 
durch  die  Zahlenlehre. 

Von  dein 

Herrn  Doctor  E.  W.  Grebe, 

Gjmatiallehrer  sa  Gatte I. 


Aufaabe.    Man    hat   drei  Gefässe^  ein   kleines   von 

ein  mittleres  von    b  und  ein  grosses  von  a-^b  Mass- 

nheiten  Inhalt.   Hierbei  sind  die  Zahlen  a  und  6  ohne 

fmeinschaftlichen  Theiler  zu  denken;  denn  hätten  sie 

nen  solchen  c,  so  konnte  man  immer  c  Masseinheiten 

einer  einzigen  hohem  zusammenfassen.   Das  kleine 

id  das  mittlereGefäss  sind  mit  einer  Flüssigkeit  ge^ 

llt^    das   grosse    dagegen    ist    leer.       Man    soll    nun 

irch  alleinige  Benutzung  der  dreigenannten  Gef^sse 

e  a-^b  Masseinheiten  Flüssigkeit   entweder  in  zwei 

leiche  Theile  theilen,  wenn  a-f-6  einegerade  Zahl  ist» 

1er  überhaupt  eine  beliebige  ganze   Zahl    Massein- 

nten  von  der  Gesammtmasse    ansondern. 

Auf|(isung.  Gibt  man  för  fortwährend  vorzunehmende Um- 
essungen  die   nachstehenden  Vorschriften: 

1.  So  oft  das  kleine  Gefass  gefüllt  und  das  mittlere  nicht 
er  ist,   giesse  man  den  Inhalt  des  kleinen  in  das  grosse; 

%  So  oft  das  kleine  Geßiss  leer  ist,  fülle  man  es,  wenn 
eses  möglich  ist,  aus  dem  mittleren,  oder  giesse  wenigstens, 
mxi  der  Inhalt  des  mittleren  zur  Füllung  nicht  hinreicht,  diesen 
halt  des  mittleren  in  das  kleine; 

3.  Ist  das  mittlere  Gefäss  leer,  so  fülle  man  es  aus  dem 
ossen ; 

4.  Ist  das  mittlere  GefiUts  ganz,    das  kleine  aber  nur  zum 
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Theil  RefdlK,    so  giceiie  idSti   ans  dem  roititeren  noch  so  viel  b 
(las  kleine,  Anas  dus  letztere  volUt&iidig  gerüllt  e«i: 

so  ist  leicht  einzusehen,    ilass   diese  Vorschrißen  nicht  alli 
immer  ausführbar,    sontlern  auch  für    ulle   denkbaren    Fälle  ausi 
chend    sind.      Durch    jede  einzelne    UmgiesHung    wird    ein    neu« 
Zustand   der  tiefäsae   herbeigeführt.     Wir  betrachten   diese  Zu- 
,  stände  jetzt  genauer. 

Uas  grosse  GeHiKs  ist  anfangs  leer;  ^ein  Inhalt  wird  sodann 
a  und  würde  in  der  ProgresNinn  2a,  'ia,  4«  u.  s.  ir.  foTtnKbrend 
zunehmen,  nenn  nicht  biävveilen  das  mittlere  GefSsa  aus  dea 
grossen  gefüllt  »erden  müsst«.  Die  luhaltsänderungeii  des  grw 
sen  Get'ässes  bestehen  also  ent«ved«r  in  einem  tieninn  voa  t, 
oder  in  einem  Verlust  von  fi  Masseinheiten.  Den  letztern  Verhul 
ki>t)Ken  wir  aber  ata  «inen  Gewinn  von  a  —  (n-)'^)  Masseiv^eitei 
befrachten.  Es  folgt  hieraus,  duss  man  die  suceesatveii  fit- 
schiedcnen  ZustHuidc  dea  gromen  Gelasses  veii  dem  ursprüng- 
lichen an  dadurch  linden  kann,  dass  man  die  Zahlenreihe  0,1, 
2,  3,  4  u.  s.  H.  mit  a  multinlicirl  und  in  diesen  Producten  so  oft 
es  angebt  u-J^fi  wegISs.st,  oder  mit  andern  Wnrle«  die  Reste  die- 
ser Producte  für  den  Modulus  a  +  b  nimmt.  \)u  rtun  die  Zahl« 
a  und  a-\-b  als  relative  Primzahlen  vorausgesetzt  tiiiid ;  so  liefen 
die  Producte  O.a.  \.a,  2.a.  i.a  bis  zu  (afA-I).a  durch  a-ffr  » 
theilt  lauter  verschiedene  Reste,  und  es  kommen  somit  alle  ul' 
len  von  0  an  Witt  zu  a  +  A  —  I  einschliesslich  als  Reste  v 
durch  ist  betviesen,  dass  unsere  Aufgabe  unter  allen  Umstände! 
lösbar  ist.  Zugleich  folgt,  dass  wenn  das  grufsse  Gelass 
(a  +  6)ten  Mate  einen  der  verschiedenen  Zustände  erhallen  hat. 
der  anfangliche  Zustand  seiner  Leerheit  und  damit  des  Gefüllij 
sein«  der  beldän  andern  Geßsse  wiederhergestellt  ist. 

Obgleich  nnn  das  grosse  Gelass  im  Ganzen  aar  n  {  6  verschi] 
dene  Inlialtsznsliinde  hat;  so  ist  duch  dieZahl  der  InhaltszustiDl 
aller  drei  Gefnsse  grösser;  denn  auf  jeden  Zustand,  durch  *• 
cfaen  das  grosse  Geßtss  seinen  Inhutt  geändert  hat,  folgt 
derer,  welcher  bloss  den  Inhalt  des  initiieren  und  kleinen  Gl 
sea  abändert,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  ersten  Zuslandes  eil 
jeden  Periode,  wo  näniPich  das  grosse  Gefiiss  leer  ist.  Es  ^\ 
also  im  Ganzen  2(a+6)  — I  InhaltszustHnde  der  drei  Gefiisse  " 
sich  bei  fortgesetzten  ünigiessungen  periodisch  wiederholen. 

Soll  das  grosse  Gefäss  gerade  j(«  +  b)  Masseinheiten 
ten;  so  mnss  sowohl  a  als  li  eine  ungerade  Zahl  sein.    Setzt  mal 
daher  a^^ii-fl  ;  so  ist 

(<i  +  i)  (27.  +  l)=:(p  +  A).H  +  1  (fl+fi) 


h  B+Ä  dtvidirt  den  Rest  j  f°  +  *) 
Ifisst,,  so  folgt  mit  Berücksichtigung  des  vorhin  Gesagten,  dam 
der  Zustand  der  tialbirung  der  Flussiglieit  gerade  ^r  {a\6)ie 
oder  mittelste  Znatand  der    Periode  ist,    and  also  jedesmal  nach 


335 

-|-&— 1  UiDgiessungen  eintritt  Da  überhaupt  jeder  neue  Inhalts« 
istand  des  grossen  Gefösses  mit  Ausnahme  aea  ersten  eine  ge- 
ide  Ordnungszahl  in  der. Periode  trägt,  welche  mit  2a;  bezeich- 
*t  werden  kann;  so  findet  man  den  Zustand,  in  welchem  sich 
Masseinheiten  in  dem  grossen  Geföss  befinden ,  nach  Auflosung 
nr  Gleichung 

oo:  —  (a  +  b)y  =  m 

ganzen  Zahlen  durch  den  Werth  von  2jp. 

Die  Zustände  einer  Periode  kann  man  nun  aber  auch  in  ganz 
itgegengesetzter  Folge  sich  aus  einander  entwickeln  lassen,  so 
tiulich,  dass  der  letzte  Zustand  mit  dem  zweiten,  der  verletzte 
it  dem  dritten  u.  s.  w.  tauscbl  » Dann  bekommt  der  Zustand, 
elcher  eben  noch  die  Ordnungszahl  2x  trug,  nun  die  Ordnungs- 
ihl  ^2(a-i-b)-\-i — ^2;r>  uiid  man  gelangt  zu  den  gesuchten  m  Mass- 
nheiten  im  grossen  uefösse  leichter  auf  ^i^sem  Wege,  wenn 
a-^-b) — 2x'^2x,  oder  wenn  a:>a+6.  Die  Vorschriften  für  die 
nzelnen  Umgiessungen  lauten  aber,  wenn  man  diesen  Weg  zn 
^rfolgen  beabsichtigt,  anders  als  früher,  nonilich  so: 

1.  Sq  oft  das  kleine  Geftiss  ganz  oder  theil weise  geföUt  ist, 
id  das  mittlere  nicht  auch  ganz,  giesse  man  den  Inhalt  des  klei- 
m  Gefösses  in  das  mittlere;  sollte  aber  in  dem  mittleren  nicht 
ehr  Raum  genug  vorhanden  sein,  um  den  Inhalt  des  kleinen 
inz  aufzunehmen,  so  fülle  man  wenigstens  das  mittlere  vollständig. 

2.  So  oft  das  mittlere  Geftiss  vollständig  gefüllt  ist,  giesse 
an  seinen  Inhalt  in  das  grosse. 

3.  Ist  das  kleine  Gefass  leer,  so  fülle  man  es  aus  dem 
'osseo. 

Aus  dem  hier  Mitgetheilten  wird  nun  auch  erhellen«  dass 
isere  Aufgabe  immer  auf  zwei ,  aber  auch  nur  auf  zwei  Weisen 
sbarsei,  indem  nur  die  oben  oder  die  eben  gegebenen  Vorschriften 
ivermischt  angewandt  geeignet  sind,  den  Zustand  der  drei 
eßisse  auf  eine  Art  abzuändern,  durch  welche  nicht  schon  da 
»wesene  Zustände  sofort  wieder  zurückkehren. 


■.-.'  ::      .1  .    r.   :l 


Mfscellen. 


In  der  Sitzung  vom  6.  Juli  1848  der  mathematisch  -  natnrwu- 
senscbaft  liehen  Klasse  dt:t  k.  k.  Akademie  der  Wissen  schatten  » 
Wien  überreichte  Herr  l'roresaor  von  Ettingshaueen  dn 
Klasse  eine 


Note   übe 


'  eine  directe  und  strenge  Ableltang  der 
Taylor'schen  Formel, 


welche  wir  der  «eiteren  Bekamt  (wer  Jung  sehr  werlb  halten, 
daher  den  Lesern  des  Archivs,  denen  die  Sitzungsberichte  fl«r 
k.  k.  Akademie  der  Widsenschurien  zu  Wien  nicht  zu  litbM 
stehen  sollten,  der  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  für  ilie  streog» 
Theorie  der  UifTerentialrecDiiune  wegen  im  Folgenden  jnitlhelM, 
»ollen.  Herr  Professor  von  Fltingshausen  sagt  auf  8.  llT 
des  dritten  Hefts  der  genannten  Sitzungsberichte: 

Schon  vor  längerer  Zeit  (um  das  Jahr  1830)  als  ich   nwAA 

Lehramt  der   höheren  Mathematik   im  hiesiger  UniversitSt  I 

dete,  suchte  ich  den  Vortrag  der  Diffcrenzial-Rechnung  mit  d« 
Aufstellung  des  Taylor'schen  l^ehrsalzes  zu  eröffnen, 
gleich  aus  ihm,  als  oberster  Quelle,  die  weiterhin  zur  Spracht 
EU  bringenden  Entwicklungen  der  Functionen  auf  dem  kurzeatM 
Wege  zu  gewinnen.  Der  von  Lagrange  in  seiner  TAeorif  Ja 
fonctiottt  eingeschlagene  Ganc  konnte  mir  jedoch  nicht  genSgeni 
ich  wünschte  vielmehr  das  ältere  ebenso  naturgeiniisse  als  üart 
Verfahren  beizubehalten,  wornach  der  in  Rede  stehende  Lebnitl 
aus  der  Formel  gefolgert  wird,  welche  jedes  Glied  einer  Reib* 
durch  deren  Anfungsglied  und  die  Anfangsglied  er  der  aus  ihr  enl' 
springenden  Uifferenzrelhen  angibt,  nur  musste  durch  Nachnei- 
suujg  des  Restes,  den  man  vernachlässigt,  wenn  man  die  Ta; 
lor^che  Entwicklnng  bei  irgend  einem  Gliede  abbricht,  diei 
Deduction  die  vordem  an  ihr  ausser  Acht  gelassene  Schürfe« 
lieben    werden. 


^~    Ich   durfte   b«i    meinen  Z>iliurem    eine  dorch  hühere  wEsBen 

Schaßliche  Studien  erworbene  Fertigkeit  im  strengeren  Denken, 
ab«r  kein  reichhaltiges  mathematisehes  Hill'istnateriai ,  nicht  mehr 
als  ilie  gen'iihnlichsten  Etenientar- Kenntnisse  der  Algebra,  kaum, 
bis  zur Binomiairormel  reichend,  voraussetzen;  daher  sah  ich  micfi 
genüthigt,  vorher  dus  Bildungsgesetz  der  numerischen  CoefGcien- 
ten  in  der  Urundrormel,  von  welcher  ich  auszugeben  hatte,  er- 
fiicbtlkb  zu  niacheij.  Ua  ich  das  von  mir  bei  dieser  Lehrweise 
gewählte  Verfahren  nirgends  durch  den  Druck  veriiffentlicht  habe. 
«o  dürfte  es  nicht  unpassend  erscheinen,  wenn  ich  dasselbe  jetzt 
noeb  der  hochverehrte«  Klasse  zur  Aufnahme  in  unsere  Sitcungs- 
bericbte  vorlege. 

Bezeichnet  man  die  Glieder    irgend  einer  Reihe,    oder  auch 
Dor  regellosen  Grüssenfulge  mit 


und   die  Glieder  der  daraus  her  Vorgeh  enden  Differenz  reihe»  mit 


AUü.  Au|,  A<t2>  Aut>  • 
A»«o.  A*«!.  A'Ba.A'«».. 


n-ohei  jede  dieser  Reihen  aus  der  vorhergehenden  entsteht,  wenn 
mal)  daselbst  jedes  Glied  von  dem  nächstfolgenden  abzieht,  so 
lässt  sich  auf  die  allliekannte  Weise  zeigen,  dass  jedes  Glied  Un 
der  Grundreibe  durch  if^,  A"o>  A*u„,  etc.  bis  A"«!,  mittelst  einer 
Formel  von  der  Gestall 


W,=ao  +  ^,A«„+^aA»«.  +  . 


,  +  J,A'K„  +  ■ 


■    +  A"«n 


ausgedrückt  wird,  wobei  die  CoelTtcienten  Aj,  Ä^,  ....  Ar,  .... 
von  der  Beschaffenheit  der  Grundreihe  unabbJingige  positive  ganze 
Zahlen  sind,  deren  sfufenM-etse  Bere<?hnutig  luittefsf  deis  Pascal- 
scbeti  Zablendreiecks  vollzogen  werden  kann. 

um  die  Zusammensetzung  jedes  dieser  CoelTicienten ,  wie  Ar, 
aus  den  einzig  und  allein  darauf  Einfluss  nehmenden  ElemeAlen 
n  und  r  ausfindig  zu  machen,  bedenke  man,  dass  fiir  eine  Reihe, 
bezüglich  tvelcber  die  Grössen 


sammtlieh  =  0 


n'3reii,   ferner 


I  Null  verschieden  iiliebe,  und  endlich 

A'*'«!,  A'^'".M  .  ,  .  .  bis  il"tt„ 


m 


,:«».'if>'S   '!•>'   ;'i**ji'-'  J   .  {'•'•r^'   'I  r^'hiTMir»    n^lMrii^i    9ihtiCifttt 


■f-  _  _ 


deo,    so  m^Issen  aoeh  iii»    u%,  %$,  eCe.  bis 

•ein.    E»  wird   also  filr  nn  eine  Functioo  tob  n  sa  wll^w  fflh^ 

ifialtkeäMi  aaF  Walt  it»dB6itl>  *  we»ii^<üa '  aatiwiwi^'w»'^*  **' 

'    >         iissO,  oder  n=al,  oder  fi=2  n.  s*  w.  oder  nssr«-! 

,  *■*      -^i*     lifl^^   »•'iÜ''*    .  • 


>;«£,-.: -.Ii.*.'.ji'-.."    ..-'^.  ^^-i--   ._•  v.-ii:tjJ*LT-ü  ■i5ifc:>ül>»aib  ?..:«' 


'     ■':r 


eetzt 

'0ie''elklfiicliAte' dieser  Ifordenii^  eniiif|JracbeAlle 

*    . .   _■  • 

ti«=ii(n^lX(ii— 2)  ,*;^...[<jr-Crh6l))y£. 

es  lässt  sich  aiier  leielit  Steigen  ^  disa  JttgelWitowfc^dba  -pefcHl 
Bediogaogen«  nännlich  dass  A*"««  von  0  yerschiedeD  fcMMj_  ipt 
A^i*^»  A'+*tfo  etc.  gleich  NaII  werden,  Genflge  lefalet  Es  «^ 
i"W  sich ,  -        i  -i     '   •     .  . 


=      (n+l)M(n-^I)  .  . '.  .  [n^(r-3j]  "  ' 

— w(«— l)(w-2)  ....  [«~(r— 1)] 
=r.n(n— 1)(«-2)  ....  [«~(r— 2)J; 

-ferner 

^•mi»  ==  Att»+i  —  A«« 

=      r.(n+l)w(n~l)  ;.  .  .  [«— (r— 5)] 
_r.n(n— 1)(«-.2)  ....  [n-.(r~2)] 
=r(r— l).ii(«— 1)  .  .  •  .  [n-r-(r~3)]; 

aaf  dieselbe  Weise  findet  man 

A»Mi.=r(r— l)(r— 2)'.«(n-l)  .  .  .  .[11-^-4)], 

nnd  endlich 

A'-*ii«=rfr— l)(r— 2)  ....  3.2.11, 
mithin 

A''ttii=r(r— l)(r-2) 3^2,1.    .;  . 

Da  dieser  Ausdraclc  yon  n  unabhängig  ist,  so  folgt  daraus 


•\ 


ao.bat  8<tDach  sncli  '  '     '\    ■    . 

^«•«,=r(r— l)(r-2)  ....  3.2.1 
==1.2;3.  .  .".  .  (r-l)r 

I  • 

^»•+ii«o=0,    ^'+*ico=0,    a.  s.  w. 
'    '',        -■ 
iemach  gelangt  man  zn  dem  Ergebnisse     - 

£•   Ä»  ö»  •  •  •  •  •  T 

t.    •       ■      \  ■     .    ,  , 

•kAes  da^i  Biiditngsgesets  in  obigem  allgemeinen  Anadineke  fSr 
I  ausspricht» 

Bezeichnet  man  den  Werth  von  Ar,    udi  aach  seine  Abhän- 
it  von  «  ersichtlich  anmachen,  durch  das  Symbol  (    L  wobei 

I J  sowie   f    )  sich  gleich  1  zeigt»  so  hat  man 

A«o  +(2)  A*»o  +  ... 


an  setze  nun 

■».  • 

.  .  .  .  ■  ■»■■!■■ 

»  das«  üi»  den  Best  vorstellt,  welchen  maak  wegläsgt,  wenn  ma» 
m   Ausdruck  f&r  tfn  •unmittelbar  voo    dem  Gliede  f     )A''tM^* 

icht     Man    kann    in  Rn  statt  der  Anfai^glieder  der  auf  die 
B  folgenden  Differenzreihen,  nämlich  statt  der  GrOssen 

a  Glieder;. der  rten  Diierenzrdbe  selbst^  wovon  die   eben  ge- 
mnten  abKfingen,  nSmlich  .'■.■" 

A'«l>    äk^Üt,    ^'H9f  '  ^  .  .  ^i^m^-r, 

ntühren.    Ich  habe  diess  bereits  in  meinen  im  Jahre  1827  er- 
hienenen  Vorlesungen   Aber  die*  hoher«'  MktiMJBiallk    (l*  Band 
251.  u.  ff.)  gethan;   nachstehender  Vorgang  flihrt  jedoch  einfa- 
ler  Eum  Ziele.  ^^    ••'         ^  -  -  /^^ 


■  -  »■      ,-  .  -  .      f 


~    •  ■     "H 


8tm  Mm  n»f  4  .g«.<i» JW^  »Kiiit 


I, . 


•wK 


Em  bt  aber,  vrfe  «dlifn  ^a»  Sem  j^atcptVld^  Drabch» «M 
let,  und  auch  aus  dem  Blldongageeetee  ^^  f  •)    MdM    Mdfl^y 


wieeeo  werden  kann. 


I  ^ 


Ct*}'^(r-l)*0*       :  u  i  .V.b,:fe:5iii 


^"-^:. 


V.  n 


V  .i 


.*: 


/ 


d«b«r  fanui  iwiift*«af|ib  Mmb: 

latf  so  erhUt  man 
Äf  i  =  (^!l,)  A'«.  +  Q  A'«i  +Xr  +  l)  ^'+*^  + 

•  •  •  •  +  (h  — 1/  ^"''H  l-A""|* 

■» 

Die  Summe  der  Glieder  dieses  Ausdruckes,  vom  zweiten  anee* 
fannn,  «st  der  4»sdnKk,  in  welcben  Mn  (äntgAt,  <wnnn  m 
Reine 


%•  «Ist  ¥• 


•  •  • 


«*+» 


AD  die  SteHe  yon 


r 


.  .  tl« 


f 

tritt;    fteaeiclMien  iHf  den   soldietweise  «os  li;    entoudimBii^' 
Ausdruck  mit  R^n»  so  haben  wir 

^  itft,  wie  iiis  der  Fem  von  Rn  erbellet, 

^=A'uo,  also  H^r=^r^i 


MI 

liBd  somity  naeh  der  mo  tt^m-Mmt^HtkUUfn  Formel: 

■ 

tlimraiis  folgt 
mitbio  -weiter 

\  -  ■  ■*  -■'        -■ 

Ebenso  ergibt  sieb    , 
■■d  allgemelD 

Setzt  man  r+J92ssn»  so  wird 

Es  lassen  sieb  nun   leieht  zwei  Gränzen  angeben ,    zwiscben 
welche  Rm  fiiUt:    Es  sei 

dto'Uänste,  lind 

dass  jgrSsste  unter  den  GHedem  des  Ausdruckes  Rn^  wobei  die 
Vergldchui^  in  aleebitisdiem  Siine  nngestelltWird»  .also  nega- 
tfre  Grossen  fär  kteiner  gelten  als  positive,  und  zwar  för  um  so 
kleiner»  je  grosser  ibre  numeriseben  Wertbe  sind,  so  UsigtJAi 
ofenbar  zwiscben  den  Gränzen 

(«-r+l)('*7^7*)A'i«» 

■  I  '  ■  ■  .       ■  '  '  * 

uid 


i    •      J. 

vT 


•■        J. 


?tmn'/-|  ti»; 


•dw  Mwkt  Ei  Mi  Ü^ük  'die  iMlrte 
CMMea  /i'-«.,  A'«i*  A''i%>  .  .  .  A'i 

di«  GriBBMI 

dL  h.  wie  auui  mitlobt  obes  beUfttster  PgeMatait^^ 


QA'«»  «Hl  (")  A>. 


i:i*>inu^Ht  l«*i. 


kn»  welol 
A— Jriick» 


;.;;  'f    *\*? 


:•  V?;  f-'t  r/.:  :  iT'-^. 


und 


flir  sssA;  und  xssg  betrachten, 

Aendert  sich   F(z),   während  x  vom  Werthe  ib.  z«n  Wert||Bi 
g  stetig  Gbergehty^  gleichfalls  nach   dem  Gesetze  der  Stetigkeifi 
so  gibt  es  sicher  einen  zwischen  k  und  g>  also  uro  so  mehr  zwi-^ 
sehen  0  und  n^-t  liegenden  Werth  filr  z»  bezüglich  d^»en 


oder  nneh 


i2.=(n-r+l)("^l7')F(«)      . 

Ä.=  Q  F(x) 


■■  ■  I 


J 


fBsetzt  werden  darf,  wobei  natürlich  der  Werth  von  %  im  zweiten 
alle  von  jenem  im  ersten  verschieden  gedacht  wird. 


MI 

:  Die  AnweiidMM  <  A^Miar  RmIM^  «4  die  Herstelhniff  der 
Fvvler'Mheii  Fomd  .immfnt  ttrrer  plrgAumag- unterliegt  keiner 
Scawierigkeit      EDerflber    darf  ich   mich '  nier   wohl   ganz   imrs 


...1 


^   Setzt  man 

Um=f(ßf  +  nuf),  abo  UQ^f(x) 

n^otfei  f(jp)  tJijpend  eine  dinchgehendn  cngehbare  Fimctien  de?/ 
ir^r&MiinrKdMt  jr,  velrstellt,  «nd  lä«i0t  man  nw=^h  sein,  deiklmatf 
rfcii  ferner.  A  akl  eine  beetjumnte  Gcfoee  und  die  ganze- ZaU.il? 

i     ■  .    *^  ,   .  , 


bis  Cnendlicüe  wachsend ,   folgHch  to=-     unendlich. fckb    wer-! 

diNid,  80  ergibt  sieh  auf  die  bekannte  Weise  unter  der  Voraus» 
Mtzvng  der  Stetigkeit  der  Function  f{a:)  und  ihrer  Differential- 
^otienten  in  der  Gegend  des  fflr  x  gewählten  Werthes: 


•    .    .   •     + 


■il 


vfoktA 


■  I 
}. 


iZ=lim .  («-r  + 1)  (  %  J 1  '  )  A"^  A^+«») 


oder  auch 


/2  ==  lim  •  P J  ^^  f  (or+wo) 


erscheint     Diese   beiden  Ausdrücke   reduciren.  sich»    wenn  man 
die  Symbole 


("717')  -^  C) 


durch    die  Brüche j    welche  sie   vorstellen»    ersetzt  und  erwägt«, 
dass  tw  zwischen  0  und  nw  oder  h  föllt,  mithin  unter  der  Gestalt 
des  Productes  Bh  gedacht  werden  kann»   wobei  6  einen  zwischen 
0  und  i  liegenden  Factor  bedeutet»  auf 


■  » 


.  Ä^. 


.9 


nd 


iMbeli#i»'ler 

JBMIlHknHM|*  SMP*  VfflMflDMjlffHP-'  OMI 


s*.t 


I  ir  « 


■i^K«  *^HHV^  ««V 


iWUrtR-U'^ 


I 


.  ^'.'li  r 


(■'  /  yi^a  \^\ 


Friedrich  Leopold  StolLlberg  enifcit  h  oImm  «  d« 
Donöiiittirftth  SäeFfB^  ia  KkAlfabevg  jmMiMM  AMsCih 
Art  eSlfai  VIeii  S:  Ekedir.  1780^,  der»  «ee  BKtieni  Air  iÜeKii^ 
üiilerheltoBg«(1834.  Nr.  3S2.)  dbgedmcict  ist,  dsM  LAgrMift« 
oieemedoer  Freonde  t(esagt  lutbe:  ,,Je  B*«i  J««iala  eoMe 
d'avtree  iouiesaiicee  quo  eellee  d«  eoevc"^ 


US 


Bf^timmte  IiSsungr  der  Anfirabe  über 

die  Vertheilnn^  eines  Drucks  auf 

mehr. als  drei  Stützpunkte. 

Von 

Herrn  Chr.  Wiener, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  höheren  Gewerbtchnle  zu  Darmftadt. 


Wenn  eine  Last  Pvon  einer  Unterlage  mit  drei  Stützpunk- 
ten getragen  wird,  so  ist  der  Druck  auf  jeden  derselben  leicht 
SU  bestimmen  aus  den  drei  Gleichungen,  welche  ausdrucken^ 
dass  P  die  Resultante  der  drei  Seitenkräfte  ist.'  Sei  der  Angriffs- 
punkt P  der  Last  (Taf.  VI.  Fig.  1.)  der  Mittelpunkteines  Polarcoordina- 
tensystems,  sei  XX'  die  Axe,  und  seien  die  Stützpunkte,  auf 
welche  der  Druck  /\ ,  P^,  Pz  geübt  wird,  durch  ihre  Abstände 
PPi=ßi,  /*/>,  =  flfa,  PPs=a,  und  durch  die  Winkel  P^PX=a^ 
u.  8.  w.y  welche  di^se  Abstandslinien  mit  der  Axe  bilden,  gege- 
ben, 80  sind  die  drei  Gleichungen,  welche  ausdrücken,  dass  P 
die  Resultante  von  P|,  P^  und  P^  ist,  folgende: 

0= Pi  Hl  sin  «1  -f-  P^ff% sin  <^  +  ^3  ^s  sin «a » 
0  =  Pi  «1  cos  «1  +  Pa  flr2  c<>s  c^  +  P3  cij  cos  Og ; 

woraus  die  drei  unbekannten  Grossen   Pi,  P%  und  P3  bestimmt 
werden  können. 

Sind  aber  mehr  als  drei,  im  Allgemeinen  n  Stütxpnnkte 
g^egeben,  so  reichen  die  drei  ähnlichen  Gleichnogen : .  '.  '  .' 

P=iP^^P^^....^Pn,  A,-^    ^   *  *"^* 

0=  Pi  «1  sin  «1  +  P2  er« sin «^  -f ....  4-  PmOwifllSSf^^^ 

0=:  Pj  #fi  cos  CTi  -f  /^  l7aC08l%-f ..  . .  -f  Afc^^Mli.^ 

Theil  XIV.  '^^'^ 


I 
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znr Bestimmung  der  n  Unbekanoten  nicht  bin,  eondvm  es  kSnaea 
n— 3  derselben  willkiihrlich   angenommen  werden;    es   ist  ''- 
ses  einleuchtend,  indem   man  z.B.  eine  Anzahl  Stützpunkte  ^ 
nnbelastet  denken  kann,   du  ja  schon    drei   genügen.       Die  Aafr 
gäbe  ist  dann  unbestimmt. 

Denkt  man  sich  aber  die  Bedingungen  dieser  AiiTgabe  pfay' 
sisch  ausgeiilhTt  und  zwar,  wie  wir  es  auch  bei  der  Auflüsong 
der  Einrachheil  halber  annehmen  wollen,  von  dem  heListelei 
Punkte  P  Arme  aussehen,  vtelche,  in  einer  horixantalen  Ebene 
liegend,  mit  ihren  £nden  aufstützen  ruhen;  sn  scheint  es  pa- 
radox, dass  der  Druck  auf  jede  Stütze  nicht  ein  ganz  bestimm' 
ter  sein  soll.  Der  Grund,  wnnim  Alne  Bestiuimtheit  der  Auf 
gäbe  sieb  uns  sogleich  als  gewiss  aufdrängt,  liegt  aber  darin,  dan 
die  Arme  physische  Körper  sind,  welehe  am  eine»  Ende  Im 
[«stet,  sieb  biegen;  und  dieses  ist  es  auch,  woraul'  die  ffttgeD« 
LüBOHg  gestützt  ist.  —  Die  Belaslung  des  Verein igungN{MMM 
P  der  Arme  wird  nun  folgende  Wirkung  haben  :  Da  die  Anw 
den  Druck  der  Last  nicbt  auf  die  StBtM^n  fortpflansen  können, 
ohne  eine  gleiche  elastische  Spannung  aiizuuehnieii,  was  alter  nur 
durch  Biegung  möglich  ist,  so  wird  der  belastete  Punkt /> 
sich  senken,  von  seinem  neuen  Orte  weiden  die  Arme,  alle  fiNI 
einer  Gemeinschaft  liehen  Berühruugsebcne  tangirt,  ausgehen  W 
sieb  bis  zum  Horizonte  ihrer  Stützpunkte  erheben,  indem  sie  uf 
diese  den  Druck  üben,  welcher  ihrer  Ablenkung  von  der  in  P 
gemeinschaniichen  BerOhrungsebene  und  ihrem  Biegungsmit- 
mcnte  entsjiricht.  Aber  die  fttfitzen  selbst  sind  ebenfalls  pbyti- 
sche  Körper,  welche  die  Fähigkeil,  den  auf  sie  geübten  Dniclc 
im  Gleichgewicht  zu  halten,  nur  dadurch  erlangen,  dass  sie  et- 
was zusamengednlckt  werden  und  so  die  rücknirkeD<leElastici- 
t&t  gewinnen. 

Durch  diese  auf  die  wahre  Natur  der  Sache  gestützte  Be-' 
trach tu ngs weise  wird  eine  bestimmte  AiiHGsung  möglich,  WhJ 
wollen  dabei  nach  einander  die  drei  Fälle  betrachten:  I)  dass  m^ 
Zusammen drückbarkeit  der  Stützen  sehr  klein  sei  gegen  die  Bieg- 
samkeit der  Arme,  wie  es  z.  B.  statllindet,  wenn  eretwJ 
aus  Eisen,  letztere  aus  Fischbein  bestehen  und  di«  Last  P  kleii 
ist;  dann  bleibt  der  Horizont  der  Stützen  migeUndert;  2)  dass  i 
BiegAamkeif  der  Arme  sehr  klein  sei  gegen  die  ZusammeBf 
druckbarkeit    der   Stützen,    wie  es  z.B.  stattfindet,  ' 

erstere  starke  Eisenarnie,    letzlere  aber  schrauben lormig  ge 

den  aufrecht  stehende  Stahlfedern  sind;  danVi  bilden  die  AriM 
eine  etwas  eeeenkte  und  im  Allgemeinen  geneigte  Ebene;  3)  JaM 
endlich  beide  Mumente  zugleich  berücksichtigt  ^ve^de1l  mOsseiii 
wobei  dann  die  höhte  Fläche  der  Arme  auf  Stutzpunkten  von  t«« 
acbiedener  Hübe  lagert. 

Erster  Fall.  Die  Stützpunkte  liegen  in  Einem  I 
rizonte,  die  Arme  sind  von  diesen  abwärts  gebend^ 
nach  oben  hohle  physische  Linien,  weluhe  im  gesenbUl 
Pnnitte  P  eine  gememschaftliche  Beruh rungsebene  haben.  V^ 
wollen  durch  die  drei  Gleichungen  A,  unter  Berifcksichtigugg  i„ 
(besetze  der  ElnslicifSt  die  drei  Elemente  bestimmen,  durch  Melclia 
rfi'e  genannte   Beröhrun^sebcHe    teetsele^t    wird,    und    dann    dea 

Druck    auf  jeden  Stfitz^unkl    aus  »bto«    toWiiJciKw^  -s^^s».  dieser 

Ebene  ableiieD. 


/  Schilf»  jene  Bf^rffhmng^^beDer  den  Hori^Qpt  der  j^tPIfpunkte 
U  OO^^  (faf.^.  Fle.  S.)  untfr  dtm  Wiqk^  fp.  Wie  dia  LiiAe 
ÖO*  oder  iklre  Parallele  oo'  durch  den  Ursprung  mit  derAxeAJC'den 
Winkel  ^>uud  ael  der  s^skreohte  Abstand  dieser  Schnittlinie  OO' 
vom  UrjpniHi^  oder  PMzi^r,  »o  hat  sich  der  Punkt  P  gesenkt 
um  Ttg(p.  Ferner  liegt  der  Stützpunkt  /\  über  der  Tangirungs- 
ebene  um  bi=lPM+Px4i)^q^$  «der  ik  PiA^  taenkretbt  a«f 
oo'  und  =01  sm(ai—ß)  ist,  um 

61  ==  [r  +  ai  sin  («i  —  ß)]  tg  jjp. 

Wb  müssen  nun  die  Arm^  alü  ßsilkep  betraqhteny  welche  an 
fbrem  einen  Ende  P  eingemauert  «ind  nnd  deren  anderes  durch 
die  senkrecht  aufwärts  wirkende  Kraft  Pi  um  bi  gehoben  wird. 
Haben  alle  Arme  «gleiche  prismatische  Gestüt  pnd^  gleiches  Bie- 

Singsmoment ,  una  vermöge  die  Rrafteinheit  bei  einem  solchen 
rme  von  der  Länge  =1  das  £nde,  ^n  welchem  sie  wirkt,  um 
b  von  der  Tangente  am  andern  eingemauerten  Ende  £^)>zulenken, 
90  wird  die  Kraft  Pi ,  welche  bei  dem  Balken  von  der  Länge 
Ol  das  Ende  um  bi  zu  heben  vermag  |  nach  4ßD  Gesetzen  der 
Ejasticität  sein: 


oder 


„_tgg>pr       sin«!  cos/?      cos«!  sinP"1 


und  analog  für  die  übrigen  Druckkräfte: 


o  ^gyr  **    .  sincg  cosff       cos  cx^  sin  ff  "| 

*""  b  LÜS+        ü?~    "^       a«?       J 


n.  s.  w. 


Führt  man  diese  Werthe  in  die  obigen  drei  Gleichungen  A, 
ein  und  bildet  Klammern,  so  erhält  man: 

_      .  /sin  er.  ,  8in«a.      \  .         -/sin*«,       sin'ca   .      \ 


■?  f 


-    ■  -^ . 


*ja* 


Md  nwm  «k  biwria  dw  Hebend^  MlMr  iMfatMf    - 


-  i 


\'\ 


*       •  I 


.    ■:*■ 


>=    ^  '  +  — r; — ^v'•f    '       > 


;  ?|fji-%    i:  ■ 


•  .  -• ' 


•=■ — ^i — +  — ;; — -*+•••+  — — — 

so  bekommen  wir  irie  uoter  der  Form : 

0=W-f  «cos/3 — vsin/S, , 
0=rf  +  r  C08/3— it'sinß; 


woraus  der  Reihe  nach  die  Werthe  ahgeMtet  werden : 

vainß  —  ucoBß 

r-  j  . 

tgy_  P 

b       rt-i-tcoaß — ifalnß' 

Fifhrt  mao  diese  Werthe  in  die  obigen  Formeln  für  /\,  P«  n.  &f 
ein,  so  bekommt  man  die  Grosse  des  Drucks  auf  jeden  Stutzpank 

Die  gefundenen  Ausdrücke  zeigen,  dass  /?»  r,  ^^    und    alt 

auch  die  GrOssen  P|«  P^  u.  s.  w.  ganz  unabhängig  von  de 
6r5sse  6  der  Biessamkeit  sind,  dass  also  die  vertbethn 
des  Drucks  auf  die  Stütx^uTvVA.«  dA««^V(i^  W^^V.  ^  nivi^^si,  qncli  di 
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ElasticitSt  4er  Arme  noch  «o  klein  wird}  nur  darf  sie  n  Ich  t  .gl eich 

Null  werden,  indem  sonst  auch  tgo=0  wird,   und  der  werth    . 

tfro      0 

-fij^=Q   den  Werth   von  Pi,  P^  u.  s.  w.  unbestimmt  macht 

Von  dieser  EinschrSnkung  werden  wir  uns  noch   bei  dem  zweiten 
Falle  nähe^  überzeugen« 

Wenden  wir  diese  Formeln  auf  ein  einfaches  Beispiel  an, 
sei  nfimlich  Pt=:l, 

«1=5,  aa=2,      o,=J,        «4=4; 
«1=00,  0^=900^  «i=:18(K>,  ^=2700; 


so  wird 


j=  1,149,  <=0,187,  f=-0,96, 
i«=0,75,  't«'=l,2,    r=0; 


daher 


«s^=lfÄ""''''=^*^' 


ferner 


r=-.l,ia3,^=-2,5ll. 


Der  negative  Werth  von  r  und  tg^  drückt  aiis,  dass  die 
Ourchschnittslinie  OO'(l)  (TaC  VI.Fig.3!)  dieAxe  auf  der  neeativeu 
Seite  vom  Ursprung  trifft.  —    Mit  Hülfe  dieser  Werthe  erhält  man  : 

P,  =  ^=j^  (-l,193-5sin/J)  =ai20 

P^^'^y"  (- 1,193 H-2cosj3)= 0,187 

P,==::^i.V*-.l,193  +  l8in/J)=0.699 

P^=i:|jy(-l,l93-4cosj3)  =  0,094 
»od  Pi  +P2  +  i'3  +P4  =1,000=  P, 


^ 


.zum  Beweise  der  richtigen  Rechnung. 

^  Eskann  vorkommen,  dass  derDrack  auf  einzelne  Punkte  n  egati  v 

*    wird,  wie  in  folgendem  BeUpiele.    Sei  (Taf.  VI.  Fig.  4.)  P=U 


■( 


3<»  - 

so  dass 

sinori=OA  cosor|  =  0|8; 
flo  erhält  man 

/3=77«44',  r=  -  1,53,  ^^=^1,61; 

/\=ö,06,  Pa=0,88,  p8=s-0,öl.  ^4=0,07; 

zusammen 

=  1,0J— 0,1=1,00. 

In  einem  solchen  Falle  fllllt  die  Tangiriingsebene  bei  P  ober 
halb  der  Stützpunkte  tkW  neg4tl1^efn  DfiNike,  i^o  dass  die  Arme, 
welche  nach  Annahme  mit  dem  einen  Ende  den  Stutzpunkt  be- 
rühren, hier  nicht  aufwärts  gedruckt,  sondern  abwärts  gesoM 
werden.  Soll  dagegen  eine  solche  feste  Verbindung  mit  den 
Stützpunkten  nicht  stattfinden,  so  würden  die  betreffenden  Arme 
jene  Tangirungsebene  nicht  verlassen  und  sich  fiber  Ihre  früheren 
Stützen  erheben,  so  dass  diese  Unbelastet  blieben.  Mao  mass 
dann  mit  Weglassung  dieser  Punkte  eine  neue  Berechnung  ve^ 
nehmen^  also  in  unserem  Beispiele  die  Last  P  auf  die  drei  Pnnkfifc 
Pi,  P^  und  P^  vertheilen,  wobei  das  Resultat: 

Pi=:0,10,  Par:±0.80,  ^4=0,10 

erhalten  wird. 

ZiJd'eit^r  FnlL  Es  bilden  die  Arme  unverflnderlicb 
eitt  e  Ebene,  welche  auf  den  durch  den  Driiek  P  «tt^as 
gerenkten  {Stützpunkten  lagert.  Diese  Ebene  schneMe 
den  ursprünglichen  Horizont  der  Stützpunkte  in  der  Linie  00' 
(Taf.  VI.  Fig.2.)unter  dem  Winkel  q>\  und  diese  Linie,  welche  den  Ab- 
stand r  von  dem  üriprung  habe,  bilde  dett  Winkel  ß  mit  der 
Axe  XX'.  Die  Grösse  der  »Senkung  jedes  Punktes  Pj,  P^,  u.  s.  w. 
sei  ^1,  ^2' U.S.  w.,  welche  ausgedrückt  wird,  wie  früher,  durch  die 
Gleichung 

Ci  =  [r  +  fli  sin  («1  - 13)]  tg  q>. 

Sei  nun  e  die  Länge,  um  Welche  die  Erafteinheit  einen  Stutz- 
punkt niederdrücken  kann,  und  bieten  alle  gleichen  Widerstand  dar, 
80  ist  die  Kraft,  welche  einen  solchen  um  ei  senkt, 

oder 

Pi  =  — -  [r  +  a^  sincfi  cosß  —  Oi  coecfi  si«/^]« 
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Diesor  Wertb   und  die  analogen  AU«  die^  (ihrigen  Druckkräfte  in 
die  drei  Gleietrangen  A.  eingetehrl^  geben  hhMch  wie  vorhin:. 

Ps=^{rn+cos/J(fli»inai+ci^sinaa+..0-:-sln/J(ÄiCos«i+«r2e^^ 

0=K«^«n«i  +  fl»«ioÄa  + ...)  f  cosß (ai^sin^^  +  ii2«sio*a^  +  .-) 

—  sin  ß(ai^s\naiCOB€Ci  +  Oa*  simxjcesojj  + ...), 

0= r(airo8«i + «r2<^o8c^-f  ...)-|-cobj3(<i,  %infiriC08cy|-f  «r2*siii«2C08tt^*f ,  j) 

und  setzen  fHr  hierin: 

n=:  der  Anzahl  der  Stützpunkte, 
t=iaisin  «i  +  /£2sin  «j  +  ..•  +  Onsln  an, 
<'=  «1  cos  «1  +  «Ta  cosoTa  + ...  +  ancos  an ; 
i«=ai*sin2ai  +  Oa^sin^oa  + ...  +  a«*sin*an , 

u'  =  iii*cosVi  +«ra*c6s^%  +  ...  +  a«„cos*a«; 
»=ai*sinai  cosa^  -|-  a^^  sin  a.2  cosog  + ..,  +  aa^sinan  cosa« ; 

so  erhalten  obige  Gleichangen  die  Gestalt: 

P=-^  (m  +  tcosß  — f  siu/J), 

Oz=zrt-{-uco8ß — t?sin/3, 
0  =  r/'  +  r  con^  —  u'sinß» 

Hieraus  erhalten  wir: 

üsin|3 — ucosß  ^ 

«'= — ? . 

e        m-|-{co8^ — '('sin/S* 

\ 

■*■  ■  • 

iv*elelie  R^Kate  der  Foim  nach  mit  denen  bei  1)  gefan4onep 
ffibereinsümmen ,  der  G!r5s«e  nach  abf^  davon  ver$cfaiede«i  »M, 
da  die  einzelnen  Buchstaben  andere  Werthe  ausdrfiüken.  —  ,  AUt 
diesen  mia  bekannten  Grussen  lassen  sich  die  einzelnen  Druck- 
kräfte nach  den  obigen  Formeln  wfe  vorhin  bestimmen. 

tsw 
Auch  hier  ist  sichtbar,  dass  die  Werthe  von  ß.  r,  -^ —   und 

somit  die  von  /^,  P^^.Pn  durchaus  von  der  Grösse  e  der 
Elasticität  unabhängig  sind,  dass  sie  also  auch  flir  jede  noch 
so  kleine  Znsammendrückbarkeit  dieselben  bleiben ,  nur  nickt  tut 


#  • 


>1 


'  -  ■      -     ••f 


kriite  QD bestimmt  wOrden.  —    WoOte  nu  h.  MUUtt'VUlai  & 

«rfc^teptQ  GrOMen  Mcb  fllr  4i9  ^K^j^V^^J^. 

Miteri   laüieo,  so  Infiiwten  beid«  gMch'  sein,     lleni 

Falle  ifar  yon.Torabefebi  ^=0  angenommen  pnd  A=0,efai  Ctfmi 

werth  ;'im  xwettenPaHdriier  w«r  iTtsfO  die:  affipl AUii 

vod  essOl  der.jQrenawertb;   da  also  i»desmal  6ss0  wnd  0^0  H 

so  indssten  auch  die  liesfimmten  uHleaen  der  DroskkrlAe  ikm- 

eiestlmmeiij  die^s  aber  ludet  nidit  ;slatt»  «mI^.^.  j/ißmw yAAff» 

wenn  die  Tragarme  and  deren  StOtien  beide  gans  nndnwiicb  tm, 

die  Drodd^nte  irirldleh  unbestinlhit  sein. 

Betrachten  vrir  als  Beispiel  dieselbe :Art%ake  wim^&Ük 
nehmen  also  P=:h  "      *  ' 


/    .  .      i*M 


*<    . 


SO  wird 


.-''  :i 

ttod  daraus 


a,=6,  .flii=8^    ü^^U      «4=tJ,,.    , 


80 


^/}?=^»  also  /}=!:50«9', 


',-  -•jur. 


femer 


r= 5,450,*-^ =0,0576, 


und  endlieh 


Pi=0,072,  Pa=0,377,  P^^Q^m,  ^4=0,189, 
deren  Summe 

=  1,000=  P 

ist. 

Xs  fällt  also  hier  dieLinie  00'  (2)  (Taf.  VI.  Flg.  3.)  auf  die  positive 
Seite  der  Axe,  und  die  der  Last  nahe  Stfitze  P,  wird  weoitfr 
belastet,  als  im  ersten  Falle,  weil  der  Einfluss  der  Nähe  auf  me 
Grosse  des  Drucks  geringer  geworden  ist. 

Auch  hier  ist  der   Fall   möglich,   dass  einzelne  l>ractckrifb 
negativ  werden.    Sei  z.  B.  (Taf.  Vi.  *1g.  5.)    P=l,    . 


«1=0^,  «a 
SO  erhält  mau 


=5,  os 

:=36052'ir,6,  «8 


1,        «4^=5; 


3»» 

<==10«in0<>+4— IsitaOB— 4is0,  ^=16,  u:=3i,  u'=l\9,- 
v=K)0sid0<»-fl2— l8in00-12-0; 

d  darau8 

tg/J=^*=«  ,  also  ß=W>, 
(10Q«nO»-lgiB(y)-3->coy90o     99-32     ....    tg^_---„ 

ierdurch  wird 

Pj=— 0,t73,  Pa=0,3ai,  ^8=0,571,  />4=0,30l, 

isammeD 

=  1,173— 0,173=1,000= P. 

i  diesem  Falle  schneidet,  wie  in  dem  ersten  Falle,  die  Ebene 
sr  Arme,  zwischen  dem  Angriffspunkte  der  Last  und  einem  Stütz- 
iinkte  Pi  in  den  ursprunglichen  Horizont  der  Stützpunkte  ein 
nd  geht  bei  P|  Qber  dem  Stvitzpunkte  weg.  Bei  einer  festen 
erbindung  von  beiden  wird  die  Stütze  mit  einer  Kraft  P|  =  — 0,173 
iisgedehnt,  bei  einem  losen  Auflagern  dagegen  muss  eine  neue 
erechnung  mit  Ausscheidung  des  StfltzpunKtes  P,  vorgenom- 
len  werden,    welche  uns  hier  auf  den  einfachen  Fall  von  drei 
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tützpunkten  bringt,  und  die  Resultate  P^=gs  P»s=  i>   '^'^^^8 

efert. 

Dritter  Fall,  Es  sei  die  Elasticität  der  Arme  und 
ie  der  Stützen.zugleich  zu  berücksichtigen;  dann  la- 
erit  die  Enden  der  gekrümmten  Arme  auf  den  etwas 
iedergedrfickten  Stiitzpunkten.  Sei  auch  hier  wieder  die 
lüge  der  in  dem  Punkte  P  an  die  Arme  tan^ii'eriden  Ebene  durch 
ie  drei  Grossen  ß,  r  und  (p  festgelegt,  seien  die  Abstände  der 
jrmenden  von  j^ner  Ebene  6i,  ^  u.  s..  w.  und  ihre  Abstände  von 
em  ursprünglichen  Horizonte  der  Stützpunkte  oder  die  Senkung 
er  letzteren  ei,  e%  u.  s.  w«,  so  ist      ■ 

»mer  isl  wie  oben 

fti  =  /?|.6,öj^»  und  ei^Pi.e, 

s  ^ 

laher  >'• 

Pi(6ai»  +  6)=tg9[r  +  €iisin(ai --/?)], 


der 


■  f 


''»=3#Rf'-+'^«»<«'-«3-- 


a.  c  w.'ebeoMii  wie  frtihtt,ß^  bi^BMifpii  w'a  die  drei  Gieh^B»! 
gan  J.  ttnter  der  Fon»:  ' 

«ij^inft|COBtti       n^^ing^coBc^  n.i%i'ni«rBC<M»«M 

""      &<hH«      '*'       *%•+«  "^'"^     6«»^+e 

»etzen,  so  bekommeD  wir  sie  fast  onter  der  TrSluen  Form : 

1»:=  ig  9)  {« + 1  cobP — fBinjSl , 
0'=rt+ucmß—v8inß, 

Bieians  folgt 

.  ^      »i — itt 


l 


tu 

P 

^^^""  tM+tcoaß—ts\nß' 

id  mit  Hülfe  dieser  btkahnteti  Werthe  kl^nnen  nun  die  Druck- 
äfte  berechnet  werden»  — •  Mao  sieht  aus  den  erhaltenen  For- 
eln,  dass  in  diesem  dritten  Palle  die  Werthe  von  ß^  r,  q>  und 
ithin  auch  von  P|,  fi^  u.  s.  i^.  nicht  ttHabhängig  sind  von 
er  Grosse  der  Biegsamkeit  der  Arme  b  und  der  Zusam- 
endrfickbarkeit  der  Stützen  e,  weil  hier  ö  und  e  nicht  als  allge- 
«ine  FiM:ti>reii  verschwktden.  Es  genügt  «sdocfa,  wenn  das  Ver- 
IltAis*  zwivelien  S  und  e  gegeteo  ist,  weil  beide  uAter  glichen 
oKMM«  Im  Nenner  vorkommen«  -^  Ferner  gehen  die  letatan 
drmeln  i«  4\&  v«n  1)  oder  2)  fiber^  wenn  man  €=^6  oder  tfeaQ 
Itut,  so  das»  die  letKte  Aufldsiing  di«  allgemeine  ist  und  jeii^  als 
Mmidere  Fälle  in  sieh  begreift« 

Betrachten  wir  auch   hier  das  obige  Beispiel,  setzen  afsb 

«1=0,  08=900,  «3  =  1800,  «4=2700; 
id  liehmea  farner 

>  wird  .  ' 

=16,739,  <=5,707,  r=- 5,386,  «=^43,839,  fi'=n27»616,  j)=xÖ; 
urans 

id  eadlieh 

/\=ö,098,  />,=a275>  />,x=M90,  p4=0,137, 

eren  Samme  1,000^  P  ist. 

DkBO  Werthe  fallen  twiscfacn  diu  wim  1)  «nd  ^,  wie  auch 
IS  Verhältniss  7=10  zwischen  das  i=0  und  r=:Qo  ßillt.    Die 

kende .  Tabette,  sowie  auch  theilweise  Taf.  VI.  Flg.  i  gibt  eine 
Aher^kht  der  ia  den  drei  FütteD  erbaltetteB  Besultate,  wmn 
An,  «m  ^  eu  Andep)  mch  in  1),  ^::^(ÜM  und  in  2}»  ess:04 
wriniBait, 


\ 


1) 

3) 

2) 

r 

-I.T93 

-4.204 

5,450 

P 

t2«ay' 

56"I7' 

6&m- 

•P 

-1*M' 

-54' 

20- 

/>, 

0,12 

0,10 

0,07 

P. 

Ü.IM 

0.27 

0,:» 

1\ 

o,4y 

0,36 

P* 

0,09 

0,14 

0,19 

Auf  ganz  ähnliche  Weise  kann  man  den  Druck  auf  jeili 
SlfltBpunlct  bestimmen,  wenn  die  Last  auf  einer  Ebene  stalt  H 
Armen  liegt  und  diese  Eb«ne  selbst  entneder  wieder  aurciniebt 
Sti'ttzen  oder  auf  einem  Kürjter,  dessen  obere  FiKche  eben  ilv^ 
aullagert;  doch  mQsete  för  diesen  Fall  vorher  die  Biegungsgeitf 
einer  elustischeii  Ebene,  auf  welche  mehrere  Kräfte  wirken,  OlilM' 
isucht  werden. 


Ich  will  noch  kurz  die  Anuichten  erwähnen,  welche  idi 
Aber  diese  Aufgabe  auffinden  konnte.  Unger  in  seinen  „Uebor 
gen  aus  der  Statik  und  Mechanik,  Berlin  1831"  sa^t  bei  Gdfr 
genheit  der  ganz  jibniichen  Aufgabe  Ober  die  Vertheilung  dti 
Drucks  auf  drei  Punkte,  welche  in  eine  gerade  Linie  fallen,  ilw 
man,   um   die  fehlende  Gleichung   der  unbestimmten    Aufgaben 

frewinnen,  verschiedene  Hypothesen  angenomtnen  habe,  nla- 
ich  dass  die  Linie  elastisch  sei,  oder  dass  die  Vertheilung  dci 
Urucks  eine  möglichst  gleichfiirmige  sein  miisse.  Creile  in  lu- 
nem  „Journale  filr  Mathematik,  1.  Band,  Berlin  18-26,  Seite  ISO," 
bestimmt  bei  derselben  Aufgabe  die  Grenzen  für  jede  der  drti 
DruckkrSße  unter  der  Voraussetzung,  dass   sie  an    keinem  Stdli- 

tiunkte  negativ  sein  dürfe.  Jedoch  spricht  er  in  dieser  Abhul- 
ung  die  Ansicht  aus,  dass  die  Unbestimmtheit  nur  dessw^W 
Earadox  erscheine,  weil  die  unnatürliche  Annahme  einer  i^ 
iegsamen  Linie  gemacht  worden,  dass  aber  mit  Berücksicbtign^ 
der  Biegsamkeit  die  DruckkrMfle  vollkommen  bestimmt  wim 
(nach  Eytelweins  Stntik  fesler  KSrper  j.  341-34y  und  Anhug 
S.  123—129.).  Endlich  gibt  er  noch  den  Weg  an,  auf  welclem 
bei  unserer  Aufgabe  die  Grenzen  l^r  jede  Druckkraft  bestiuilt 
werden  können. 

Ueber  unsere  Aufgabe  selbst  konnte  ich  nur  Eine  Abbandlnq 
6ndeD,  nämlich  von  Luler  „de  preasione  ponderis  in  pl&nufl 
cni  incumbit"  in  den  „Novi  Commentarii  Academiae  scientianir 
iroperialis  Petropolitaoae  pro  anno  1773".  Der  Verfasser  i 
darin,  dass  wenn  die  ebene  Platte,  auf  welcher  die  La«t  li*L. 
auf  mehr  als  drei  Stützpunkten  ruht,  die  Bestimninne  der  Drau 
kräfte  auf  die  einzelnen  Punkte  ungewiss  scheine,  denn  es  wSr 
den  doch  mir  die  drei  höchsten  sein,  weil  kaum  eine  Tollkonunm 
Gleichheit    der    Füsse    angenommen    vverden  dfirfe.     Nebm 


Aät'  ätäte  Schwierigkeit  kd  nraeebeD,  an,  dass  die  untere  FlSctl 6 
jener  Platte  nicht  vollkommen  nart,  sondern  gleichsani  niit  einem 
^veictien  üeber£uge  lieilückl  sei,  so  würden  die  Fiisse  in  diesen 
eiuil/in^en,  und  zwar,  nie  man  mit  Sicherheit  voraussetzen  könne, 
im  Verhältnis^  zu  dem  Drucke  auf  diesen  Stützpunkt.  Damit  je* 
duch  Niemand  einen  Anstand  an  Jenem  Ueberzuge  nehme,  sei  ei 
Ja  erlaubt,  die  demselben  xugeschnebene  Nacbc;iebi(;keit  belicliig  aa 
verkleinern,  so  dass  er  zuletzt  die  Beschaffenheit  der  hatten  Plattf 
selbst  annehme. 

Euler  also  ündet  die  Unbestimmtheit  in  der  Unvollkommen- 
heit  der  physischen  Ausl&hrung,  und  nachdem  er  die  Annahme' 
des  weichen  Ueberzugs  gemacht,  sucht  er  dadurch,  dass  er  die 
Nachgiebigkeit  immer  kleiner  werden  und  zuletzt  verschwinden 
ISsst,  Mieder  auf  die  rein  mathematische  Anschauung  zurSck- 
sukomraen;  während  umgekehrt  die  Unbestimmtheit  nur  bei  rein 
mathematischer  Anschauung  besteht,  bei  physikalischer  aber  ver- 
schwindet. —  Dass  bei  rein  mathematischer  Anschauung  wirk- 
lich unendlich  viele  Liisungen  möglich  sind ,  davon  kann  man 
sich  leicht  durch  l'olgende  oetrachtung  überzeugen;  Ist  die  be- 
lastete Platte  an  den  Stützpunkten  nicht  auT  FSsse  gelegt,  son- 
dern an  Schnüren  aufgehängt,  welche  über  Rollen  gehen  und  auf 
der  andern  Seite  gewichtslose  Schalen  tragen,  in  denen  die  Ge- 
wichte so  vertheilt  sind,  daas  sie  der  Last  das  Gl  eich  gewicht 
halten,  so  kann  man  die  Vertheilung  in  den  Schalen  auf  unend- 
lich viele  Arten  vornehmen,  wenn  nur  jenen  drei  Gleichungen  A- 
Geniige  geleistet  wird.  Hier  werden  die  Uruckkrüfle  anf  die  ein- 
zelnen Punkte  nii-ht  durch  die  Elasticitüt  der  Stützen,  sondern 
durch  Gewichte  aufgehoben,  welche  bei  kleinen  Vern'ickungen 
ihre  Grösse  nicht  ändern;  es  sind  also  nur  die  Bedingungen  der 
mathematischen  Aufgabe  erfüllt  und  es  tritt  die  Unbestimmtheit 
der  rein  mathematischen  Lösung  ein.  —  Eulers  Hülfsbetrach-: 
tung  mit  dem  weichen  Ceberzugc  stimmt  dem  Wesen  nach  ganz 
mit  unserer  zweiten  Annahme  (Iberein;  aber  E  u  I  e  r  nimmt  noch  an, 
dass  die  durch  sie  erhaltenen  Resultate  auch  für  vollkommen  harte 
Platten  gellen,  was  jedoch,  wie  wir  oben  gezeigt  haben,  unzuläs- 
sig ist ,  d.i,  wenn  man  sich  auf  einem  andern  Wege  dieser 
Grenze  nShert  und  die  nahe  an  der  Grenze  erhaltenen  Wert  le 
auch  für  die  Gienze  selbst  gelten  Hesse,  verschiedene  bestimmte 
Resultate  für  denselben  Fall  richtig  wRren.  — 

Die  Aufgabe  ist  daher  vollkommen  tinbesitnimt,  wenn  man 
sie  nor  aus  dem  mathematischen  Gesichtspunkt  betrachtet,  und 
wird  ni|r  dadurch  bestimmt,  dass  man  die  der  Natur  gemässe 
Biegsamkeit  und  ElasticitSt  zu  Hülfe  nimmt. 


Durch  dieselbe  Hülfe  können  noch  andere,  sonst  unbestimmte 
Aufgaben  gelöst  werden,    wovon   wir   zwei    Beispiele    anführen 

abe.    Ein  Balken  i 
Fig. 6.)  befestigt, 
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.«  .       L'»  • 


.?T   *l 


9i  aol^MMbBfi   «Ad  4m  8t8«k  ^lAfe^^y  m 'iit 
f 'Ufi'^wMfehiit  Mi^MMMnMddiackt»  «0  m«w 
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oder  die  Kraft  vertheiit  sich  ebenso  auf  die  beiden  Endponicte^ 
*    wenn  ihre  Richtung  nicht  in  die  Richtung  des  Batlcens  fiele. 


Zweite  Aufgabe.  EiooLast  P  (Taf.  VI.  Fig.  7.)  wird 
dnrcb  eine  senltrechte  Stütze  und  s^wei  sqbiefe  Strebei, 
welche  auf  Einer  geraden  Linie  fuftseD,  Setragea; 
welches  ist  der  Druck  in  der  Richtung  jede«  ßalk^DS? 

Sei  AB=:a  die  Länge  der  senicreehten  SCfltai^  ^  und  AD 
^=AD'z=:d  die  der  schiefen  Streben,  werde  der  Funkt  A  nachC 
«n  AC^iCi  berabgedriickt,  so  nehmen  die  Streben  die  Läng* 
DC  9n,  werden  ai^o,  «ven^  CE  senkrecht  auf  At^  am  Aß^H 
frerkfirst  Da  aber  AJEiAC^ABiAJD,  oder  e^ieisszqid^  t» 
finden  wir 

» 

^1  a 


Sei  .iiqii  der  Drvck  in  der  Ricbtupg  der  StOtse 
Strebe  ^/\ir  so-i^t 


Pi^  m  der  jeder 


!• 


A«ä"«^      ^^^ 


eä 


eia 


«nd  da 


Pi+2P,  ?=/>, 


90  ist  auch 


woraus 


Dm«»,  i«  abige  AusdrQcke  eiogvaetat,  gibt  endlich 

d^  a^d 


Sei  z.  B. 


so  wird 


a:=;:3>  d[=:=5; 


Pi=:0,70P,  Pa=0,25A 


XXT. 

Ableitung  der  Sfttse  über  Snpplemen- 
tamchnen  vntf  eo^fn^rte  Durcbmee- 
ser  der  Klllpse  aus  einer  einfachCD 
ffeometrtMdieii  Betrachtungr-  *^ 

Herra  Chr.  Wiener, 

LArar  ier  HatiMMfttIk  u   4w  iShtm  GeweTbicbale  >ii  DKmitaA 


Diese  SStze,  deren  Entwickelunff  anf  aiisIvtUicheiii  Weft 
einige  Weitläufigkeit  verursacht,  sind  seiir  leiL-ht  zu  beneitei, 
wenn  man  die  Ellipse  als  diejenige  Kurie  betrarfatet,  welche 
durch  Projection  eines  Kreises  auf  einp  Ebene  entsiebt  AOe 
Sktze  neb^l  Beweis  lassen  sich  dann  mit  einem  einzigen  Gedan- 
ken  fibersehen. 

Der  Mittel(iunkt  O  des  Kreises  AB-A'  (Taf.  VI.  Fig.  R)  liege 
1n  der  Projection  sehe  ne  ABA',  und  er  selbst  bJlde  mit  dieser 
Ebene  den  Winkel  B'OB=a,  die  Durcbst-fanittslinie  AA'  ^ei  die 
Axe  X,  die  im  Mittelpunkte  errichteten  Nenkrechtcn  OB'  und 
OB  die  Axen  Y.  Die  Ceordinaten  des  laufenden  Punktes  <V 
des  Kreises  in  seiner  Ebene  seien  OP=X  und  PM'^=Y ,  und  die 
seiner  Projection  M:OP-=ix  und  PM^y;  so  ist  a:=X  und 
y=}'cos«.     Die  Gleichung  des  Kreises   ist 

nenn    a^s^OA    seiD  Halbmesser,     und   daraus  folgt    für  die  Piv 
jection 


4Miw,  all  iffoiMiVr  MuMplldft, 

oder  endlich ,  wenn  wir  die  Ordinate  der  Ellipse  Im  Ux^nug 
aepa«=s4  setien  wollen: 

Die  Projecfion  ist  also  eine  Ellipse,  wetj  diese  Crleichong  mit 
derienigen  übereinstimmt ,  welche  ans  dem  gewöhnlich  als  charac- 
tmertische  Eigenschaft  angenommenen  Verhalten  zu  ihren  Brenn* 
potfkten  hergdeitet  wird. 

Wir  wollen  nnn  ans  dieser  Betrachtang  die  folgenden  Sfttse 
herleiten: 

: .  1.)    Der  Werth  der  Sdbtangente  ist  — -j—  »  also  nii- 
abhängig  von  4« 

Liegt  der  Kreis  (Taf.  VI.  Fig.  9.)  vorerst  in.  der  Projections- 
dbene,  so  ist,  wenn  X'  nnd  Pdie  Coordinaten  des  Berfihrungs- 
panktes  HP  der  Tangente  und  PT  die  Subtangente» 

JT'^stg^r'^^ii«— JT'«, 

dalMr 

pr=stg  =  -y— . 

Dreht  sich  dann  der  Kreis,  so  bleibt  die  Projection  seiner  Tan- 
gente die  Tangente  seiner  ProjectioOi  und  es  bleibt  filr  die  Ellipse: 

stg=-p-. 

imabhängig  von  dem  Neigungswinkel  «  oder  von  6^ 

'  3.)    Bilden    die   Supplementarse.linen    AL    und  A'L 
(Täf.  IV.  Fig.  iO.)    fibet  der   grossen  Aze    mit  derselben 

AI 

die  Winkel  A'AL^ß  nnd  AA'Lzizß',  so  ist  tgi3.tg/3'=-^. 

Da  sie  sich  in  dem  Kreise  unter  einem  rechten  Winkel  AUA' 
ndmeiden,  so  ist  für  denselben: 

tgÄ.tgB'sa— 1, 

l>a  sich  aber  die  Pfoducte  der  beiden  Tangenteli  in  der  Ellipse 
md  im  Kreise  verhalten  wie  y*^*.  V^,  d.  i^  wie  6*3  a*«  so  ist 

tg^^tg^'=-l-^- 


3.)  Zle^l  aan  in  der  EIlips«:iirWl,»U«Mi««,^aan 
SKpplem«ntarsehnen  parallele  Gerade  durch  den 
Hittfllpaakt,  aa  aind  diese  oonjugirle  DarcliineBser,  i 
t.  jedef  halbirt  iia  fjystem   der  mit  dem  andern  parallel  geic^ 


D«»n  ideht  tsan  (Taf.  VI.  Fig.  10.)  im  Kreise  solche  mit  einen 
Paar«  v«d  SapptementarMboeo  A'L'  und  AL'  i>araltele  Durch- 
Boaasr  Oßf  nud  ON',  m  sind  fite,  weil  ^ie  auf  einander  sent 
rf|9|^t,«tf^BhF0)dw^rle  DurchroesBer.  Da  nun  auch  die  Projectio- 
n9|^plf«r..flia|fB.]Sfn«ien  (latallet  bleiljeu  uod  sicU  cbcnralb  halb!- 
rq|^,,jB|aM|^t;  M  (rind  auch  in  dtir  Elli|)äe  die  mit  eineia  Pau« 
SoppwiiiMtu'Mbnaa  A'L  imd  AL  parallel  getogeuen  DuKt 
awjy  ÖJf  and  OA  conjuirirte.  —  Für  einen  sdiieTefl  Durcl- 
tf »l|r|f«l^  dar «Wp««^  Gndet  Mese  Eigenschan  ebenrnlta  statt,  wal 
'  d»  la  dMB  Kreb«  jedem  Durchmesser  zukommt. 

&)  O  i«' am  .Eail  punkte  eines  Durchmessers  der  EI- 
ll^«'9«B«gjfDaa^Tangenten  sind  parallel  mit  dem  Co*- 
jngirtea  Darchmesser. 

Dieaea  folat  aaa  der  Kleichcn  Eigenschaft  des  Kreis«« 
(M^Vl.  ff%.  ft.)  , 

'  0lS'  'Dl'«  Sf  Ane  der  Quadrate  zweier  coajngirten 
Dnrchneaaer  Ist  censtsnt  und  gleich  der  Summe  der 
Qsadrata  der  balden  Uauptaxen. 

Ea  iat  nftmUcfa,  wenn  (Taf.  VI.  Fig.  Itt)  OP~QN'=m,  OQ 
=sPM'^n,  m*  +  n*=a*;  uud  wemi  die  b^den  halben  DatA- 
mesaer  OM=m'  uad  0JV=6'  seien^ 

OM*=  Ol»  ^PM^  und  Orf=OQ^+QIf^. 

oder 

«'•^m*  +  7i'cOB*a  und   6''=:n* +iw'co8*a, 
and  hieraus 

..  7.)  Jedes  .um  die  Ellipse  über  ztvei  conjugirle 
DuTcbmesser  beschriebene  Paratlelogramm  ist  glaidi 
dem  Rechtecke  ans  den  beiden  Uauptaxen. 

"*  Da  jedes  solches  Purallelogranim  durch  Projection  aus  einea 
um  den  Kreis  bekehr iebeneo  Quadrate  von  dem  constanteu  Inbilk 
4^*  entsteht«  so  mass  es  stets 

=  4(i«co8ö=2ax26 


&)'.  Die  Gleichnng 
Paar  DanjugirtsDurchm 
axe  bezogenen  analog. 


'V  +  i"^ 


( 


Die  Gleichinig  des  Krdses ,  bezogen  anf  ein  beliebiges  Paar 
nji»irter  Dorehmesser,  ist  2^*4*  F*=a*.    In  derProjecnon  wird 
m  X  und  Yy  x  und  y,  aas  den  conjogirtenDurcbniessem  a  und 
wird  af  und  V,  und  da 

Xixz=za\n^  und    Y\y:=iaib\ 

D  wifd  die  Gleichung  der  Ellipse: 


der 


pä  +  rÄ35=a», 


a'y  +  *'*«*=«'^''- 


'  «0  Sind  OM  und  02^(Taf.  VI.  Fig.  9.)  ein  Paar  con- 
aglcte  beibe  Durchmesser,  und  trifft  die  in  ilf  gesogene 
rangen te  die  beiden  Azen  in  T  und  t^  so  ist 

Im  Kreise  ist  M'TxM'^—OM'^=ON'\  Da  nun  Tif  und 
9iV'  im  geneigten  Kreise  mit  der  Projectionsebene  beide  densel- 
len  Winkel  o  bilden  und  des«wegen  OjYs:  OiV'.  cos^ ,  MT 
slf7*.cosÄ»  ]Ut=]U'f.co9d,  so  folgt  aus 


iBch 


M'T.  cosöxM'f.  cosÄ=  ON'Kco6*d 


MTxm=ON^. 


Dieser  Sats  gilt  noch,  wenn  statt  der  Hauptaxe  irgend  ein 
Paar  conjugirter  Durchmesser  der  Ellipse  genommen  wird,  weil 
BT  auch  im  Kreise  för  jedes  Paar  conjugirter  Durchmesser  gilt 


*: 


^^'^ 


i 


XXVI. 

lieber    die    ^rösste    und    die    kleia 

Kllipse.  welche  dnreli  zwei  ^e^ebei 

Punkte  f;;elit  und  zw4>i  gegebene 

Clerade  berührt. 


Herrn  Fr.  Seydcwitz, 

Oberlehrer  am  Gymnaiinm  xii  Heiligrnnlaill- 


Vergleicht  man  diese  Aufgabe  mit  den  beiilen  oft  behaud 
über  die  einem  Viereck  eingescbrfebene    grüsete    und  imi^ 
bene   kleinste  Ellipse,   2wiBi:hen   welchen  uie,  sozusagen,  i 
inne  steht,  und  crwügt,  doss  die  MitteiiiunkbicurTe  hier  wed^iH 
in  der  ersten,  eine  gerade  Linie,  noch  auch,    wie    In  der  ieli 
ein   Kegel  schnitt,    sondern   ein   System    von    zwei  KegelscMM 
i(st,  so  kann  es  scheinen,  dass  die  Audiisun^  derselben  TerwicW 
lerer   Natur    als   die   beiden  ersteren  sei.     In    der  That  abn  i 
dieselbe   wenigstens  ebenso    einfach  als  jene,    und   einlacher  f 
diese,  indem  die  Konstruktion  ausser  dem  Lineale  nur  nocb  ei 
beliebigen  festen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  gegeben  ist,  i 

Es  seien  in  Tuf.  VII.  Fig.  La  und  b  die  beiden  gegeheM 
la,  und  $b,    die   gegebenen  Geraden,  welche  die  VerhH 
der  ersteren    in   den  Punkten  n,   und  b,    schneiden; 
wol'crn  die  Aufgabe  nicht  Überhaupt  uniiiöglich  werdet^ 
e|)äter    gezeigt   wird,   allemal  zwei    Punkte  p  und  y,  r 
zugeordnete,    sowohl    mit   a  und     li,    als  auA    mit    _ 
harmonisch  sind.     Wegen   dieser  Eigenschaft    sind  l)  i 
p  und  9   angeordnete  harmonische  Pole  der  Geraden  I    ,_ 
die  Geraden   xp    und  it/    zugeordnete     harmonische    Polaf 
Punktes  i,  in    Be/.ug    auf  «len   fraglichen    Kegelschnitt,  (!■  fc- 1 
harmonischen    Polaren  von  p,  q  gehen  wechselsweise   diifck  ■ 
Punkte  r/,  p\  und  die  harmonischen  Pole  von  tp,  tg  li^B  l| 
felitweise  auf  jijr,  tp. 


3». 

SM  Dicht  selbst  der  harmonische  Pol  « 

von  p  verschiedener  Punlil  der  Geraden  tp; 

t.aber  dio    barninnische  Polare   des  Punktes  9  durch  den 

,4uid  auch  durch  den  barmoiiischen  Pol  von  sff,  also  föltt 

■lare  mit  der  Geraden   sp  zusainmeu,  d.  h.  9  ist  der  har- 

■  Pol  von  sp;  und  umgekehrt:  ist  q  nicht  der  harmonische 

^,  Bo  ist  yj  der  hiirmoniHche  Pol    von  tq.     Dass  aber  in 

Igleich  p    von  if  und  q  von  sp   harmonische  Pole    sind, 

Hibar    nur    dann    stattönden,    wenn    t    der    harmuiiische 

ab,  d.  h.  der  Kegelschnitt  enlneder  sich  auf  die  Strecke 

tr  auf  das  System  der  Geraden  ta,  sb  reducirt 

^zerrallen  demnach  sämmtliehe  Kegelschnitte,  u'elche  durch 

o  gehen   und  sa,,   bbi    berühren,  in    zwei   völlig    getrennte 

^a:  in  Bezug  auf  alle,    welche   der  einen  angehören,  ist  q 

rmonische  Pol  von  sp,  in  Besug  auf  die  der  anderen  ist  p 

souische  Pol  von  sq. 


ippe  ins  Aug 


■Assen  zunächst  die  erste  Gi 

Kn  Taf.  Vll    Flg.   l.,  Taf.  vfl.  Fig.  2., 

r 


:,  welcher  auch 
'af.  Vll.  Fig.  3. 


Mitteliiunkti 


«  Ke- 


(Taf.  VII.  Fig.  1.)  ytf  der  ftlit(el|iuukl  irRcnd  e 

itts   der   ersten  Gruppe,  m    und    »1,    die  Mi[tel|iunKie   <ier 

'U'  ab  und  ai6|,    sg  parallel   ab,   und  ausserdem   seien    die 

n  (ffii   und  Mm  gezot;eii,  welche    letztere  die  Geraden  sp, 

^züglich  in  den  Punkten  k,  g,  ^schneide;  ferner  sei  mit 

I  und  treffe  siiii   in   h;  die  Gerade  Die,  welche  ab    in  c, 

trifft,  sei  ebenfalls  parallel  sp  und  gehe  durch  den  Punkt 

'  h  seien  noch  parallet  ab  die  Gerade  wi,    «eiche  vih  in 

I  I  triflt,  und   Mx  gezogen,  deren  Durch  sehn  itts  punkte 

X  und  1  heissen.    Man  setze 


*P=9> 


ji,  Mv^px 


,  Mtt  = 


«BS  vorausgesetzt,  so  kann  man  offenbar  die  Segmente  ;p 
aU  die  Coordiuaten  des  Punktes  M  hetruchten,  indem 
liese,    von  den    festen  Geraden   jmj    und  inm,   begrenzten 

fder  Punkt  lU  auf  lineare  und  einzige  Weise  bestimmt  ist. 
B  nämlich  fest,  dass  für  die  Lage  dieses  Punktes  im 
[sowohl  p  als  r  positiv  sind,  so  wird  derselbe  in  den 
p,  y  oder  d  liegen  milssen ,  jenachdem  p  und  r  mit  den 
+)  und  (— ).  (— )  und  (+)  oder  (-)  und  (-)  behaftet  sind. 
1  der  Mittelpunkt  der  Sehne  ab  ist,  so  ist  die  Gerade  ßlm, 
:ang  nach ,  der  der  Richtung  von  aO  zugeordnete  Ourcfa' 
es  gedachten  Kegelschnittes  ,  oder  die  homionische  Po- 
s  unendlich  entfernten  Punktes  von  ab,  und  weil  nun  die 
ischen  Polaren  zweier  Punkte  der  Geraden  ab  im  Punktet 
hneiden,  so  ist  letzterer  der  harmonische  Pol  von  ab; 
und  t  zwei  zugeordnete  harmonische  Pole  der  Geraden 
1:  daher,   wenn   A  die    halbe  Durchmesserl&Dge  von    iUm 


Da  ferner  m^  der  Mittelpankt  der  Streeke  «|6i  Ist»  ee  äU 
die  Geraden  ng  and  gm*  mit  den  Tanffenten  mui  'nnd  J^  bm' 
nisch,  also  xivei  Eoeeordnete  harmoniaciie  Polaren  des  Pefiktai  % 
Folglich  liegt  der  barmonieche  Pol  der  Geraden  9g  anf  iMi;  » 
gleich  aber  auch  auf  der  harmonischen  Polare  Mm  des  ■umnU 
entfernten  Punktes  von  gg^  folglich  Im  Dnrchscbnitte  f  beMerlt 
nien ;  es  sind  also  auch  f  und  g  angeordnete  haniMmeehe  M 
▼on  JHtttj  und  man  hat  wiederum 

MfMg^J^^ 
Aus  den  Proportionen 

mk:  Mm^izmpimv 


oder 


und 


oder 


MkiMm^=^pi9\mv^=inoihw^^itihd 
MgiMm^szMxipx^sxff-^Tir 

Mf\  mf:=tMw  xmh^=zpx  n 


lUfiMm^sipin-^p 
ergeben  sich  die  Ausdrficke 


n — p — ~ 


folglich  ist 


oder 


oder 


^^•^Ä^-=fS=r^^'"'=^' 


»— p — T     r{7t^'p) 


piQ-r){n-p^r)=zr(n^p)  (^-^-r). 


pl^Q — pnQSiAt'^TTfQ, 


oder 


7t         ^         O 
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Q — p — r p^if 

■- '  * 

r  tt>   Crleiehans    derjenigen    Curve,     welche    ^le    Mittelpmikte    M 

KefireLsehnitte  der  sedachten  Gruppe  enthäftt 


.egelsehnitte  der  gedachten  Gruppe  enthält; 

-;/j;  Wräen  der  letzten  Form»   in  welche    sich   diese   Gleicliuiig 
llraigen  ifissl,  ist  nun  auch,  einfacher  aui$gedrilckt: 

Jene  Gleichung  wird  durch  die  Coordinatenwerthe 
(l>=:0,r=0),  (/>.=:ji;,r=0),  (p=Q*r=9)  und  (j»=jr,r  =  e) 

befriedigt  ElrgSnzt  man  also  dass  Dreieck  smmt  zu  einem  Pa- 
rallelogramm ^miMtt,  in  welchem  die  Ecke  n  der  Ecke  m|  gegen- 
über liegt,  so  geht  jene  Gurve,  welche  offenbar  ein  Kegelschnitt 
ist,  durch  die  vier  Ecken  dieses  Parallelogramms,  und  der  Mit- 
telpunkt der  ersteren  fällt  mit  dem  Mittelpunkte  der  Strecke  Mwsiir 
-samraen. 

Fragen  wir  ferner  nach  dem  zweiten  Punkte,  welchen  einmal 
die  Gerade  sp,  deren  Gieicjiung 

ist,  das  anderemal  die  Gerade  mh,  deren  Gleichung 

p-{-r=7c 
ist,  mit  der  Gurve  gemein  hat;  so  erhalten  wir  im  ersten  Falle: 

j»=dbO  und  r=^, 
und  Im  zweiten 

r=:±0  und  p=»f, 

d.  ,li«  diese  Geraden  berühren  die  Gurve  in  den  Punkten  s  und  m 

Man  kennt  also   vier  Punkte  und   die  Tangenten  in  zweien 
derselbe«,  d.  b.  mehr  als  zur  Ze^^hnung  der  Curve  nothig  ist 

■  .    .  * 

■  •         •  ^ 

Inhalt  der  Ellipse. 


I  .  •   j  • 


Eis  ist  0  der  harmonische  Pol  der  Geraden  kq  In  Bezue  auf 
jeclen  Kegelschnitt  der  ersten  Gruppe;  also  geht  die  harmonische 
Polare  des  Punktes  z  durch  den  Punkt  -  p ;  zugleich  aber  auch 
nach  dem  harmonischen  Pole  von  Map,  weicher  der  unendlich 
entfernte  Punkt  von  Mm  ist;  also  sind  die  Punkte  z  und  iv,  in 
i|i«|Qliem  letzteren  die  Gerade  M:»  wt^  der  mit-  Mm  naiälelen 
Geraden  pf^  geschnitten  wird ,  zugeordnete  barmonische  Hole  yeii 


..■ra^)i.»i».;.«.?5^j5^*A.  js-;-* 


.1  aPTV'" 


■Mm,  nd  MW  hat,  wflM  A  dl«  halb«  PBt«1iiiie«i«iWiig»'y«a  & 
WsaldiMt,  die  GMebint  , 


Ist  nm  9  äei -Vat  d«n  zugeordneten  Durchmessern  lUm  and 
JAI>'  tad  c  «r  cMItaiite,  von!  dan  Geraden  rp  und  »»  eieg» 
8lUo«Miia  niDM;  ••  ht  •  '-^ ^— — 

.  i-.iT,/  siiM<:»>lU  «aal 

....    ;  ..   !^-         -T     '.fc.  »mllSri.l  .it]»iliw^ 

vad,  w«Dn  ^  den  FUebenlDluiU  des  Dreieck«  106  I 

M|P  .1119 ,  «*  sin't  =  ^*. 
HteniDS  folgt: 


Der  Ausdruck  A^B.B\aa  ist  bekanntlich  tm  Fall«  derHypinM 
der  Inhalt  der  DreiecksflScne,  welche  voa  dao  Asymptotn  aal 
einer  Taoeente  begrenzt  wird,  und  wenn  man  ihn  iin  Falle  d« 
Ellipse  mit  der  Ludolphischen  Zahl  multipUcirt,  der  lubalt  im- 
Ellipse.  Dieser  Inhalt  vrird  also  ein  GrDsnea  od«r  KMnstea,  JS' 
nachdem  der  Variabele  Theil  dieses  Ansdröcfcea.  des  wb  H  / 
bezeichnen,  d.  I. 


f=pfT=r^ 

JAn'GrSsstcs  oder  Kleinstes  trlrd, 

FUlt  du  Punkt  M  mit  dwn  Punkte  m  1 
j^Ajüi'rMyiati  M  ist 


/  

2l,  ».«109=^^-5 


nud  ftllt  derselbe  mit  n  xusaninien,  fSr  welchen  p=in,  r=^  ist, 
so  ist 

i<.J?.siny=  ;y — --     -^  • 


Bestimmung  des  GrSssten  und  Kleinsten. 

Aus  den  deiciiungen 

P*^ — p»^=r*«— r»^  und  /==p  W— p— r 
ergeben  idcb  als  Düerenzialquotienten  von  f: 

2r— ^ 

Die  Bedingungen  eines  Gr5ssten  oder  Kleinsten  sind  demnacb 

3r— ^=0  oder  ^— p— r=0, 
d.  b. 

1)  r=3^  und  p=2'»+yj»»-§^9; 

1  1       .  ri n — 

2)  r:=z-^Q  und  pÄ^Ä-y  inr^fnQ; 

3)  r=^  und  |i=0. 
Anss^em  wird  f  auch 

4)  durch  r=0  uiid  p=:0  gleich  Null. 

>sgegcil  ientsprieht  die  Bedingung  2r-— ^==0  weder  ^nem  GrÄMh 
tnfc  noch  einem  Kleinsten.    Denn  fiOr  ^ 

rssi^Q  ist  p—^it±^Vn(7t^Qh 

also 

.-    .  •* 


r 
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M>  vcriiiud«  man  einen  keliebij^eii  Punkt  ^  diese«  Kreises  \uit, 
den  Punkten  a,  b,  a,,  fi^  durch  gerade  Linien,  tvelche  denselben 
sum  zweilenroale  in  den  Punkten  u,  ß,  a,,  ßi  schneiden;  lichedie 
Geraden  oo,  und  ^|3,,  deren  Uurcbschnitt  y  sei,  und  die  Gcradeu 
aßi  und  ßoi,  deren  Durchschnitt  /  ^^'''  i'^^he  die  Gerade  yy'  nnit 
verbinde  den  Punkt  B  mit  den  Punkten,  in  welchen  y/  ^^i 
Kreis  schneidet,  durch  zwei  gerade  Linien;  so  treffen  diese  die 
Linien  aba^bi  iu  den  Punkten  p  und  9.  ' 

Jetzt  lege  man  durch  den  Punkt  f  irgend  eine  Gerade,  wekhe 
den  gegebenen  Kreis  in  zwei  Punkten  schneidet,  verbinde  die  Durcb- 
8cbnitts|iunkte  mit  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  durch  znei  Ge- 
rade und  die  Punkte,  vro  diese  den  Kreis  zum  zneitenmale  schoei- 
den,  miteinander  durch  eine  gerade  Linie;  ao  ist  letztere  mit  der 
durch  t  gezogenen  parallel,  und  es  ist  nun  kraft  der  Eigenschaft 
des  Trapezes  ein  Leichtes,  die  durch  *  und  <ifra,6,  besTenztft 
Strecke  mS  diese  letzteren  im  Punkte  l  zu  halbiren.  Man  lialbire 
nun  noch  eine  zweite  solche  Strecke  tv,  welche  den  Kreia  schnri-- 
det,  im  Punkte  n,  ziehe  vi  und  dir,  die  sith  in  0  schneiden,  W 
dann  if,  welche  dv  in  |  trifft,  ferner  £n,  welche  vi  in  ^  IriSt, 
und  die  ivelche  fv  in  tp  trifft.  Endlich  verbinde  man  die  Paukte 
ff  und  cp  mit  einander  durch  eine  Gerade,  so  hat  mau  die  Linie 
ex.  Mittels  dieser  oder  auch  der  Linie  An  kunn  man  nun  die 
Strecken  ab  und  «i^j  in  m  und  m,,  und  sofort  die  IStrecke  mHl^ 
halbiren,  und  verbindet  man  den  Mittelpunkt  der  letiteren  mit 
demjenigen  Punkte,  in  welchem  fm  von  Ix  geschnitten  wird,  durch 
eine  Gerade,  so  schneidet  diese  die  ex  im  Punkte  u,  welcher  mir 
*  verbunden,  »ie  in  '2),  den  Punkt  a  bestimmt.  Um  nun  auch 
noch  den  Punkt  t  zu  finden,  ziehe  man  von  »  nach  dem  Mittel- 
punkte von  tm,,  welcher  auf  in  liegt,  eine  Gerade,  ziehe  ^^1 
und  verbinde  den  Punkt,  wo  diese  beiden  letzten  sich  treffen, 
mit  dep  Punkte  t  durch  eine  Gerade,  so  bchneidet  diese  die, 
aboibi  in  r. 

Um  nun  endlich  die  Punkte  ij,  u>  und  sofort  M,!^  zu  finden, 
wiederhole  man  dasselbe  Verfahren,  wodurch  oben  die  Punkte 
p,  g  gefunden  wurden,  indem  man  die  Punkte  a  und  b  (oder 
auch  n,  und  6,)  mit  mi  und  z,  und  die  Punkte  Hj  und  6)  (a  nn^ 
b)  mit  ff  und  dem  unendlich  entfernten  Punkte  von  060,6,  ytf 
tauscht.  WSblt  man  nämlich  auf  dem  festen  Kreise  einen  aalcbea 
Punkt  0,  welcher  zugleich  auf  einer  der  schon  vorhandenen,  odef 
noch  zu  ziehenden  mit  aba,bi  parallelen  Linien  li*^gt,  so  schnei- 
det diese  Parallele  den  Kreis  zum  zweitenmale  in  8,,  die  Geraden 
Bmt,  Bt,  Ba  in  «,  ß,  a,  u.  s.  w.  ,  ■ 

Es  sind  nämlich  auch  hier  die  Punkte  ij,  m  eotvohl  mit  n>i 
und  r  als  mit  a  und  dem  unendlich  entfernten  Punkte  harmonisch, 
was  aus  Folgendem  erhellt:  Betrachtet  man  das  der  Mittelpunkt!- 
curve  eingeschriebene  Dreieck  siiim^  und  das  von  den  Tangenten 
in  s,  m,  m,  gebildete  Dreieck,  so  folgt,  dass  die  Tangente  in  mi 
nach  dem  Mittelpunkte  U  von  sp  geht;  folglich  ist  *  der  härm. 
Pol  von  if»!  in  Bezug  auf  diese  Curve.  Daher  gebt  die  hann. 
Polare  von  e  durch  k,  zugleich  aber  auch  dnrch  den  vit^rlen  bar 
monischen  Punkt  zu  s,  e,  Wi,  welcher  ebensoweit  von  »ij,  als  «1 


9n 

von  s  «tilfernt  ist;  Tot^ich  trifft  diese  Polare  die  ex  in  dem,  dem 
e  angeordneten  harmanischen  Pole  i  dergestalt,  dass 


ist,  so  liegen  t,  i  und  t  in  einer  Geraden  i: 


Berücksichtigt  man  die  gegenseitige  Läse  der  gegebenen 
Punktenpaare  a  und  0,  n,  und  0„  so  hissen  lüich  Tolgende  drei  we- 
sentlich verschiedene  Falle  unterficheiden ;  entneder 

a)  liegen   die  Punkte  a  und  6  zwischen   den   Punkten  a,   und 
6,  (Taf.  VII.  Fig.  1);  oder 

b)  die  Punkte  a^  und  bi  liegen  zwischen  a   und  b   (Taf.  VII. 
Fi^.  2)  oder 

c)  beide  Punktenpaare  schliessen  einander  aus  (Taf.  VII.  Pig.3). 
Ein  vierter  Fall:  dass  nur  einet  der  Punkte  a  und  b  zwischen  oj 
und  &|  liege,  ist  nicht  denkhar,  weil  dann  nothwendig  eine  der 
gegebenen  Tangenten  einen  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegenden 
Punkt  enthielte. 

Jene  Punktenpaare  sind  daher  jedenfalls  ungleichliegend, 
und  daher  gibt  es  allemal  zwei  Punkte  p  und  g,  welche  mit  bei- 
den harmonisch  sind.  Diese  Punkte  liegen  in  den  bezeichneten 
Fällen  1)  und  b)  ausserhalb  der  Mittelpunkte  m,  m,  der  Strecken 
ob,  aibi,  im  dritten  dagegen  zwischen  diesen  Punkten.  Insbe- 
sondere  besteht  der  charakteristische  Unterschied  der  Fälle  a) 
und  b)  darin,  dass  iik  jenem  die  Strecken  pm  und  qm  kleiner,  in 
diesem  dagegen  grüsser  als  pmi  und  ^n^  sind.  Da  nun  in  der 
üben  gegebenen  Entwickelung,  welche  sich  auf  den  Fall  a)  stützte, 
die  Lage  der  Strecken  f  und  a,  d.  i.  tp  und  nik,  gegen  die  Ge- 
raden pq  und  fr»!  als  nosltiv  angesehen  wurden,  so  sind  diesel- 
ben im  Falle  c)  ebenfalls  beide  aU  positiv,  im  Falle  b)  dagegen 
(>  als  positiv,  n  als  negativ  zu  behandeln.  Daher  erhält  in  die- 
sem letzteren  Falle  die  Gleichung  der  Mitlelpunktscucve  die  be- 
sondere Form: 

p^l/  -f  pjip= — r*«-frwp, 

welche  offenbar  die  einer  Ellipse  ist,  während  dieselbe  im  Falle 
c)  ebenso  wie  in  «)  eine  Hyperbel  darstellt.  Doch  besteht  zwi- 
schen n)  und  c)  der  Unterschied,  dass  dort  n  kleiner  als  ß,  hier 
aber  n  grDsser  als  q  erscheint. 

Auch  durch  blosse  Anschauung  kann  man  sich  von  der  ver- 
schiedenen Gestalt  der  Mittelpunbtscurve  in  den  drei  Fällen  einen 


I 


,_ ,  Da  nämlich  in  allen  drei  Füllen  i,  ,  . .  ,  ^ 
genten  dieser  Cnrve  Bind,  so  muss  dieselb«  eine  Uyperb«!  s«i, 
tvo  wie  in  u)  und  c)  ircend  ein  Punkt  m,  derselben  nicht  zwi> 
sehen  diesen  |)aritllelen  Tangenten  liegt,  und  «ie  muss  eine  EllipM 
sein,  wo  wie  In  b)  der  Punict  »nj  zwischen  diesen  Tangentes. 
liegt.  Oiess  letzlere  lieea  sicfa  auch  von  vornherein  erwart«;. 
denn  da  hier  die  gegebenen  Tangenten  zwischen  de»  Punkten  tf 
b  hindurehKehen,  so  konnte  der  KegeUthnitt  keine  Parabel  sein, 
also  auch  die  Mittelpunktsturve  keine  unendlich  entrernteo  Punkte 
enthalten. 

Die  beiden  Zweige  der  Mittelpunkfscurve  sind  in  den  Fäl- 
len a)  und  c)  durch  die  Tangenten  ip  und  mh  vitllrg  ron  einander 
getrennt'  Ich  behaupte  nun,  dass  in  diesen  Fällen  derjenige  Zwe'^ 
welcher  den  Punkt  m  enthält,  nur  von  Ellipsen,  und  der  andere 
nur  vnn  Hyjier!>eln  die  IVlitlelpunkte  enthalte.  Denn  aus  den  allge- 
gemeinen  Eigenschaßen  der  harmonischeu  Pole  und  Polaren  ergiebt 


sieh,  dass  die  barm 
Kegelschnittes  gelegen' 
eine  BIlipse  ist,  jeaeeir 
'     '    ■    '        'emaU 


Polare 

)    Punktes, 
al;     dagege 


serhalb  de« 
^nn-  d«rs»Ib« 
»enn  er  eiaa 
Hyperbel'  ist,  niemals  zwischen  jenem  Punkte  und 
dem  Mittelpunkte  des  Kegelschnitts  hindurchgehe. 
Nun  aber  ist  der  Punkt  A-  allemal  der  harmonische  Pol  der  Ge- 
raden p^  in  Beiug  auf  den  Kegelschnitt,  dessen  Mittelpunkt  M 
ist,  und  iwur  eif  ausserhalb  dieses  Kegelschnitts  Uzender  Puoklt 
weil  die  Gerade  pif  denselben  in  zwei  Punkten  a,  b  schnei^-*' 
und  welche  Lage  auch  man  einer  durch  in  gebenden   Geraden 


b  neidet  I 
ben  mag,  immer  wird   der    Punkt  m,   nnd  mit   ihm    zugleitji  m 


Gerade  ptj,    zwischen  die  Punkte  U 
Gerade  ip  und  den  durch  m  gehenden  Zweig  der  Mitlelpunktsctn 
schneidet,  niemals  aber  anischen  die  Punkte,  in  weici'en  sie 
und  den  durch  t  gehenden   Zweig  schneidet,  zu   liegen    kommen. 
Also  gehitrt  der  Punkt  M  im  ersten  Falle    niemals   einer  Hyper- 
Ellipse  an.     De«  Uebergt    " 


bell  und  im   zweiten    niemals 
van    der  Schaar  der  Ellipsen  zi 
Parabeln,  deren  Mittelpunkte  dU 
Mittelpuoklscurve  sind. 
Der  Ans  druck 

.4»i 


der  Hj-perbeln    bilden  xwej^ 
unendlich  entfernten  Punkte  dc| 


«""• 


t 


welcher  in  a)  und  c)  dem  Werthe  r  — Tp    entspricht,     ist 

reell  im  Falle  c),  wo  Jt>f;  kann  .iber  imaginämerden  im  Falle  it); 

wo  n<(|,  und  ist  nur  dann  auch  hier  reell,  wenn  !)7(„8f  ist 

Dass  im  Falle  b)  der  Werth  fflr  p,  wenn  r^^f,  immer  reelf 
ist.  gebt  ip  Uebereinstimmung  mit  dem  Ausdrucke 


--riVa-4. 


W3 

I  daraus  bmnr,  dass  die  Ellipse,  welche  die  Punitle  m  nnd 
'*-"'•  von  jeder  Geraden  Mx,  welche  mit  pq  parallel  ist  und 
I  und  ft^  liegt,  geschailleu  nerden  rousa. 
ine  Hauütfraf^  ist  noch,  ob  in  den  Putdcten  M  der  Kon- 
ion fijr  die  einzelnen  Fälle  a),  b),  c)  ein  Grüsstes  oder  ein 
Kleinstes  von  f  stattfinde?  Suchen  wir  zu  diesem  Zwecke  den 
zweiten  Differeniialijiiotienteii  von  (,  so  erhalten  wir  lilr  die  Fälle 
a)  uud  e): 


'  'P'"  p7r(2r— e)»  ^  P^ 

■nn  hier  rs^s-d  gesetzt  wird: 


yi--i- 


v",-= 


I   sowohl 


vO; 


I  als  V^p— p — r 


*\ 


-  y  jtp  als  V  p— p — r  positive  ^rüs^en  sind, 
und  das  obere  Zeichen  dem,  dem  Punkte  m  zunfl^hst  liegendon 
Punkte  M,  das  untere  dem  entfernteren  entsnricht.  Wir  scblies- 
sen  hieraus,  das  für  den  ersleren  Punict  jW  die  GrOsse  f  ein 
Kleinstes,  far  den  anderen  ein  Griisätes  sein  musa.  Verfolgen 
wir  also,  vom  ersleren  Punkt  M  in  der  Ricbtnng  nach  m  aus-, 
gehend,  den  Lauf  der  ganzen  Mittelpiinklscurve,  so  ist 

im  Falle  a):  die  Grüsse  /'zuerst  ein  Kleinstes,  wächst  sodann 
und  erreicht  in  m  den  Werth 

iräcbst  sodann  fortwährend,   wird  im  unendlich  entfernten  Punkte 
unendrich  gross,  nimmt  dann  nach  dem  Uebergange  zum 
Zweige  fortwährend    ab,   geht   im  Punkte  s  durch  Null   hindurch 
wuchst  wieder,  erreicht  in  n  den  absolateu  Werth 


Jährt  dann  fort  zuzunehmen,  wird  im  zweiten  unendlich  entfernten 
Punkte  der  Curve  unendlich  gross,  nimmt  wieder  fortwährend  ab,  geht 
ia  ni|  wieder  durch  Null  hindurch,  wächst,  wird  im  anderen  Punkte 
M  ein  Grüsstes  und  kehrt  abnehmend  zum  anlanglichen  Kleinsten 

im  Falle  c)  dagegen  ist  /'zuerst  ein  Kleiastes,  wird  in  m.  gleit^ 

M  Vjt — p  ,  '\ 

Wachst  bis  ins  unendliche,  nimmt  ab  bis  zn  Null  (In  i),  wird  im 
anderen  Punkte  Jlf  ein  GrSsstes,  nimmt  wieder  ab  his  Null  (inni|), 
vvird  wieder  unendlich  gross,  nimmt  ab  zunächst  bis  zu 


Icb«D  KMnsten  xuttfc.    > 
M  vor  den  bstd«!!  kB^mn  ' 


linii  1-t  •■.ir.iiiir  vv'"       ■•       ^^" 
riurt  wcHer  akiMi  kehrt  rum  anlKogllcbcD  I 
;|:'''tW»'Vdl.  l^illkAnBt  sich   nach  hier  vor  den  beiden  uuhm  j 

mä>    hm- jiiiti  4m.  lite  Werth  roa  »  dir  r  =  ^?  negaür   ist,  alw 
■^Uii'l   "f-  .11  -liff   -.-1-1 

•oA  f=py  f  — p— f  negativ  wCrde,  waa  unetatlhaft  ist,  f 
■SB  rfch  eriüem,  bss  von  Hana  aue 


r=±pv«-T*-»'i 


wenn  bd  posidMil  p  ^    _ 

cheo  gewSUt  «wl.    Je  nmÄden  aber  I 


ndbden'ahr  I 


/  lat  abo  allMul  posiliT, 
■mathem  g  dae  mlere  Zi 

/=±l» vi — p— ^  i>t.  miiss  auch /*|Bj  das  Vorieichen  J;  erlil- 
teo,  onne  daaa  eoMt  der  AoadrucK  aafür  eine  Aenderung  «rin- 
det Schreibt  rum>  alao  var  dea  oben  gegebenea  Aosdrni'b  ron 
flf\  df»  Zoi^Mi  :2:  und  augleieb  statt  n,  —  n.  ao  wird  deradbc 


r»)^ 


.  Qr-e)  (3r-f)f »  +?;»(>  +  -)  .  ^ 


IB  ftr 


VR^ 


Y[ 


— T^~ 


IQ  nehmen  iat.    Da  nun  (2r— p)3:=_^|J    ist,  so  wird  /"(,),  s* 

wohl  Iflr  p=p'  als  p=p"  negativ,  und  es  ist  aoinit  f  in  bdda 
Fallen  ein  Grfisstes. 

,  Diese  beiden  Maxima  sind  aber  einander  keioeawqgea  gleich; 
denn  schreibt  man  der  Kurze  wegen  statt  V  Ti*-|-Q''>9dashio«« 
Wurzelzeichen,  so  ist  das  erster« 


=G»+v^)V",T^4-+^- 


377 


P^Tcberbaupt  sind  alle  in  den  Fällen  a] 


t«  auf  ihre  Nachbanverthe,  mit    alleiniger  Ausnahme  (lesjenigen, 
iMcbes   im  Falle  b)   dem,   dem   m  zunächel  liegenden  Punlfte   M    ' 
Btsp  rieht. 

'  Vergleichen  wir  Jetzt  Tat.  VII.  FiR.  2.,  so  linden  wir,  dass  f  in - 
fetti  znkizt  gedachte«  Pnnkte  M  ein  Maximum  ist,  nach  m  hin 
bnimmt,  in  wi=iwV^p  +  ;r  ist,  fort  und  fort  abnimmt,  in  m,  diircli 
lull  liindufchgeht,  wieder  zunimmt,  im  andern  Putilcte  31  einen 
elaltv  grössten  Wertb  erreicht,  sodann  wieder  abnimmt,  in  «  von 
Jeuem  durch  Null  hindurchgeht,  dann  zunächst  in  n  die  Grösse 
t^m  und  endlich  tvicder  den  absolut  grJ'msten  Werth  erreicht. 


Der  blosse  Anblick  der  drei  Figuren  reicht  hin,  um  steh  zu 
iberzeugen,  dass  die  in  den  Fällen  a),  ö),  c)  gefundenen  Ver- 
kchiedenheiten ,  .welche  von  vornherein  durch  die  gegenseitige 
Lage  der  Punkte  m,  W|  und  p  bedingt  sind,  sich  nicht  änderen, 
H'enn  man  den  Punkt  p  mit  dem  Punkte  a  vertauscht,  und  somit 
Ist  durch  diese  einzige  Demerkung  auch  die  ani'ungs  in  Aussicht 
^stellte  Theorie  der  zweiten  Gruppe  von  Kegefschnitfeii  gegeben. 

Mit  Rücksicht  hierauf  können  wir  daher  jetzt  das  Gesammt- 
resultaf  der  vorhergehenden  Betrachtungen  in  folgenden  znei  Lehr- 
sätzen aussprechen : 


Lehri 
littelpunkte 


hen,  sindtfuf  die  Umfange  9 
theilt.  welche  unter  sich  (t 


habe 


utitcher    Kegelschnitt 
Tangen-  "      ' 


schnitte  K  ver- 

Punkte  gemein 

det  gegebene     "" 


ft  11  eben 
i-lche  auf  der 
ebenen  Tan- 
welcher  mit 
ille- 


rchschtiittRpunkt 
senten,     den    Mittelpunkt    m    der    genit 
Sehne,  den  Mittelpunkt  i»,   der  Strecke, 
.gemeinschaftlichen  Sekante  dnrch  die  g 
«tnten    bestimmt  wird,   und    den  Punkt  w,  welche 
v,  Dl  und  nii,  als  Gegenecke    des   letzteren,  ein  Pa 
lo^ramm   bildet. 

l>}  Bestimmt  man  zwei  Punkte  p  und  f,  welche  so- 
>^ohl  mit  den  gegebenen  zwei  Punkten  als  mit  den.  den 
gegebenen  Tangenten  zngehürigon  Punkten  harnio' 
>i£ch  sind,  und  verbindet  beide  mit  daem  Durchschnitte 
let  Tangenten  durch  zviei  Gerade  sp,  sii;  so  beiührl 
in  jeder  der  beiden  Kegclscbnitte  A*.  der  eine  die 
■  ne,  der  andere  die  andere  von  diesen  Geraden  im 
durchschnitte  der  gegebenenTangenteti,  u  nd  auaseTde,Tn 
lÄ  Punkte  m  eine  mit  dieser  Geraden  pataWeVe  V.\n\e- 
b«//  x/r.  '2ä 


m 

ü)     Dt«  K«eÄltGhn)tt«  Kslnil  beide  eötW««»  »wi 

Hyiierbetn,  deren  Sehnen  miK]  und  jrt  Inaerbalb  in 
selben;  orler  zwei  Hyperbeln,  deren  Sehnen  mm,  dl 
tn  ansserhah  derselben  liegen,  »der  zwei  EIMpaM 
jenachdeni  die  gegebenen  Punkte  zwischen  den  l^<>'4L 
schnitten  dar  segebenen  Tangenten  und  ihrer  Verblf 
dangsliiiie,  oder  vlillig  augHerhalb  deTaelbeni 
letalere  zwischen  den  ersteren  liegen. 

d)       Im  ersten  und  zireiten  der  an  eb«n  onter«dll| 
denen   Fülle    gibt    es    unzKblige  Ellipsen    und    I 
bell),  aber  nur  vier  Parabeln,  welche  dsrch   di« 
beneo   Punkte    fcahen  und  die  gegebenen   Cäerac  _ 
rdhren;  nfinilich  alle  Punkte  derjenigen  beiden  Zweld 


Kegelschnitte 


alle  Punkte    der    beiden  ande 


efpurikte 


neinschanilii 


enthalten,  sind  Mitteliiu 
nur  die    vier    unendlich 
Parabel  n   angehören.      Ii 
alle  Punkte  der  Keeelsd 
Mittelpunkte  von  tlyper 


I    Falle    dagegsn 


elbif'J 


Unter  Rammtlichen 
gegebene  Punkte  und 
mein  haben,  gibt  es: 


Kegelschnii 


fl)  we 


)    jene    Punkte 


welche    j 
ingenten 

Tangente 


a)  wenn  jene  l'unkte  zwiscben  diesen  Tangente 
liegen,  entweder  zwei  (relativ)  erilsste  und  zwei  (reUÖ 
kleinste  Ellipsen,  oder  nur  eine  (reldtiv)  grü«ste  ni 
eine  (relativ)  kleinste,  oder  keine  von  beidenfe 

6)  wenn  die  gegebenen  Tangenten  die  gesehen 
Punkte  ausRchliessen,  so  gibt  es  allemal  zwei  (r«l*t 
kleinste  Ellipsen  und  zwei  Hyperlieln,  deren  Aeyi 
ptotendreiecke  relative   Grüsate  sind; 

c)  wenn  die  gesehenen  Tnn  gen  ten  «wischen  den  gl 
elienen  Punkten  hindurchgehen,  gibt  ee  allemal  rj» 
yj»erbeln,  deren  Asymptoten  dreiecke,  die  eine«  rc 
ttive,  die  anderen  absolute  GrGsste  sind.  ' 


Besondere    Fälle. 

Dar  behandelten  allgemeinen  Aufgabe  lassen  sieb  folgende 
lue  «abordiniren :  1)  wenn  die  gegebenen  Punkte  .sich  veretnieeo, 
>diircb  ihre  Verblnaungslinie  zur  Tangente  wird;  2}  vrenn.die  bei- 
tn  ff^ebenen  Tängeiiteii  einen  gestrecktea  Win|fiel  bHdeii,  wodurch 
r  Durchschnittspunkt  zum  gemeinschaftlichen  Berührungspunkte 
jml^  md-  3)  wenn  der  Berührungspunkt  der  einen  Tansente  lii 
m  einen  der  beiden-  gegebenen  Punkte  fiillt  —  Es  soll  hier  der 
•le  dieser  Fälle  noch  behandelt  werden.  Er  betrifft  die  Aufgabe: 

Unter  allen  einem  gegebenen  Dreiecke  ein^esch>ie- 
»nen  Ellipsen,  welche  eine  Seite  desselben  in  einem 
»gebenen  Punkte  berühren«  die  gtosste  und  die 
Lelnste  zu  finden.  ^ 

Da  hier  n=:Q  ist,  so.  geht  die  Gleichung  der  Mitteipunkts- 
pnre  in  den  Fällen  n)  und  c)  in  folgende: 

(p+r)  (p—r)  =  (p—r)Q, 

I  k.  in  die  beiden  einlacben  p+r=z^  und  p^-^^O,  und  folglich 
m  Cufve  selbst  in  ein  System  zweier  Geraden  über.  Die  eiiie 
ieser  Creraden  ist  sm  oder  tp,  die  andere  verbindet  den  Punkt 
^  mit  der  Mitte  von  sm. 

Im  Falle  b)  behält  jene  Gleichung  die  Form  der  Ellipse;  er 
t  aber  unmöglich ,  weil  keine  Tangente  durch  den  Berührungs- 
mkt  m  emer  anderen  Tangente  geheim  kann. 

Der  Ausdruck    . 

^lWsin«9*?=^^=^-2l-^' 

l Jelzt  iRii^riscb ,  da  A^O  und  f^n^^O  wird;  wir  müssen 
naher  tum  Behuf  der  Ant^endung  auf  den  Jetzigen  Fall  erst 
rmen  y  Indem  wir  auf  den  früheren : 

nrüchgehen  4 

1^    Es  let  nänilicli 


'     =E— i  und  m^=  gtüi  -^mntff 


Igficb 


»* 


Dieaer  Ansdrack  «rird  =0,  wenn  p-fr  =  p,  d.  fa.J 
dmN  SlttetpoDlrt  der  I^te  m  aneetaOrt,  ist  =A 

gagaa  ^-r-rssÖ  und-zo^wcb  )'=3p>  so  isl 
und  dieser  Msdrack  Ut  ein  Grösstes,  treil 


D^nkt  man  sich  endlich  den  gegebenen  Beruh rangspbnkt  Terinder- 
licb,  so  wird  A*B*a\a*tp  um  so  erüsser,  je  kleiner  das  Dreied; 
tmmi  A.  h.  die  Strecke  mm^  wird,  und  wird  demnach  ein  Man- 
mum  mazimoruni .  wenn  m  mit  m^  zusänimen(äl1t>  Dann  Ut,  «reon 
n  die  Lndolphisehe  Zahl  bezeichnet,  der  Inhalt  der  Ellipse 

die  Linie,  deren  Gleichung  p — r=0,  (Hllt  mit  derVmie  «nii>  «^jl 
daher  der  Mittelpunkt  d«  Ellipse  mit  dem  Schwerpunkte  iM  I 
Dreiecks  8n,A,  zusammen.  ' 


Mi 


Lehrsatz    3. 

OerMittelpttnkt  der  grossten  unter  alleoEUipsen, 
eiche  einem  gegebenen  Dreieck  eingesehrieben  sind 
nd  eine  Seite  desselben  in  einem  gegebenen  Punkte 
erühren,  ist  der  Schwerpunkt  desjenigen  Dreiecks, 
elches  von  dem  gegebenen  Berührungspunkte,  von 
^m  Mittelpunkte  der  sedachten  Seite  und  von  deren 
fegenecke  gebildet  wird,  und  zwar  ist  der  Inhalte  di>e- 

3V3^ 
er  Ellipse,  multipiicirt  mit  -s — *  die  mittlere  Propor- 
ionale zwischen  den  beiden  Dreiecken,  in  welche  das 
ejgebene  Dreieck  durch  die. nach  dem  gegebenen  Be* 
[fnrungspnnkte  gehende  Transversale  zerlegt  wird. 


1  -i   . 


Lehrsatz    4» 


Der  Mittelpunkt  der  grSssten.  unter  allen  EUip- 
en,  welche  einem  gegebenen  Drei  ecke  eingeschrieben 
er^en  können^  ist  der  Schwerpunkt  dieses  Dreiecks, 
nd  die  Berührungspunkte  sina  die  Mittelpunkte  der 
rei  Seiten;  und  zwar  verhält  sich  der  Inhalt  dieser 

lllipse  aum  Inhalte  des  Dreiecks  wie  ariSVsi 


r.        ?. 


.     ■       I'  III   ,(.  1'  '  ^aüÜit'iu  •tA-intii.::'- 


Veber  die  Ton  Polarea  und  Afffa^ 
ptotenchorden  ein^bttlllen  Curreii' 


■  imm.Q'fiM^ßiiäi 


> :  OMMaiHi-iM- WlMitv'MirfMIM -M 


rr^ 


,   ^jirA   .(    , 


^t'tn 


In  einem  (rOheren  Aufsätze  (Tbl.  XII.  Nr.  XXVII.  S. 
wurde  Hie  Beziehung  der  Asymptotenchorden  zu  den  Diagonalö. 
des  Vierecks  nauli gewiesen  und  hieran  die  Ableitung  mehrere 
geometrischer  Relationen  geknüpft.  Uiei  soll  Das  etn-as  ireiter 
ausgeführt  werden,  was  am  Schlüsse  jenea  Aufsatzes  nur  in  Bllgr, 
Kürze  erwähnt  worden  war,  die  Bestimmung  nämlich  «ler  van  dit- 
sen  Chorden  eingehollten  Cui¥aar  wenn  sich  der  Po^  in  gegab» 
ner  Bahn    fortbewegt 


Die  Gleicfanng  eines  Kegelschnitts  sei 

Entwickeln  wir  zuerst  die  Gleichung  der  Asymptol 
desselben  Glr  dea  Pul  xf,y'\ 

Verl^en  wir,  ohne  Aenderung  der  Axen -Richtung,  den  A» 
fangspunkl  der  Coordinaten  in  diesen  Punkt,  so  wird  die  Gl^ 
chung  A=0  fibergehen  in 

oder  in     * 


9W 

üd,    da  bekanntlich   die  Gleichuog  der  Asymptotenchordea  des 
LüCuigspanktes  fSr  da»  nrsprOoglicEe  Sl 

mr,  wM  nie  jetzt»  fftr  den  neoen  Anlknp^nkt  «k  Pol«  aeia: 

+ /Ja:^  +  Zyy' +  24a:' + « =0 . 

Cm  ü/fMi^  wunder  in  d«n  fv^^iorea  Coordmate«  aoszadracfcen, 
at^maii  bloss  g—^  statt  y,  ^ — j:'  statt  x  eiazosetzen,  d.  h.  zum 
tmwnXk^n  AnninespvDkte  ziiracbBiikelM*en«  Diese  Sabsttliition 
ftr  miäk  d^en  Redactioneii  die  Glelobuiig 

(1)    (y'  +  aa?'  +  y)y  +  («y  +  /J.T'  +  d)«: 

elcher  auch  die'  Fpt» . 

(y-yO» +8a(j?-a:0  (»-»0  +  «at-.»'>»=  Ä 

egeben  werden  kann»  als  <lie  ge«u«bte  der  Asypaptotenchorde 
tr.  deo  Pol  V,  y'  und  die  Directrix*)   Sl^. 

IHe  Dilerential^elchnng  von  (I)  wird  sein: 

(V)  («t+^)(y-yO+ö>+«^)(^r-^)=0, 


^ 


Gaoz  apalpg  wtfrde  sich  die  ailsemeine  Gleichung  der  P^faren 
1er  Berührungschorde  entwickeln  lassen;  doch  flfbren  wir  diese 
ptwickelung  um  so  weniger  aus,  als  das  Resultat  ein  bereits  be- 
Mimtos  itft.    (S.  Flacker  Entw.  8.  1S7.). 

8le  beisst 


m^—m^"^***'^^''^^ 


*y    8#  wfilleA  wir ,  wie  am  S«Mna9e  de»  f riiberen  Aofsatie»  bainerkt 
■rde,  den  gegeboBcn  Kegelschnill  atnaen. 
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(2)     (ff'+*ti'+y)y  +  («y'+/Jj:'+ö);E  H  yy'  +  «j/  +  «=0. 
Ihre  Differenlialglckhung 

Dasa  (t)  und  (2;   |>araltel    sind    iiikI  (tass  erstcre  die  F.(llfe^ 
nuiiR    der    letzteren    vom  Punkte  a^,    if   halbirt,     ist  bekxnnl 
ISsal  sich  aua  den  Gleichungen  ersefaen. 


'" '  fea  lassen  sich  schon  leicht  folgende  Resultate  angeben: 
>.   >Au8  Glelcban;;  (1)  ist  ersichtlich,  dass  sieb  alle  Asvinptot 

ehorden  dann  im  Anfangspunkte   schneiden,    wenn   die  Bahn  <l 

Poles  ein  Kegelschnitt 

5«  +  2«3:3/  +  |5:r*  — E=0 

ist.  Nun  int  aber  dicHCr  der  gegehenen  Dlrectrix  fibnllch  xcA 
ähnlich  liegend  und  schneidet  xie  überdies  in  denselben  beidn 
Punkten,   nie  die  Polare  des  Anl'angsimnktes ,  da 

Hieraus  ergibt  sich  also  unmittelbar  der  Satz: 

Schneiden  steh  ähnliche  (und  ähnlich  liegende)  Kegelscbollte. 

was  immer  in  zwei  Punkten  stattlindet,  so  treffen  sich  die  Asvni' 

Stotenchorden  fiJi  alle  Punkte  dos  einen  Kegelschnittes  als  Bubn 
es  Poles  in  Bezug  auf  die  anderen  als  Uirectrix  in  zwei  feslen 
Punkten,  die  erbaltert  werden,  wenn  man  an  die  Direktrix  du.  na 
sie  von  der  Bahn  geschnitten  wird,  Tangenten  zieht,  deren Uumli- 
scbnitts|iunkt  ein  solcher  fester  Punkt  ist.  Liegen  diese  Punkte 
in  unendlicher  Entfernung,  d.  h.  geht  die  Bahn  des  Poles  durch 
die  beiden  Endpunkte  eines  Durchmessers  der  Dlrectrix,  so  irei- 
den  die  Asymptoten  ehorden  unter  sii-h  parallel  sein. 

Wendet  man  dieses  auf  den  Kreis  an,    so   rssultirt  der  inte- 
ressante Satz  (Taf.  Vlll.  Fig.  I.]: 

„Uie  Halhiruncslinivn  der  Tangenten  paare ,  die  man  ron  bell 
gen  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  liegenden  Punkten  an  ei 
anderes  Kreis  zieht,   schneiden  sich  in  einem  festen    Punkte.' 

Eine  tveitere 'Betrachtung  der  Gleichung  (I)  zeigt,  ilasa,  >^ 
sich  der  Pol  auf  der  Geraden  oy+|3j-  +  Ä— 0  bewegt,  nelcn» 
der  Axe  der  x  parallelen  Chorden  der  Directris  halbirt, 
ptotenehorderi  parallel  der  Axe  der  x  sind;  bewegt  er  sieb  I 
g^eii  auf  der  Geraden  y^ax^y^^Q,  die  alle  der  Axe  der  j 
ralTelen  Chorden  halbirt,  so  sind  sie  der  letzteren  Axe  par 
Mit  anderen  Worten:  Bewegt  ftieh  der  Pol  auf  einer  dvcb  i 
Mittelpunkt  der  Dircctrix  gehenden  Geraden,    so   sind  die 
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ptuvtencliordeB  -  (md  Polarea)    dem    sageordneteD   Duicluaaicer 
p«ralleL 

■  tiß,  führt  dieses»  wenn  man  deo  DurchschDltt  der  Geraden  mit 
der  Directrix  zum  Pole  wShIt»  zu  dem  tfekapnten  Satze ,  dass  die 
Tangeote  am  Endpunkte  eines  Diameters  parallel  dem  zügeord-^ 
neten  ist. 


kt  die  Bahn  des  Poles  eine  gerade  Linie,  so  haben  wir,  da 
die  Polaren  in  diesem  Falle  einen  Punkt  umhüllen,  bloss  Das  zu 
bMÜcksichtigen ,  was  uns  die  Asymptotenchorden  geben.  Wählen 
wir  die  Bann  zur  Axe  der  :r,  so  haben  wir  aus  der  nun  anzuneh- 
menden GleiehuDg  derselben  y'szO»   so  wie  aus  den  Gleichungen 

(I)  nnd  (10  ai',  y'  und  ^  zu  eliminiren.    Mittelst   y'  ==  0   wird 
deichang  a)    («*'+y)y  +  (iJ^+*)«— 2  ^''^*^'*^^~**' 

oder 

ßx'ssag  +  ßx. 

Dm  WerHi  von  x'  in  (1)  substituirt,   gibt  als  Gleichung  der  ge- 
suchten Cmhfillungscurve  . 

(3)     (ay+ßxy^  +  «%+2»a:+«)  ±=0, 
also  ^ne  Parabel. 

•  Setzen  wir  ,., 

ay-{-ßa!=n,    2yy  +  2da?f  f^£; 

«O  IM' 

die  Gleichung  derselben,  welche  demnach  die  Grade  £=;0  da  be- 

.  rflhrt,  wo  «=0,  die  ein  Durchmesser  der  Parabel  ist ,  sie  schnei* 

I    dbL    Da  üoer  die  Ordinaten-Axe  keine  Bestimmung  getroffen  war 

j    ^ä  ii:=0  eine  dem  zugeordneten  Darchmesselr  des  der  Axe  der 

;    ±  patf'ällelen  Durchmessers  parallele  und  durch  deo^  Anfanffspankt 

der  Cöordinaten  gehende  Gerade  ist;  so  wollen  wir  als  Axe  der 
.  «  eine  in  der  eben  angegebenen  Richtung  durch  den  MitMpobkt 
!    der  Directrix  gehende  Gerade  ansehen. 


I 


"HMÖLhiie  £=0-ist  sSenhar  di«  A^ymptotencborde   fiir  ia^ 

Durclti<<;hiiitU[>unl[t  dieser  Geraden  mit  der  Bahn  den  Poles  ik 
B«iug  aul'  den  ßttt;cf>tinon  KrgcItichiiiU  uls  Direclrix  and  die»' 
nm&S,  nach  dem  um  .Scliluftite  des  vorhergehenden  Abscbnittei 
Gesagten,  der  Bahn  des  Poles  parallel  uein.  ^ 

Bei  der  eben  eingeliihrten  Ueettimmung  der  Kweileo  Axe  bt 
der  Gleichung  der  Directrix  a  und  d^O,  indem  letztere  elnereeilc 
auf  dieselbe  Ate  als  Dun^hmesser ,  andererseits  auf  eine  deoi 
zugeordneten  Uiamcter  derselben  (lurallele  Linie   bezogen  ist. 

Als  Gleichung  der  restiltirendeii  Parabel  hat   man  also 
(SO    ^^«+ä„  +  .=0 


wie  leicht  a  priori  geschloseeo  iverden  konnte,  da  —  r-auch 
aus  der  Gleichung  der  As^mototenc Horde  den  Anfangspunktes  ab 
Durchschnitt  derselben  mit  der  Axe  der  y  resultirl. 

Ist  die  Direclrix  eine  Parabel,  so  erhellet  leicht,  da  di« 
Aaymptotenchorde  in  diesem  Falle  die  Tangente  in  dem  Piinklc 
ist,  wo  der  vom  Pole  aus  u^ezogene  Durchmesser  die  Parabd 
trifft,  dass  Directrix  und  Einhfillungscurve  zusammenfallen.  Die- 
ses ereibt  sich  auch  aus  der  Betrachtung  ihrer  Gleichungen,  die 
dann  identisch  werden.  Da  n&ndich  dann  ^=a*  ist,  so  wM  di> 
Gleichung  der  Directrix 

(^+«3;)«  +  2/y  +  2dj;  +  £=0, 

und  ganz  Dasselbe  wird  Gleichung  (3)  fSr  ^=a*. 


nfache  Construction  der  Umhül- 


Man  hat  demnach  folgende  e 
lungscurve  (Tal.  VIII.  Fig.  2.): 

Durch  den  Mittelpunkt  O  das  gegebenen  Kegelschnitts  Eiehe 
man  eine  der  Bahn  AB  parallele  Lime,  cnnstruire  den  zugeord- 
neten Durchmesser  und  verlfingere  denselben,  bis  er  die  Bann  in 
Punkte  P  schneidet.  Für  P  als  Pol  ziehe  man  die  Asymptoteo- 
chorde  st  zum  Kegelschnitt,  ■velciie  der  Bahn  parallel  sein  wird, 
und  construire  eine  Parabel,  welche  letztere  da  berührt,  wo 
jener  Durchmesser  sie  Echseidet,  und  die  denselben  ebenfaltä  tarn 
Durchmesser  hat 

Geht  die  Directrix  in  em  System  zweier  Geraden  über  (Taf.  Vffl. 
Fig.  3.),  (WiV,  ;tf/V'),  so  hat  man  (Entw.  S.  131.),  da  berciö 
di«  Axe  der  y  so  gelegt  wurde,  dass  «  und  d  verschwaiideih 
d.  h.  hier  «o,  isutu  sie  daa  IStück  ab  haltiirt,  noch  c  =  y*. 


oder 

Die  Gleichung  (30  der  resnitirenden  Parabol  «ird  dMW 

SO  dass,  wie  durch  Sobtraction  beider  Oleiehungen  erhellet»  y^sO, 
d.  h.  die  Axe  der  x^  gemeiDschaßlicbe  Chorde  ist.  Die  Pacabel 
berfihrt  demnach*)  das  System  in  den  beiden  Pmikten-  ä  mid  4, 
wo  die  Bahn  des  Poles  es  schoeidei  Sie  berührt  feroer  die 
Asyniptotenchorde  mit  4es  Ao&iigsfuRfctes  O,  die  leicht  zu  eon- 
stmiren  ist»  so  dass  man  drei  TaogoDtÄi  derselben  und  die  Rich- 
tung des  Durchmessers  kennt«  ' 


■    \ 


Ist  die  Bahn  des  Poles  ein  Kegelschnitt»  so  wird  die  Ent- 
wickelang der  Von  den  AsymptotencDorden  eingehüllten  Curren 
•ehr  complicirt  Am  einfachsten  scheisA  folgendes  Verfahren  su 
sein: 


Man   lege  die  Coordinateaaxen  Wf   daas  der  An&ogsmokt 


Die  Gleichung  der  Directriz  ist  As=iQ,  die  der  Bahn 


dann  hat  man»  wenn  die  Gleichlingen  y^ax^  -^:=:afx  die  neuen 
AxeQ  bezeichnen»  a  und  a'  aus  den  beiden  Gleichungen: 

aafAl«^(a+af)+ß'=zO  (Entw.  S.  13&); 
oder  aus 

a— ex' 


zu  bestimm^n^  woraus 


0    S.  SchloM  des  frühere«  A»fia|«e«< 


wodurch  a  qdcI'  o'  TerschwiodeB. 

Man  liat  demniiGb:'  -  ' 

GleichuDg  der  Bahn: 

y«  +  |J'a^ + MV =0=  Ä' ; 
DifereDtiaIgleicIii)ng  der  Bahn: 


» 


Gleichung  der  Asymptotenchorde  fBr  a=±0: 

(y-yO*+/5(*-^*=Ä'; 

Differentialgleichmg  der  Asymptotenchorde  fiSr  a=0: 

«rorans  ^^,  a/,  y  in  elimfaiirefi  Ist 

Die  Combioation  der  beiden  Differentialgleichungen  liefert: 

^    3'—  (ß'-ß)x'+ßx  +  S' 

Letzterer  Werth,   in    die  Gleichung   der  Asymptotenchorde 
substituirt,  gibt  für  x'  die  kubische  Gleichung: 

ß*y*  (x—x')*  +  mS-8')yHx-aO 

+  /Jt  (|S'— /J)a:'  +  /Ja:+«|  ix-'af)'*—Sl'(ß'—^ 

=  a'(ßx  +  S)-ii-ö')*y'.' 

oder,  X — x'^sv  gesetzt, 

__  Sl'iß'x-i-i)  -  (g  -  y)«y«  -  . 


mod  die  'gefandenea  WcttTO  m  die  Gfeidmng  dSr  BaniTzii  enb* 
sOtudren,  wodurch  im  AllgeAeioeii  ei^  iüarre  ISteo*  fimdfn  fr«^ 
eidtirt 

Es  ist  (aus  dem  fridfer«^'  Anfsatzi^  befcabM,  dass  diese 
Curve  durch  die  Punkte  g^ht«  weiche  .Bahn  und  Dicectrix  ge- 
meinschaftlich habenr  Liegen  also  beide  Kegelschöitte  ganz  ans 
einander,' so  #ird  auch  (fie  Cur^e  sie  nicht  sehqeideii»  isonst  alier 
in  zwei  oder  vier  oder,  im  BeriihrungsfaHe ,  in  eitfem  oder  in  drei 
Pttokten,- deren  Coordinaten  sieh  durch  Elinmatloin  yen  jr  oder  f 
aus  den  beiden  Gleichungen:  .     '  '  '  ■  '^ 

und 

«qgebtti.  •:•••.■.•'• 

dliid  Bahn  und  birectrix-  ähnliche  und  fthnlich  liegende  Ke-^ 
gelschnitte,  so  ist  0^=0,  ß'=ß'  ^'^^  vorstehenden  Ausdrfteko' 
fer  a  und  af  werden  in  diesem  Falle  ungültig;  man  hat  bloss  die 
eine  Gleichung 

aa'+ a(a+aO +j3=0, 

mit  welcher  die  zweite  identisch  ist,  wie  auch  zu  vermuthlsn  war, 
weil   in  diesem  Falle   zwei  zugeordnete  Durchmesser  dier  einen 
Curve  stets  zwei  entsprechenden  (lir  die  andere  parallel  sind.    In 
diesem  Falle  reducirt  sich  die  Gleichung  für  v  auf  den  zweiten  ^ 
Grad.    Sie  wird  ^  « 

;  Bezeichnet  man  . 

■•'■.■■■■'.-.•.       "       ■  •  •         ■  .    .  •■  ., 

V  Ä'(^arf«)(/SyH*>— *(*—*') V  ™'*  ^' 
-so  wird  die  Gleicliung  der  Umliflilungscarve : 

ßy*  { (ßx+S)  (ßy*+t)  -  tf{Ä-4')y  dbyilV^  I  ■ 
+  ß(ßx+i)*{x(ßy*+S)Vß  +  (S-i')y*Vßl'm* 
+  2S'Vß  (ßx+g)*  (ßy^+S)  { x(ß^+d)  Vß  +  (8-l')9*VßT  n\:=0. 

Sind  Bahn  und  Directrix  Kreise,  so  ist  j3  =  l 


*)    Im  Allgemeiiieii  moMdie  61elt;hang  der  Corre  lem: 


und  dl«  CüeiehoBg  it*  Cmve  * 

+ a*'(»+J)V»-«)  l  *(»»+*)+ (»-«0»*  1=  »I 


ireleke  beUen  Ictxtoren  GMchangsfr  sieh,   knfgoiSat»    auf  dsat 
Punkt  reduciren,  wie  im  Anfange  auch  geseigt  ward«« 


i^k»^M««Mtf*> 


Betrachten  wir  diejenigen  Carren,  die  durcb  Elnhfillimg  vm 
Polaren  oder  BerührungschordeD  erzeugt  werden,  wenn  der  Pol 
sich  auf  einem  Kegelschnitte  bewegt,  so  erleichtem  wir  ms  die 
Untersuchung  dadurch,  dass  wir  di«  verschiedenen  Arten  der  Baha 
einaeln  einfOliren. 


a)    Die  Bahn  ist  eine  Ellipse  oder  HyperbeL 

Beziehen  wir  sie  auf  zugeordnete  Durchmesser,   so  dass  iiir 
dijs  Gleichung 

haben,  deren  Differentialgleichung 

Ist. 

Substituiren  wir  letzteren  Werth  in  Gleichung  (2') ,  so  resdtirt 

Dies,  in  Gleichung  (2)  substituirt,  gibt 

^  ^  a*  (ccy+ßa:  +  d)«  J-  b^(y+ax+y)* ' 
woraus 

Dies,  in  die  Gleichung  der  Bahn  eingesetzt,  gibt  nach  einigen 
Reductionen: 


im 

(4)    ä«f«|r  +  /to+«)«±*«(^+«r+y)t=(„+&r+*)« 

te.GMebang  der-gMcchtta  UoMIliiMsaine,  weieM  alMi  von 
^iMltoii  Art»  WM  dt»  Baba^  d.  b.  «im  Ellipse  oder  Hyperbel 
ein  wird ,  je  nachdem  es  jene  ist. 

Setzen  wtr 
0  geht, 

Metzt,  wo  ofo»  ^o  d^®  MittelpenktS'Coordinaten  der  Dlrectrix 
ind  >  Glekhoog  (4)  fiber  in 

eiche  Gleichnne  nicht  den  Fall  umfassen  kasn^  wo  die  Oiroe 
iz  eine  Parabel  ist,  weil  dann  die  Lioien  17=0  und  |==0 
arallel  werden.  y3fo~h^^o;f  <  tnuss  immer  positiv  sein,  weil 
er  Mittelpunkt  der  Directrix  in  positiver  Iliclbtung  -jenseit  der 
reradeo  y^-fdor-f  ^  =  0,  der.  Asymptotenchorde  des  Anfanes 
egt.  Bezeichnen  wir  den  Ausdruck  mit  t',  so  ist  ersichtlich, 
i^ss  die  Curve  durch  dep  Durchschnitt  des  Systems  a*ifi^:Jtb'^^'=dd 
od  der  Geraden  ^Toi^-f-^oS— Vs=:0  gelit.  Ihre  Gleichung  verein* 
ebt  sich,  wenn  man  eine  der  Coordinatenaxen  durch  den  Mittel- 
ankt  der  Direetrix  legt,  wodurch  Xq  oder  ^0  >rerschwindet 
^&hlt  man  z.  B.  die  Centrale  von  Bahn  und  iMreetrix  zur  Alte 
sr  st 9    so  verschwindet  jfo  ^^  ^^^  Gleicbong  der  Corvo  wird 


»  dass  die  Axe  der  {  etn  Durchmesser  Ist  und  die  der  n  dem  zu» 
^ofdneten  desselben  In  der  Entfernung  ^-f^—m    parallel     iSdft 

ie  schneidet  die  Axe  der  %  in  den  Punkten  ±  rV^dbl»  also  nur 

r  den  Fall  der  Ellipse,   die  der  ni  in  den  Punkten  — -|^« 

Die  Polare  des  Mittelpunktes  der  Directrix,  als  Anfangspunk- 
ts der  £  ^nd  1;,    in  Bezug  auf  die  gefundene  Curve,  ist  ^=2^ 
so  der  Axe  der  £  parallel.    (Taf.  VIII.  Fig.  4.). 


* 
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*    • 


•  •. 


•iH  T*  vrO  -^«y^»  wt^w  4  ^  t^1ifi[%^»> 
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(5)   4i«,=(4iVf^Jbl-<P- 

ir*  fifll  «U»  oiUr  j^  steht  mbr 

Di«  Corve,  eine  Hyperbel»  geiit  du«^^«T^,.r'yrw. 

laden  t=0  nnd  i}s=0  mit  der  Genden  ^f— ; 

Sind  Directris  nnd  Bnhn  eoneentrleeh,  m  Iü  ^sm^O  ^ 
OiniDfcnnt  (IQ  gtiit  ftir  in  i..  f  ■• .:    i..' ■:.!  r,.:vf>Np  ^if 'v".* 

/ '■'*  r/''\'.\     Till   lJri:ijT*;nt' 


•  •     1,  •- 


ist  in  diesem  Falle«  wenn  die  Babn  eine  fifl^pne  tat^«  dta  pireclns 
ein  Kreis  und  die  Gleicbung  desselben  ar^-f^'^^v^»-  ao  ist  die 
reanltirende  Curve  die  Ellipse  a^^.-|-//*j;*=rS  «die  alao  mit  der 
Bahn  a*v* -t- b'^x*=:a%*  concentrisch  ist.  Ist  die  fiabn  seibat  ein 
Kreis  >  d.  b.  bat  man  zwei  coDceotriscbe  Kreise,  so  ist  0*=^*=/?*. 
Die  resultirende  Curve   ist  dann  ein  dritter  concentriacfaer  Kreis 

^*  +  a:^^=^jg^'    Der  Radius   desselben   ist  also -g  =59,    ao   dass 

airspriR     Es  ist  auch  in  der  Tbat  io  Taf.  VIIL  Fig.  4.   a.,  da 
X)nz=zOn': 

OmiOns:zOn:Op. 

Ganz  analog  verbält  es  sieb,  wenn  die  Babn  eine  Hyperbel  bt 

Für  den  Ausnabmefall»  wo  die  Directrix '  eine  Parabel  ist,  hat 
man  /}:=«'.     Dann  gebt  Gleicbung  (4)  fiber  in 

(6)  a*[a(y  +  «ar+y)  + d — ay]'  + 6*(y+<ur +y)t 
Nimmt  man 
00  bat  man 


SOS 

(6')        ij«s=(««a«±6^  +  2a«a(Ä-«y){  +  a«(«-i«y)«, 

Den  K^elsdmift»   für  den  die  Linie  |=0  ein  Dtameter  Ist  ond 
e  Linie  i/siO  dem  angeordneten  lo  der  Entferniing 

iraliel;^  Er  schneidet  die  Linie  £=0  in  den  Ponlcten  :jbci(^— ov). 

ie  Gleicliung  desselben  vereinfacht  sich ,  wenn  man  die  Axe  aer 

so  legt,    dass  sie  ein  Durchmesser  der  Directrix  wird.    Dann 

uss  in   der  Gleichung  der'  letzteren  a=:0  werden,    und  es  ist 

=y-f  y*    Also  Gleichung  der  Curve: 

h.  eine  Hyperbel,   wenn  die  Bahn  eine  Ellipse  ist  und  umge 
rfirt*    Auf  der   Linie  i9=:0  schneidet  sie  die  Stücke  4-  ad ,    auf 

5r  Linie  {=0  die.Stöcke  ±^  V^Tl  ab.    (Taf.  Vill.  Fig.  6.). 


I         b)    Die  Bahn  des  Poles  ist  eine  l^arabeL 

Ihre  auf  zugeordnete  Durchmesser  (Tangente  und  Durchmes- 
$r)  bezogene  Scheitelgleichung  sei  y^=z^px\  Nach  den  bekann- 
m  Etiminationen  ergibt  sich  als  Gleichung  der  Curve 

+  aa:  +  rss^s  €»y+jJa?  +  *=iy  gesetzt,  gibt 

ne  durch  deii  Durchschnitt  der  §  und  ff,  d«  b.  durch  den  Mit' 
ipunkt  der  Directrix  gehende  Hyperbel.  Legt  man  die  Abscis- 
»D«Axe  durch 'den  Mittelpunkt  der  Directrix,  so  geht,  da  yo^O, 
')  fiber  in 

0  dass  die  Curve  auf  Axen,  die  zugeordneten  Durchmessern,  pa^ 
aiel  sind,  bezogen  ist.     (Taf.  VIU.  Fig.  6.}. 

Ist  auch  die  Directrix  eine  Parabel,  so  hat  man  als  Gleichung 
ler  Curve 

i?(»+«>»?+y)*=2(ry+Äa:^f)  f«(^+aar+y)+*— «y]  • 

TbeilXIV.  'W. 


^  / 


d.  h.  bMlelrt  nun  die  Üithn  uuf  diejenige  Tangente,  die  xuglekh 
.(«In  Pfrriwf^m  der  Directrix  ist,  bo  nifd  y^ü,  also  die  v«- 
AI«bMide'GI«iiüiuog  ^ __^  ',      - 

.'..vi-^r' v" .  ■;  ■.p«(*^fe+a>»'.'.',-v-..i. 

pj)«-2«Sij— 2*1=0. 

.      Dianelbe  iat  lüso  eim.HypA'M^^elchfl  durch   den  Darct-  ^ 
wjbnitttpnnkt  der  Geraden 

■T  '.■  '  •t'==0  wi..-'l *?:!?:  ^l'-i 

CoB^  4M«m  zom  Durobraessm  fcat,    iefztei_  _ 
CoaKtraction  bietet,    da  >j=0  und  |=0  nach  di 


beksiinte  LiBira  sind,  keine  weitere  Sehvr 
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ITeber  die  Begirandiingr  der  Theorie 

der  elliptlscbeii  Fimctionen  durcli  die 

Betraelituni?  nnendiiciier  Doppel- 

produete. 

Von 

Herrn  Ludwig  Schläfli, 

Doirenten  der  Mathematik  zu  Bern. 


Bekanotlicb  werden  die  elliptischen  Functionen  sinamo:, 
'^9amXt  JhXxhc  nnendlich  gross  oder  verschwinden  der  Reihe  nach, 
•^enn  der  Werth  des  Arguments  a;  resp.  die  Formen 

2mK+  (2n+l)«'  V^ ,       2mK  +  2nK'  V=4 , 

C2m+l)iS:  +  2nir'\r=T ,  (2m+i)K  +  (2n+l)  K'V-i 

^nimmt,  wo  m,  it  beliebige  ganze  Zahlen  und  K,  K*  die  den 
beiden  complementären  Moduln  %,  hf  entsprechenden  vollstSndisen 
elliptischen  Integrale  der  ersten  Art  bezeichnen.  Sie  sind  also 
gleichsam  als  Brüche  anzusehen  >  deren  Zähler  sammt  dem  ge- 
■Heinschaftlichen  Nenner  ganze  Functionen  von  unendlich  hohem 
>tvad  0ind>  deren  lineare  Factoren  die  Form 

M^beo.  Von  dieser  Beschaffenheit  sind  nun  die  von  Jacobi  in 
i^inen  Fundament is  Novis  mit  Hund  B  bezeichneten Functio- 
^tti.  Während  aber  in  diesem  vortrefflichen  Buche  die  gebroche- 
nen pder  eigentlichen  elliptischen  Functionen ,  wie  sinam^r^  d«a 
Ausgangspunkt  bilden»  von  dem  aus  durch  eme  wvxw^«\W\« N «t« 


nwooMi  riiDcniHicR.  wie  &x,  eelangt  wird,  so  treten  aiidererBeU 
dt»  BigenMlwftMl  der  elliptischen  tunctioneü  überhaupt  nicht imi 
dar  ta  dn  hdUa  Ltdt ,   iverm  man  von  den  ganzen   ellipliacbet' 


SM 

kettang  von  Trwulbimationen  zuletzt  zurT&eotTö  aer'gänxei 

«_-i.__  ■»__.« _.     ^  .   ijgj  ivird,  60  treten  andei 

tunctioneü  überhaupt  nithtnäe 
__    ..       ..       _.  ..       an   von   den  ganzen    ellipliacbet' 

__, ,  oder,  WQS  dasselbe  ist,   von  unendlichen  Doppal' 

prodocteD  uuigebL  Diesen  Weg  bat  Cayley*)  eingeschlagü^ 
und  Elienstflin''*)  hat  das  Wesen  der  rra'gllcheu  Doppelpiodndi 
e1n«c  ariir  geauMi  Dntersuchong  unterworfen.  Wenn  man  inmö^ 
licbatsr  KBne  di«  bekannten  Sätze  über  die  alliptiscben  Funcü» 
ncn  bflTreUen  wiU,  so  scheint  mir  der  genannte  umgekehrte  W«S 
dteaen  Zweck  sni  besten  zu  erreichen ,  besonders  wenn  man  die 
danns  entsteheode  Schwierigkeit,  dass  ein  und  dasselbe 
Doppelprodact  je  nsch  der  Anordnung  seioer  Factoren  ver»:hi^ 
dene  Werthe  dubiatet,  darch  ge«rmetrische  Hiilfsvorsteiluageii 
erloicfatert.  ElneBDilMtand,  der  ihngn  freilich  bekannt  sein  mussle. 
■dtdnen  mli  beide,  Caylev  und  Eisenstein,  nicht  erwfihnt  M 
haben, '  iutm  nSmdb  von  den  unendlichen  DoiiuelprodiKtea  «■ 
eTiie  in  den  Fandsmentis  novis  noch  unerledigte  Frage  obM 
grecee  Mibe  mteclileden  wird.    Die  beiden  Integrale 


in  denen  die. Variable  x  rexp.  die  zn-fschcn  0  und  1  It^ntSi 
reellen  und  die  zwischen  0  "und  +a:V~^  liegenden  rein  inia^- 
ren  Werthe  nur  einmal  durchläuft,  haben  offenbar  jedes  einen  eia- 
aiffen,  bestimmten  Wertb,  mag  der  Modul  A  rein  «der  compla 
■ein.  Bezeichnet  nun  1  irgend  einen  der  n  +  1  Moduln,  welch» 
•ich  aas  dem  reellen  Modul  k  dnrch  eine  Transformation  tod  d«i 
ungeraden  Ordnung  n  ergehen,  so  sind  bekanntlich  nur  zviä 
Werthe  von  A  reelf,  die  n— 1  übrigen  sind  contfile^s,  und  wean^ 
^'>f—l  die  Werthe  der  obigen  bestimmten  Integrale  bezeicbaen, 
falls  darin  k  durch  X  ersetzt  wird,  so  liefert  die  in  den  Funila- 
mentis  entwickelte  Theorie  der  Transformation  dafür  die  Ausdrucia 

nM  nja  ' 

wo  ja  den  Multiplicator  und  a,  3  ungerade,  8.  y  eerade  ZdJ» 
bezeichnen,  die  der  Bedingung 


hirvrM  e(li|iiic  noctlons. 


I  IV.     Maihefi  1845.     On  tb 


,  **)  Grelle'«  Jonraal.  XXXV.  Cmaiie  Un(»«nrbni>>;  der  nnewlltchi 
B»(>pdprodncte.  (Septbr.  IMT.)  Eb™dn,.  XXVII.  Ben.erltonsei.  id  <f< 
•lliptiavheD  und  AbuUuben  Tran sccnilen teil.     (Jub.    18«.) 


[ 


a6-ßy=:±t, 

uud  ausserdem   noch    einet   liiieareR   Oongruenz  geiidgen , 
der    besondern    Art  der    Tranarnnnation    wter    Ordnung    abbä[i| 
«ber  ßr  die  m — 1    complexeii  Moduln  A  werde»  dort  A,  A'V-  - 
uicbt  völlig  bestimmt.     Auf  uueerm  Standpunkte  wird  sich  zeigen, 
dass    diese    Bestimmung    nicht   in    allgemeiner  Weise   gescheiten 
sondern    von    dem     jeweiligen    numerischen  - Werthe    von 

'  abhängt. 


ibbärigt ; 

A'sT-i 


»er  die  Anordnung  der  Pactoten  des  i 
prodncts  und  fiher  die  Oonvergeni 


nendlichen   l>o|i(>et- .. 
desselben. 


■an  denke  sich  ein  System  recfativinkliger  Coordinaten  in  der 
le;  dessen  ürsitruiig  sei  O  und  P  irgend  ein  durch  die  Ab- 
B  p  nnd  die  Ordinate  q  bestimmter  reeller  Punkt.  Die  An- 
Niang    dieses    Punkts  P  gelte    als   Zeichen   für    die  complexe 

^..  j(+oV  ^1,    so  wird  jeder  comptexen  oder  reinen  Grösse 

Tm  reeller  Punkt  in  der  Ebene  entsprechen  und  umgekehrt.  Dann 
■teilt  der  Abstand  OP  Atn  Punkts  vom  Ursprung  den  Modul, 
md  der  Winkel,  um  weichen  sich  OP  von  der  Abaciseenaxe 
^gea  dio  Ordinatenase  hin  eDtfernt,  die  Amplitude  der  Grösse 
f+vV  — 1  dar.  Es  seien  a,  b  zwei  beliebige  Grössen,  deren 
bezeichnende  Punkte  A,  B  nicht  mit  dem  Ursprung  in  eine  und 
dieselbe  Gerade  fallen,  so  entspricht  der  Formel  ma-\-nb,  wo  m, 
n  ganze  Zahlen  bezeichnen,  ein  System  von  über  die  ganze  Ebene 
Eerstreuten  Punkten,  die  sämmtlich  durch  ein  Netz  mit  ^OAB 
tongruenter  Dreiecke  unter  sich  verbunden  sind.  Mit  einem  Halb- 
uesser  k,  der  die  Dimensionen  des  Dreiecks  GAB  weit  öbertrifft, 
»eschreibe  man  nun  aus  dem  Miltelpankt  O  einen  Kreis  und  bff- 
ichränkc  das   Doppelproduct 


1 


^n- 


ma  +  nb 


Liif  alle  diejenigen  Facturen,  welche  innerhalb  des  Kreiseä  befiod- 
ich«n  Punkten  ma-\^iib  entsprechen,  mit  der  einzigen  Ausnahme, 
lass  in>  Nenner  der  dem  Ursprung  O  entsprechende  Factor  Oweg- 
"SWt ,  w&hrend  in)  Zähler  der  demselben  Punkt  entsprechende  Fac- 
:or  J  stehen  bleibt.  Es  fragt  sieb  nun,  ob  die  Function  i  von  x 
ur  einen  unendlich  gross  werdenden  Halbmesser  k  einen  bestimm- 
:cn   Granzwerth  hat. 

Da  jeJem  innerhalb  des  Kreises  k  gelegenen  Punkt  ma-^nb 
Bin  ebenfalls  innerhalb  liegender  diametral  entgegengesetzter  Pnnkt 
ma  —  *b  entspricht,  so  darf  man  auch  setzen: 


in'ilae  Uoppclproduct  n  all«  vom  Kreise  k  umscfaloesciienl'uiiliti 
JiHt  Ausimlim«  des  UreprungH  O  nmrasst.  -  WJnl  der  bc|rln£eiHll 
Kreta  hin  auf  den  Halbmestt-r  k"  erweitert,  so  soll  die  l'unetioni 
In  1'  abergtitien ;  danD  Ist 

wo  das  Uapj>elnroduct  alle  Factoren  enthalt,  welche  denzwUchm 
beiden  conceotrischen  Kteisen-A,  /t'  belindlieben  Puiiklen  nut-f-"' 
eotsprechon.  Geht  man  zu  den  Logurithincii  über,  go  verwanilttt 
sich  das  Doppel prodnct  in  eine  Doppelsiinitne  mit  dcnsribeoGrl» 
sen,  und  niumt  mau  den  Modul  von  ^  als  sehr  klein  in  Ve^Mch 
mit  U  an,  ffo  kann  man  rechts  die  Logarithmen  in  coaiW' 
geote  Reiheo  entwickeln;  man  bekümmt 


■WoyJ-L^I^- 


^^-jj5—  2-**f(^;f„ft)*—  ete- 


Mmt  IBBR  in  dem   oben  erwähnten  Netc  rnu  Dreiecken 
mit  4ß    parallele»  Geraden    weg,     go  bleibt  ein  Netz  von 
gmeoteti  Parallel ngrammen  zurück;  der  Inhalt  eines  derselben  sä 
o  ynd  positiv,  so  ist,  wenn  der  Factor  von  V— -1  in  der  eoi 
en    Grösse    -  positiv  Ist,   d.  b.  wenn  der  Winkel  AOß  des  Pf 
«allelogranims   swischen  ü  und  n  liegt,    und  wenn  a',  6'  die  co» 
jngirtoii  Herthe  von  a,  b  bezeichnen, 

a'b—ab'  =  2cSr—i-  '   '  ' 

Dann  kann   die  Doppelstimme 


*  ima+nb)* 

füglich  mit  einem  Doppeliiitegral  verglichen  werden,  worin  c  durcb 
das  Flächenelemcnt  und  ina  +  nl>  durch  die  seinem  Orte  entspre- 
chende complexe  Zahl  ersetzt  ist.  Schreibt  man  in  Jedes  von  M 
Peripherie  des  Kreises  &  durchschnittene  Parallelogramm  denB^ 

tragp  und  addirt,  so  giebt  die  Samme  etne  vngefKhr«  VotsM^ 
lang  von  der  GrSsse  des  Fehlers,  den  man  begeht,  wem 
man  wirklich  das  Do^tp  ei  integral  an  die  Stelle '  der  Doppd 
summe  setzt    Derselbe  ist  also  nicht  grüsser  als  von  der  Ordnnng 

r  Und  muss  daher  heim  Unendlich»  erden  von  k  Terschwindni' 
Aus  demselben  Grunde  kommen  die  in  der  recbten  Seite  der  obi- 


bleichung  auf  das  erste  folgenden  Glieder  nocli   neniger  i 
|cht,  da  sie  den  Ordnungen  Ti'  Ti>  ■—    angehüren.     ist  nun 
die    fflr    ma  -f  nA    gesetzte   continu'irlich    veränderliche 
,  80  ist  rdrdip  das  Flächenelement;  folglich 

j  —  —    C     I       I  -(t-2fV-J    d<pdr=0 

|acm  Fehler  von  der  Ordnung  -r-  Mao  hat  fiir  ein  betichi' 
kl|gii>nent  x  mit  endlichem  Modul  die  Function  i  beim  unend- 
I  Wachsen  roii  k  einen  eioeigen  beetimniten  Wertli. 
ies^  Beweis  gründet  sich  wesentlich  darauf,  dass  dielnner- 
Jes  dos  Doppelproduct  begränzenden  Kreises  liegenden 
E  ma-^nb  paarweise  einander  diametral  entgegengesetzt  sind, 
kIi  das  Dojipelprqduct  zu  einer  ungeraden  Function  von  x 
Hält  man  den  Ursprung  O  und  den  begränzenden  Kreis  U 
^nd  versucht  es,  das  System  der  Punkte  parallel  mit  sich 
'di  zu  verschieben,  so  dass  die  Eigenschaft  der  diametralen 
I.Dtgegensetzuiig  je  zweier  Punkte  bleibt,  so  kann  diess  nur  auf 
Irei  Arten  geschehen,  indem  der  Punkt,  der  früher  in  O  »ar,  sich 
esp.  in  die  Mitte  jeder  der  drei  Seiten  des  Dreiecks  OAB  he- 
^nt.  Weil  aUdanii  der  Ursprung  leer  bleibt,  so  sind  alle  drei 
intstehenden  Doppelprudncte  gerade  Functionen,  Ich  bezeichne 
lachCavIej-  alle  vier  Doppelproducte  reap.  mit  yx,gx,Gx,iSx*), 
e  Dachüeui  ein  Punkt  des  Systems  in  den  Ursprung  O  oder  in 
lie  Mitte  von  OA,  oder  von  OB,  oder  endlich  von  AB  fallt.  Um 
liese  vier  Functionen  noch  deutlicher  zu  deüniren ,  will  ich  unter 
ineru  System  von  Punkten  zugleich  das  Doppelproduct  aller  den 
inzelnen  Punkten  entsprechenden  complesen  Grössen,  mit  Aus- 
chluss  der  Null,  falls  diese  sich  darunter  befindet,  verstanden 
rissen,  und  bezeichne  die  vier  fundamentalen  Systeme  von  Punk- 
m  nach  einem  einzigen  zugebürigen  Punkte  resp.  durch 

ir  jedes  dieser  Systeme  hat  der  begränzende  Kreis  von  unend- 
ch'  wachsendem  Halbmesser  den  Ursprung  zum  Mittelpunkt.  Vcr- 
thiebt  man  nun  eines  dieser  vier  Systeme  parnllel  mit  sich  selbst 
immt  dem  begrSnzenden  Kreise,  so  dass  nunmehr  der  itlittel- 
asÄi  des  letztern  die  endliche  complexe  Grösse  x  darstellt,  und 
ividirt  das  so  veränderte  System  durch  das  entsprechende  fun- 
imentale  System,  so  ist  der  Quotient  reap.  eine  der  Functionen 
tt  ffx,  Gx,  (Sx.  Sie  niögeu  ganze  elliptische  Functionen 
jiBsen. 

In  Betreff  der  Convergenz  der  drei  letzten  Doppeiproducf« 
r  ,  Gx,  (Sx  braucht  bloss  bemerkt  ku  werden,  dass  auf  diesd- 
■n  der  oben  Rir  yx  geRihrte  Hewei«  nnTPründeri  öbcrgetragen 
frden    kann. 


{•  ■■!. 

Uebcr  die  vcracliietleiicn  Darstellungen  einer  tiixl  derselben 
ganzen  clliptiechen  Function. 

Der  Werth  eines  der  beschriebenen  Doppel  produ  de  tilD{ 
nur  von  der  Lage  der  Puiiklo  ab,  auT  ivelche  es  sich  heiieb 
das  Netz  von  Purallelograminen,  durch  welches  diese  Putible  tc 
bunden  sind,  ist  dabei  völlig  sieichgällig,  Es  seien  daher  m,^ 
vi',  n'  ganze  Zahlen,  nelcbe  «Ter  Beilin!;ung  mn' — m'n-=\  genS 
gen,  und  man  ivird,  wenn  man  a  durch  ma\-nb,  b  durch  m'a-\i/ 
ersetzt,  dassellte  Punktensystem  (0)  erhalfen  wie  vorher;  mir  Ö 
an  die  Stelle  des  Paralleln<;ramius,  dessen  Seilen  den  conipleM 
Cnnstanten  n,  b  entsprachen',  ein  anderes  von  gleichem  Inhnltl' 
den  Seiten  ma\-nb,  m'a^n'b  getreten.  Man  bat  daher  sofor 
indem  man  die  Consfanten  a,  b  mit  in  die  Dezeicbnung  einer  gl 
een  elliptischen  Function  aufnimmt. 


y{x,  a,  b)  =  Yf^' 


«+nfi. 


a+n-O). 


Die  Mitte  der  durch  ma-\^tib  dargestellten  Seit«   des  secundä 
Parallelogramms  fSIII  in  eines   der  fundamentalen  •Systeme 


(srorm^ 


je  nachdeju  m  ungerade,    r  gerade,    oder  m  gerade,    n   iingettd 
oder  endlich  m  und  n  zugleich  ungerade  sind.     Dann  wird 

ff(x,  ma  +  nb.  m'a+n'b) 


ff  ix 


a,  b),    G(x,  a,  b),    iS[x.  a,  b). 


Wie  sich  die  Sache  in  den  anderen  Ghiilichen  Fällen  verbäll,  l 
daher  leicht  zu  heurtheilen.  Nur  mag  bemerkt  n*crdea,  dac 
wenn  alle  drei  geraden  Functionen  mittelst  der  neuen  Daistellnl 
(ma\-nb,  m'a-^n'b)  in  sich  selbst  zurückkehren  sollen,  die  beid< 
Zahlen  in,  n'  ungerade,  die  beiden  anderen  in',  n  gerade  sei 
milssen. 

Gieht   es  unter  den  unendlich  vielen  Darstellungen  «iner  A 
derselben  ganzen   elliptischen    Function  eine,    die    sich   vor  sjh 
Obrigen  auszeichnet?     Diese  Frage  hängt,    wie  wir   später 
werden,  mit  der  im  Eingang  erwähnten,  einen  complexeo  UAUstn 
mirten  Modul   il  betreffenden  Schwierigkeit    enge   zusanimeD.    S 
ist  mittelst  der  geometrischen  Hü Ifs Vorstellung  leicht   zu  e 
den.     Nümlich  unter  den  zahllosen  Dreiecken  von  sleicben 
welche  anstatt  des  anlänglichen  Dreiecks  OAB  gebraucht 
kcinncn.    um  ein  und  dasselbe  System  (0,    a,  b)  von  Punkteo 
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sogen,  giebt  es  nur  eiit  einziges  Bpltzninkliges,  und  dieses 
vorhanden.  Nur  Menn  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mDs- 
10  giebt  es  zwei  verschiedene  gegen  einander  svmmctriscii 
Kode  Netze,  »eiche  aus  euci  gynimetrisclien  recotvunkligen 
lecken  hervorgehen. 

Um  zu  zeigen,  dass  es   nur  ein  tipitzwinkliges  Dreieck  geben 
,  nehme  ich  an,  XOAB  sei  ein  solches,    OA  seine  kleinste 
I    nird  das  entsprechende  Netz  ein  Syislem  mit  OA   pa- 
lpler Geraden  enihallen,    deren  Abstand  der  auT  OA  scnkrech- 

E  Hübe  des  \OAB  gleich    und  daher  gnlcser  als  -a--OA  sein 

OPQ  sei  ein    anderes   mit  OAB  gleich    grosses  Dreieck, 

tches  dasselbe  System  von  Punkten  erzeugt,    so  tstebt  es  uns 

das  Eck  P    auf  der   nämlichen    Seite   von  der  verlängerten 

iden  OA  zu  Sachen,    auf  welcher  auch   ß  liegt.     Suchen  wir 

^1  der  durch  ß  gehenden  Parallellinie,  so  dürfen  wir  Q  mit  A 

himmenlallcn    lassen,    überzeugen    uns    aber  leicht,    dass    das 

e  Dreieck  an  seiner  Grundlinie  einen  stumpfen  Winkel  bekoin- 

i  wird,  sobald  P  nicht  auch  mit  B  zusammenfallt.   Suchen  wir 

ier  P  in  irgend  einer  entfernteren  Parallele,  z.  U.  in  der  zwei- 

dritlen  n.  s.  f.  und  ziehen  dann  durch  Q  eine  Parallele  mit 

,    welche  OA   in   üf  schneidet,    so   wird  wegen  des  gleichen 

rits  der  beiden  Dreiecke    OAB  und   OPQ    das  Stück    OJU 


eich  , 


OA,    also  kleiner  uls   ; 


^ 


V3'  ^3 

_Bisl  der  Abstand  der  zuerst  erwähnten  Parallellinien  (OA)  sein. 
Also  ist  jedenfalls  der  Abstand  der  Parallelen  OP  und  iVQ  oder 
die  aus  Q  auf  OP  geföllte  Hübe  des  Dreiecks  OPQ  kleiner  als 
die  auf  OA  senkrechte  Hübe  des  ursprünglichen  Dreiecks.  Da- 
her kann  die  Spitze  Q  nicht  auf  einer  der  Paralleltiuien  mit  OA, 
welche  OP  nicht  schneiden,  gesucht  werden,  wenn  die  Winkel 
O  und  P  des  Dreiecks  OPQ  spitz  sein  sollen.  Die  Spitze  Q 
muss  also  auf  einer  zwischen  O  und  P  durchgehenden  Parallel- 
linie gesucht  werden,  und  zugleich  muss  sie  ausserhalb  eines  Krei- 
ses liegen,  der  OP  zum  Durchmesser  hat.  Nehmen  wir  den  un- 
gfinsUgsten  Fall,  wo  OP  nur  bis  an  die  zweite  Parallellinie  reicht, 
nod  bezeichnen  durch  L,  J)l  die  beiden  Punkte,  in  denen  die  durch 
B  gehende  Parallellinie  von  OP  und  MQ  geschnitten  wird,  so  ist 
iiV  jedenfalls  kleiner  als  der  Radius  LO  =  LP;  folglich  zlOiVP  , 
ein  stumpfer. 

Ich '  gestehe ,  dass  dieser  Beweis  einer  für  die  empirische  An- 
schauung sehr  einleuchtenden  Sache  ziemlich  weitläufig  erscheint. 
Der  algebraische  Beweis  leidet  an  dem  nämlichen  Uebelstande. 

'  Soll  das  AO./4B  spitzwinklig  sein,   so  genügt  es,    wenn  die 

reellen  Theile  der  beiden  complexen  Grössen  -  und  ^  positive 
fichte  Brüche  sind.  Wenn  also  die  Punkte  P,  Q  den  complexen 
Giussen  ma-^ntt,  m'a-t-n'b  entsprechen,  no  die  ganzen  Zahlen 
m,  n,  m',  n'  der  Bedingung  mn' — ni'n^l  genügen,  so  müssen 
auch  die  reellen  Theile  von 


•  ^ 


Mio  mIL    Nun  Ist  aber  .ii^^yWivjbavh^^ 


i 


li'tjiJ '»■■»*•.   ■-  •      ■••'■■ 


>   •      ^  »j .^ T "  V  •  .  ■  '■      "(m-ffii^XI  +  f  .Kuli   (Ty^ : ^flf^.  */»l»r«ia^  j 


i* 


•  1  '  . 


t. . 


s  *    •        I  »/...>-■•  i  .  ■  •  ■ 

«lii  pdiKIvtr  ädbtfr  Bimh,  wtnm  nr  pMiUiv  .inid  gitt— er  tls  — i 
Ut.    Ebenso  ist  der  reelle  Theil  von  ^j,  , ein  positiver  ächter 

Brach j»    wean  n  positiv  nnd  grOsser  als  — m  ist»    folgltcb  eb  ne- 

«itKrer  achter  Bruch,  wenn  ^^n  positiv  und  grOsser  als  m  ist 
ebniiches  gilt,  wenn  zvl  m,  n  Accente  gesetst  werden.  Wir  dfii' 
fen  nun  jedenf^ls  m  als  positiv  annehmen  und  schRessen  vorhat 
diejenigen  FUlle  von  der  Betraehtnng  ans,  wo  eine  der  ZaUn 
m,  n ,  m',  n*  verschwindet.  Dann  siira  mn*  und  m*n  zugteich  po- 
sitiv oder  zugleich  negativ.  Im  ersten  FaHe  sind  m,  v^  posmr 
und  entweder  auch  1^,  n  positiv »   folglich  die  reellen  Theile  vm 


'« 


a 


ma-^-nb 


und 


a 


fnfa  +  n*b 


positive  ächte  Breche.    Bezeichnen  wir  einen  solchen»  ahgesdwi 
von  seinem  Werth»  durch  s,  so  tnQsste  zugleich 


folgUiJtO»  und  zugleich  n^n'  sein»   was  nicht  angeht    Odü 

aber  mf,  n  sinil  negativ.     Dann  wäre  fmnderhin  der  rselte  Thrf 
von 


^  gleich  einem  ächten  positiTen  Bruche  e,    und  es  mässite 

•>0   sein,    was   unmöglich   ist.  — *    Wir  kommen  uan  xaat 

ten  Fall,  wo  tlie  Producte  mn'  und  m'n  zueleicii  negattT  sind. 
icfi  also  m  positiv,    n*  negativ  und  entn^eaer  tn'  negathr  und 

sitiv,  folglich  der  reelle  Theil  von ~-t-  offenbar  negativ, 

aoK^uschfiessen  ist.  Oder  aber  es' ist  m*  positiv  und  n  ne- 
.  flier  sind*  nun  wieder  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Ent- 
r  ist  — »  kleiner  als  m,  folglich  auch  -— ii'<w';  also  sind 
eellen  Theile  von 

g  a 

ma-^nb*    mfa+n'6 

ive  äehte  Brilche,    und  man  bekömmt  iär  die  reellen  Tbeiie 


ma'Ynb  '  ma'^nfb 


invereinliaren  ßedii^ungen 


-"'+*<t.  rügl^i. 


W^M» 


-^«  — nr 


^  

*  alMT  «*-*-si  i«t  grSaser  als  m^  folglich  auch  -^it^>  m^    Dann 
die  reellen  Thetle  von 


mo+no'    m*a\n*b 

tive  ächte  Brfiche,   so  dass  man  die  ebenfalls  unvereinbaren 
Bgungen  x 

it.    Wir  sind  nunmehr  anzunehmen  genuthigt,   dass  eine  der 

Zafalett  mp  n,  mf,  n'  Null  sei.    Setzen  wir  z.  B.  mfs=0,  so 

mt=:l,    n^=cl   und  n  bleilyt  «Dfoesümmi     Dann  soUie  der 

3  Theil  von      'T"     ein  positiver  achter  Bruch   sein.    Oiess 

b 
ber  unmöglicf^  wegen  dei  rücksichtlich  —  gemachten  Voraus- 
ingen.    Durchgeht  man   alle  einzelnen  Fälle,    so  findet  man, 

.       «  ,      «      .     m*a+n*b         ,, 

mniev  allen  mftglichen  Formen  des  Bruchs   ^^l^j^  nur  diese 
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I 


„ '      a-b  '       ~b 

den  gemachten  Anrorderungeit  gciiil|fen.  Diese  lieziehen  sich  ab« 
»uf  ein  lind  datiaellte  Üreieck  ÖAB.  Uieses  ist  also  das  einzitfl 
spitxwinlilige  Dreieck,  aua  trelclieiB  dasselbe  PuakteDsystan  (j 
n,  b)  erzeugt  »erden  kann. 

Wenn  ein  Svatem  von  Punkten  durch  irgend  ein  stuniDfwInl 
liges  Dreieck  OPQ  erzeuet  ivorden  ist,  so  debt  es  im  Allge 
nen  immer  ein  B]iitzivinklige8  Dreieck,  welcnea  dasselbe  f\ 
von  Punkten  erzeugt,  und  welches  durch  folgendes  Verfahren  g 
fuDden  »erden  kann. 

Wenn  P  der  älumpfe  Winkel  dos  Dreiecks  OPQ  ist,  so  ueb^ 
man  durch  Q  eine  Parallele  mit  der  Grundlinie  OP,  s«  wird  die^ 
selbe  eine  Reihe  von  Punkten  des  gegebenen  Syslenis  enthalt« 
deren  Abstände  sSmmtlich  gleich  def  Grundlinie  OP  sind.  " 
ist  unter  den  genannten  Punkten  gewiss    einer  und  zwar  in 

Semeinen   nur  einer   —  er  mltge  Q'  hcissen,  —    welcher  sich  s 
ie  Grundlinie    OP  seihst   senkrecht    projicirt.     Wenn 
das  Dreieck  OPQ   durch  OPQ   ersetsen,    so  sind  beide  Winke 
OPC  und  PO^  spitz,  und  die  Projection  der  Seite  OQ'  aufifi 
Grundlinie    OP  ist  gewiss  kleiner  als   die  Hfilße    der  Projectiotj 
der  Seite    OQ   auf  dieselbe  Grundlinie.     Auch  siebt    man  leid* 
dass  die  Projection   der  Grnndlinie    OP  auf  OQ'  kleiner  ist  1 
diejenige   auf  OQ.     Ist    nun    immer  noch  der  Winkel   OQP  I 
stumjifer,  so  ziehe  man  durch  P  eine  Parallele  mit  OQ';  anf  d' 
ser  liegt  ein  einziger  Punkt  P  des  gegebenen  Systems,  der  i' 
auf  OQ'  selbst  senkrecht  projicirt    Man  wird  nunmehr  das  T 
eck    OP'Q'  zur    Erzeugung   des    gegebeuen  Systems  voo  I 
gebrauchen  können.     Hat  dieses  noch  einen  stumpfen  Winkel,  i 
kann  es  nur  der  bei  P  sein.     Ferner  ist   die  Projection  von  OP 
auf  OQ'    kleiner   als   die  Hälfte  der  Projection  von  OP  auf  OQf, 
um  so  mehr  aUo  kleiner  als  die  Hälfte  der  Projection  von  OP  an 
OQ;    und  die   Projection  von  OQ'  auf  OP  ist  kleiner  als  i 
nige   auf  OP,    um  so  mehr  also   kleiner  als   die  Hälfte  der  I 
jection  von  OQ  aul  OP.     Setzt   man   dieses  Verfahren  so   1 
fort,     als   noch    stumpfe  Winkel  sich  zeigen,  so  erhält  man  t 
Reibenfolge  von  Dreiecken 

OPQ,   OPQ',  OPQ'.  OPQ".   OP'Q".    n.  b.  f., 

warin  jewellen  das  neugefundene  Eck  ein  stumpfwinklig 
ist,  und  wo  die  Projeclionen  von  OQ  anf  OP,  von  OQ  a 
OP,  von  OQ"  anf  OP' ,  u.  s,  f.,  wie  auch  diejenigen  von  T 
auf  OQ,  von  OP"  auf  OQ',  u.  s.  f.  zwei  Reihen  hÜden. 
schneller  fallen  als  die  geometrische  Reihe 


I, 


8  ' 


So  lange  nun   die    Dreiecke  noch  stumpfwinklig  sind,    ist  i 
diejenige  Seite,    welche   das   feste  Eck  O   mit    dem  Scheitel  deti 
slnmplen  Winkels  verbindet,  kleiner  als  die  Projection  der  aaden  V 


I  O  ausgehenden  Seite  anf  die  erale.  Folglich  bilden  auch  die 
Seiten  OP,  OP-,  OP",...  und  die  Seiten  OQ,  OQ-,  OQ",...  zwei 
Reiben,    welche   schneller   fallen   als  die  geometrische  Reihe   1, 

2*  7  •  ■•-  Gfibe  es  nun  kein  upitzH'inkliges  Dreieck,  so  gingen 
beide  Reihen  ohne  Ende  fort;  und  man  müsste  in  beide»  auf  Glie- 
der kommen,  die  kleiner  wären  als  die  Quadratwurzel  aus  dem 
doppelten  conetanten  Inhalt  eines  jeden  dieser  Dreiecke.  Ein  Drei- 
«CK,  worin  zwei  Seiten  zugleich  von  dieser  Beschaffenheit  wären, 
enthält  aber  einen  Widerspruch.  Folgiicb  kann  das  oben  beschrie- 
bene Verfahren  nicht  ohne  Ende  Tortgesetzt  werden,  sondern  es 
muss  einmal  su  einem  spitzwinkligen  Dreieck  führen  und  dann 
aufhören. 


Man  f^elangt  noch  schneller  zum  Ziele, 
radc  den  Punkt  O  festzuhalten,  immer  die 
eben  gefundenen  erzeugenden  Dreiecks   als 


wenn  man,   ohne  g 
kleinste  Seite  des  Sri' 
Grundlinie  betrachte|^  1 


In  Uebereinstimntung  mit  dem  zuerst  beschriebenen  geometri- 
schen Verlahrea  ist  nun  auch  die  numerische  Rechnung  anzustel- 
len, sobald  es  sieb  darum  handelt,  die  zu  irgend  einer  segebenen 
Darstellung  (a,  ö)    gehörende  Hauptdarstellung  auszumitteln.    Da 

es  nämlich  freisteht,  das  Verbältniss  —    durch    seinen     entgegen- 
gesetzten oder  auch  durch  seinen  umgekehrten  Werth  i 


wofern  iiher  das  Vnrzeii 
verfügt  wird,  so  dürfen 
positiv  und  grösser  aU 
nicht  an,  so  wäre  (n, 
selbst.    Es  sei  daher 


:hcn  des  reellen  Factors  t 
wir  immerhin  den  r 


Hauptdarstellunar  1 


=  P  +  9  V^l 


und  T  die  Zahl  der  in  p  enthaltenen  positive 
0<^  — r<l|   man  setze 


Einheiten,    folglich 


p+q'\—l 

»o  "  ird  p'  positiv  aein.  Ist  es  auch  noch  grösser  als  1 ,  so  sei  r* 
die  Zahl  der  darin  enthaltenen  positiven  Embeiten;  und  wenn  man 
diese  wegnimmt,  so  sei  p"-f9"V^  der  umgekehrte  Werth  des 
Rests  u.  s.  f.  Die  Rechnung  wird  da  aufhören,  wo  der  umse- 
Kebrte  Werth  des  Rests  einen  positiven  Sehten  Biuch  als  reellen 
Theil  hat.    Sie  steht  demnach  so: 


•h.¥5 


:,.>i*  T  i'^tjjri^fe    »rf'Jiüf^i     .«vK*3 


-nl^btl 


.  i 


ii.-;«     ;;;    ■- 

• 


..."«II    •'••1  i    ■■•..«•  rt;»»1    -ilMti'^  <»:<!<IS.  «Iltivh  »(l 

Hier  sind  r,  **',..«  r("-^  lauter  positive  «uise  ZaUe«».|»«p'»|/'«.^4i^ 

.rtlMitlidi  positiv  md  fllmdieiMt  ^ 

Hlm  nocli;  «S)^SjiW<lrF(">).   l)ie  FiiK>^  f^  «^^ 

dk^^lieeliid  poütiv  und  iiegM<  ibMOiaii^ 

Werdi^de^  aus  de«  QoQtiepten  n^r'^^f^^-^f^^ 

tfid  ^  deeeenleMentttbeilttMswvM.VDiM    r'^^"^'^'*:    ''-"f 


1 1      ■'^  ■ 


-    « 

'  ■ 

. -i 


ftHüioli 


■  :   .     s    .,•         •  .1    ■    '.*;■•,    •        ■  H, 


p(n)  +  ^(n)  V- 1=  "^J^j—  .    [Ä^'- A'Ä=  (-1)*] 

und  <Aa  —  Ä^,—A'a  +  A:'6)  oder  (— Ä'a+A:'6,  ha-^kb)  die  gesackte' 
Hauptdarstellung ,  jenachdem  gC**)  positiv  oder  negativ  ist  Es  ver- 
steht sich  übrigens,  dass  jede  Darstellung  auf  arei  verechieaeiie 
Arten  geschrieben  werden  kann,  «veil  je  zwei  Seiten  eines  Drei- 
ecks auf  drei  Arten  combinirt  werden  können ,  und  dass  jeder  an- 
deren Schreibweise  ein  Wechsel  der  Zeichen  g^  G»  (B  der  geraden 
Functionen  entspricht. 

§.  3. 

lieber  die  Transformation  und  Multiplication  der  ganzen 

elliptischen  Functionen. 

Wir    halten    oben    gesehen,     dass    ein     einfaches    Product 
n(l^ — i    A\2  )  '  dessen  Factoren  längs  der  Peripherie  des  od 

endiich  gross  werdenden  Gränzkreises  liegen,   sich   von  1  nur  im 
eine  Grosse  von  der  Ordnung  des  verkehrten  Halbmessers  diese« 
Kreises   unterscheidet,    und   daher  aus  einem  Product  endlicber  . 
Factoren  nach  Belieben  weg^elasBeu  oder   demselben  zugesetit 


4ffr 

(■«niett  darf.  leb  sehfcke  diaie  Bemerkung  voraus,  mn  sie  sieht 
n'Folg^den  wieder hoien  zs  müssen. 

Es  sei  (a,  h)  irgend  ein  erzeugendes  Parallelogramm;  man 
heHe  die  durch  die  eomplexen  Grussen  o,  6  dargestellten  Seiteiy 
iesselben  resp.  in  p,  q  Reiche  Theiie,  wo  p^  a  ungerade  sein 
ollen ,  und  ziehe  durch  die  Theilungspunkte  ParalleUinien  mit  den 
leiten  des  Parallelogramms.     Man  wird  so  ein  neues  Punkten- 

ystem     f  0,  — »  ~  )  erhalten^  welches  aus  der  Ueberlagerung  der 

—  I-'T'  «>6  L  wo   m,    ft    alle  jden    GrSnz- 
ledingungen 

zenSgeuden  ganzen  Zahlen  bezeichnen,  entstanden  sich  denken 
Isst  Es  seien  X,  ^  ganze  Zahlen  und  Xa-\'^b  ein  bei  der 
Peripherie  des  Gränzkreises  befindlicher  Punkt,  und  es  mögen 
je  zwei  Factoren,  wie 

ma     nb  ,  ,     .     .                  ma     nh 
J^ X u„(j  r y 


wi«  .  w6  ,  ,     ,     .  ma      nb     .  .     / 

P        V     •  P        9 

sogleich  weglallen  oder  neu  hinzukommen,  so  wird  dadurch  die 
B^fatigkeit  einer  endlichen  Gleichung  nicht  getrübt  werden*), 
(•rade  dieses,  und  nicht  mehr,  geschieht  aber,  wenn  wir  setzen: 

ma     n&        . 


^e  rechts  im  Neon  er  die  dem  Systeme  m=0,  n=0  entspre- 
bende  Function  j^  wegzulassen  ist.  Diese  Gleichung  ist  also 
cbtig,  und    wenn   JI  ein    endliches  Doppelproduct   bezeichnet. 


/       ma  .  nb\   /      ma      nb\ 

■■ 

Peripherie 
•)     Der  Fehler  ist  nämlich  von  der  Ordnnag  — — ^^ ,    aUo    von 

r  Of^aung  t  und  daher  Tf rschurtnlend. 


1. 


wo  nchta  itiiter  ilen  FunctionsEeichen  ilie  sp«GiBschea~CttiiB 
a,  b  we^elasseo  sind,  wie  fortan  immer  geschoben  soll,  i 
kein  Missveratäiidniss  zu  besorgen  ist. 

Weil  p,  q  un^rerade  sind,  so  fiberzeugt  man  sieb  auch 
die  nämlicfaa  Gruiidauschauung  vonider  Richtigbeit  der  dr< 
genden  (ileicbungeii : 

/     ab\      "=-2-      — T~g(.^+7  +  W. 
^\-pr,J  E:^,_^l      ^r^-i-'JP) 

Setzt  man  eine  der  ungeraden  Zahlen  ;>,  q,  z.  B-  q  = 
gehen  die  endlichen  Dopnelproducte  in  einlache  Praducte 
und  die  vier  vorliegenden  Formeln  beireffen  dann  die  Trans 
matiou  pter  Ordnung. 

Nennen  wir  (  ~  >  ^ )  eine  transformirte  Darstellung  zu 
ursprünglichen  (a,  6),  und  es  sei  (l«+fi6,  i'a+fi'ö),  wo  Aft'— 1' 
eine  mit  der  letzteren  äquivalente  Darstellung,  so  folgt,  dass 

na  +  nb    A'fl  +  w'6^     .       ,        r       ■  .  j  -     .■  i 

I  — ^ . ■—  I  eine  transforiui  rte  zu  der  ursprunglichei 

siellang  {a,  ö)  sei. 

Ist  Insbesondere  p=y>  so  wird  y{x,-,—j=:—yijpx, 

ff\Xt-'Z.)=^3(pxt  «t  *)  nnd  ebenso  ffir  G,  (ß.  Man  kam 
mit  Belt^^altung  der  sperißschen  Constanten  a,  b  eine 
elliptiscbe  Function  des  Argument»  px  alä  endHcbes  Pi 
solcher  des  einfachen  Argumentn  x  ausdrficken.  Hierin  w 
Princlp  der  Multiplicatlon  enthalten. 

Eine  getrennte  Behandlung  erfordert  die  Zahl  2.  ~  Am 
Grund anscfianung  geben  sogleich  folgende  Formeln  hervor: 

y\-v,zybj=yx.gx, 
G(x,\,b^  =  Gx.<Sx, 
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y  To:, 1 , 2  )  =y^  ti^'  Ox  (Bj:  ; 


»Iglich  ^iich 


Y (2x)  =  2yj:.ga:.  Gx .  CPar. 
Texiex  können  wir  hier  noch  nicht  gehen,  und  die  Ausdrucke  für 

^       

eibeu  einer  späteren  Betrachtung  vorbehalten. 


§.  4. 

estimmuog  des  Verhältnisses  solcher  unendlichen  Doppelprodncte, 
deren  Factoren    zusammenfallen  und  die  sich  daher  nur  durch 

ihre  Begränzung  unterscheiden. 

Nehmen  wir  uns  die  Bestimmung  des  Quotienten  Q= 

^T,  und  abstrahiren  von  constanten  Factoren  5  so  kommt  wesent- 
ch  nur  das  Verhältniss  der  beiden  Wertbe  in  Betracht,  welche 
n  und  dasselbe  Punktensystem  nach  einander  annimmt,  wenn 
)r   Mittelpunkt   des    begränzendon   Kreises  k  das    eine  Mal    in 

4-  c%y  das  andere  Mal  in  x  iaiit.     Also  ist  das  Product  aller  in- 

^halb  des  ersten  und  ausserhalb  des  zweiten  Kreises  liegenden 
linkte  durch  das  Product  aller  derjenigen  zu  dividiren,  für  welche 
Ifi  Umgekehrte  stattfindet ;  oder ,  wenn  man  zu  den  Logarithmen 
'Vergeht,  die  mit  dem  Inhalte  c  des  erzeugenden  Parallelogramms 
ultiplicirte  Einheit  des  Punkts  durch  das  Flächenelement  c/co, 
id  die  Doppelsumme  durch  ein  Doppelintegral  ersetzt,  und  end- 
dl  die  ortsanzeigende  complexe  Zabl  durch  z  bezeichnet ,  so  ist 


logQ=:const+- /  — , 


o  die  FIficheuelemente  dm  im  einen  Monde  positiv,  im  andern 

ftgativ  zu  nehmen  sind.  Es  sei  nun  a=iftc"'^"*  ,  i=rc(y+«J^""^> 
o  f:atk  anjgenommen  werden  darf.  Zieht  man  aus  dem  Centrum 
Knen  Strahl  nach   dem  Punkte  z,  so  ist  die  Länge  eines  inner^ 

1 
a.lb  des  Mondes  befindlichen  Stuckes  c)r<^cosq),  a\so   i^qs\^\n    vc& 


W       '""       ^^H 

1 

Itiv    im   awoitoii  Moniie.     Man   durf   also    du   (Im 

p  ersetzen.     Ek  erg'iebt  «ich  tiemnach 

r?=co»8t.  +  .gae-*^|/'''V»v=T  c».,|.rf9 

«e-V^»;, 

_uon.l+          ^^. 

■Wird  der  Kflrze  ivegeii  die  iii  o   conjugirte  Grösse   a*>"*^=a 
gesetzt.  80  hat  mnn 

Q......  xP. 

Bestimmt  man   die                              h  die  Annahme   von  3:=a.  «r 
ergiebl  sich 

.    <-Ö.,..?-.    " 

...  nii 

ir  —  jj  —  ^  ai                ille  von  a:,  so  erf;iel)t  sieh 

"(H 


=/«■«    ' 


folglich,  für  ein  vergrh windendes  x, 

Durch  dieses  Verfahren  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 
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y  \  -.4.4-       CB\ 


Die  Constanten  dieser  Gleichungen,  sind    durch  folgende  Re- 
lationen verbunden: 


aa' 

a     ,  a           4c^ 

aa' 
^J'^2""^          ' 

bb' 
^2        S""^"" 

0+6       a      6       4c 

y  2    yr^i'^ 

6      a       4« 

a+6      -  ,a     6     "JF        b    _.a       4c 

a'bTt  cA'n 

cr-|-6     ^^  r^b       4T" ^^6       a       4c 

6r     fk    =  ^ 


2  =G2.C02-^      =^'2^2*^ 

a'677  od'^r 

6    .a 
Aus  den  vier  letzten  Gleichungen  folgt  unter  anderm: 


r^iaA-b     ,«a  ^b      '4c        ,«,6     .a    4c 


a  b        a  «+ft        ^  a  +  6 

>    «2  ^2     ®2  •^'T^     ^2         ^"2" 

Von  derselben  geometrischen  Betrachtung  ausgehend  wie  oben, 
findet  man,  wenn  m,  n  beliebige  ganze  Zahlen  bezeichnen. 


yx 


=const.X6 


yix  +  ma  +  nb)  ,  c     ^' 

i^ ! = ^— untief  N*^Ä 


wo  das  Functionszeichen  y  dorch  die  drei  übrigen  ersetzt  werden 
darf.  Um  den  Werth  der  Constanten  auszumitteln ,  muss  man 
aber    die   vier'  Functionen    unterscheiden.      Setzt    mvGw  ^^^si^^Bk 


+-»,  wo  w  f iiie  verschwindende  Gr* 

It  y   (l<;i   Füll,  wo  m,   n  zugleich  gerade   sind,    ?on 

jziilreniieii ,    weil    ulsdunn  y  - — -n verschwindet 


vi 2 — +'°j      **/(, 2 — ) 


A- 


_(_i^.™4  iM"+tl  =(-l}~+".{— 1)™ 


Fürj,  G,  (B  sind  resp.  die  Fülle,  wo  m  ungerade,  n  gerade;  wo 
m  eerade,  n  ungerade,  und  endlich  wo  m,  it  zugleich  ungerade 
sind,  von  allen  übrigen  Fällen  abzutrennen.  Man  tindet  dann 
überhaupt: 


^lich  überhaupt 

I  sind  re 
gerade, 
übrigen 


(b(-=! 


'„)- 


»tgtbtn  sich  d«mn&c\i  WgeaA«  -»W  VjV«wh>üi%«n : 
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+  1         '  CB 


§.  5. 

Quotienten  unendlicher  Doppelproducte  in  Doppelsummen'  von 

Partialbrflchen  verwandelt. 

Denkt  man  sich   im  Ausdruck  -^-    Zähler     und   Nenner     als 

ndliche  Producte^  von  denen  jener  eine  kleinere  Zahl  von  Fao- 
iren  hat  als  dieser,  so  ist  nach  den  algebraischen  Regeln 


y(— ma— ^n+gy^X 


G'(— wa- (n+g)^)  xi^ma'[^(n^^b 


er- 


0  die  Summe   rechts  sich  über  alle  Punkte   rna-{-(n\^\  b 

treckt^  welche  im  Prodücte  Gx,  begränzt  durch  den  Kreis  k,  vor- 
ommen.  Setzt  man  im  Ausdruck  des  constanten  Zählers  eines 
'artialbruchjs  die  auf  einen  unendlich  grossen  begranzenden Kreis  be- 
Bglichen  Werthe  von  y  und  G',  so  begeht  man  einen  Fehler  von 

1 
er  Ordnung  t-»  und  dann  ist  der   hieraus  entstehende  Gesammt- 

»bler,  wenn  man  je  zwei  Partialbrüche,  welche  diametral  entge- 
angesetzten  Punkten  entsprechen,  zusammenfasst^  von  der  Ord; 
ang 


kj  T^       -    kj       T 


\otth 
h.  von  der  Ordnung  "nr~>  also   verschwindend,  wenn  k  unend- 

:h   eross  wird.     Da  ferner  der  erwähnte  constante  Zähler  des 

artialbruehs    immerfort    einen    endlichen  Werth  behält,    so    ist 

ich  der  aus  der  unendlichen  kreisförmigen  Ausdehnung  der  Dop- 

•  ■  1 

^bumme.  entstehende  Fehler  nur  von  der  Ordnung  -r.     Nun    ist 

»r  fragliche  constante  Zähler  nach  dem  vorigen  Paragraphen  gleich 
b 

2 

"r.(— l)»»;    folglich  in  transscendentem  Sinne: 


r 
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^(«4> 


=  h,  läi'"«  <=<'■  2«,«  -/,loB(B(.r.-2„,*,j 


:t  man  bier  a  in  xy  *>">   o'"'  ^vticlet   ilk'  Tr»iisroriiiatii)iisrorni«lii 
I  Ende  von  §,  3.  an,  so  t  nibri 


Kl  rethts  die  DiffereDtiation  vollzieht; 
yx^j:__     Cll\{Gx     (S^\ 


specifischen    Conatantcn    a, 

au   die  Stelle  von    n,  6   setzt,  getan»! 

GLeichungen : 


setzt,  theils,  iodem  n 
ertauscht,     oder     auch     n+i.  ' 


fulgendei 


gx        yx.gx 

G'x      (S'x           yx.gx 
Gx  ~<&x-PGxjSx 

yx 

G'x      (Sx.ijx 
~'Gx  ~  yx.Gx 

ffi'.T      gx        yx.Gx 
<Sx       gx      Ithx.gx 

(S'x      qx.Gx 

g'x      G'x_    yx.<Bx 
fl'.T          '•'.(■         gx.Gx 
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/^^A'-/^     ~^V  /®^«         /^~2"Y 

^y2  ^y-T""'^  ^^2""^  TT 


6^   "  * 


=-cf) =(:-D 


y-ä 

Verbiodet  man  nun  je  drei  dieser  sechs  Gleichungen^  so  dass  die 
»garithmischen  Differentiale  verschwinden,  and  reducirt,  so  er- 
alt  man  folgende  vier  Gleichungen: 

g^X'-G^xz^r.y^x, 
pg^x+gG^x+r(B^x=0, 

loUen  die  drei  ersten  zugleich  bestehen,  so  wird 

p  +  g.+  r=0 
rfordert.    Die  vierte  ist  eine  nothwendige  Folge  der  drei  ersten. 


§.6. 

»as  Argument   x  als  einfaches  Integral  mittelst  der  gebrochenen 

Function  ^  dargestellt. 

Setzt  man  y=^  *  so  geben  die  vorigen  Gleichungen 


od 


dglich 


^v^Rr"E=v-i^ 


'  d}/  =  Vi  +  ry«  Vi  -  p}f^€lx. 


'    ./V(l  +  rär«)(l-p»») 


■p-^!:— 

■ 

^^0  .r  und  y'zunWcli  vew.  t.»  inden  sntleii.     Weim  diiher  -  ^ 

--f. 

1                   «^- 

KitUo  der  Mi)dul  k  =  —r-  gesetzt  wird,  so  ist 

1 

\f-r .  g  =  .inara{a  \^^^),  g  =  to.«m (*  V-r) , 

unti 

|i  =  A.n.(»»f=;).   .™  >^-=7=-j-   i.t. 
'2 

Zngleich  ist  tier  cooiiilementttre  Modul 

1                     -=^-^1 

■ 

1 

■                  Addition  der  Argumente  der  elliptischen  Functionen. 

Macht  man  die  erste  der  Gleichungen  (1)  ganz,  so  erhält 
fQr  zivei  heliehige  Argumente  x,  y:  i 

Gx<Bx=gxy'x^fxt)'x,  I 

Gy<3y=gi/y'y—y'j9'y' 

,  also,  wenn  man  resp.  mit  GyiSy,  Gx(Bx  multipticirtund  substrabirl : 

Gy(By(gxy'x—yxi/'x)~GxiBx(j/y/y—yyg'y)=0. 

Andere  tunf  Gleichungen  dieser  Art  unterscheiden  sich  nur  durch 
gegenseitige  Vertauschung  der  Functions  zeichen  /,  g,  G,  ®.  Ad- 
dirt  man  zur  vorigen  Gleichung  diejenige,  welche  sich  ergiebl, 
wenn  man  resp.  G,  (&,  g,  y  gegen  y,  y,  G,  (0  vertauscht,  und 
setzt  i+j=const,  so  ergiebt  sich 

pxGyd(yx<Sy)  -\-gyGxd{yy<Bx)=iyx(Syd(gxGy)  +  yy<Bxd(gyGx), 

und  wenn  man  hier  g,  G  vertauscht  und  die  so  entstandene  Gld- 
chung  addirt  oder  substrahirl,  so  erhält  man  die  beideuGleichungen: 

Ipx  Gy  ±gy  Gx)d{yx<Sy  ±  yy(fix) = {yx<5y  +  y;i(Bx)d(gx  Gy  ±a>f^:r) , 
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f 

B  denen  sich  durch  Integration  die  beiden  6|eiohapgen 
Gxgy^gxGff_  G{a:+y)  + g(x+ff) 

yx(Sy—(Sxyy  K^+y) 

geben.  Multiplieirt  man  /sie  mit  einander  und  berücksichtigt  die 
»rmeln  (2)^  so  sieht  man^  dass  je  eine  der  Gleichungen  (3) 
ae  nothwendige  Folge  der  anderen  Ist.  Noch  zwei  andere  Paare 
Icher  Gleichungen  ergeben  sich  ^  wenn  man  die  Function  (B  mit 
oder  G  vertauscht.  Setzt  man  in  (3)  — y  anstatt  y,  so  erhält  man 

Gxgy±g:^Gfi^  G(x--y)  +  gix-^) 
yxiBy — (Baryy  y(^— .v)  ,  .3  j^.  . 

Gxgy  - gxGy  _  G (o?— y)  —g  (jc—y) 
yx(Sy  -[-(Sxyy  yi^'-y) 

ie  Vertäuschung  von  (E  mit  g  oder  G  liefert  noch  zwei  andere  Paare. 

Die  Gleichungen  (3j)  können  ihrer  Natur  nach  nur  dazu  die- 
5n,  die  gebrochenen  Functionen  der  Summe  x-{-y  durch  solche 
»r  getrennten  Argumente  x^  y  auszudrücken.  Es  entsteht  daher 
e  Aufgabe,  von  den  erwähnten  gebrochenen  Gleichungen  zu  gan- 
^n  zurückzugehen,  aus  deren  Division  jene  als  hervorgegangen  au- 
ssehen werden  können. 

Für    welche   Argumente   bekommt   die    gebrochene   Function 

17 

•r  dieselben  Werthe?  Die  Formeln  am  Ende  von  §.4.  geben  uns 

g(x-\'ma-\-nb)      ^       '  gx' 

iiterscheidet  man  daher,  ob  n  gerade  oder  ungerade  ist,  so  hat  man 

y{x  +  ma  \-  2yi6)  __  yx      y  (mp  +  (2n  + 1)  b — x) yx^ 

g{x-\-ma  +  ^Inb)  ~" gx *    g{ma  +  (2«  + 1)6— ar)       gx ' 

Jsjo  wird  der  ganze  Ausdruck 

a  oft  verschwinden,  als  entweder  x — ^=ma  +  2w6,  oder  aber 
-f  y=ma-f  (2n-|-l)6  ist.    Schliesst  man  hieraus  auf  die  linearen 
'aetoren    des    erwähnten   Ausdrucks,    so   folgt,    dass    derselbe 
urch  die  ganze  Function 

yiX'-y,  o,  ib)G(x+y,  a,  26) 

beilbar  ist.     Dürfte  man   annehmen,    dass  jener  Ausdruck  die 
nearen  Factoren  nur  einmal  und  keine  anderen  ausser  d«Ti%«VVi«\v 


V 

j 


r 


enthoJte,  ao  CäaAe  Gleichheit  «talt,  ohii«  das«  ma»  ciuen  coDAtu- 
ten  Factor  beizufügen  bTuiichte,  iveil  (är  y  =  0  sieh  die  am  Ende 
von  §.  3.  bewiesene  Gleichung 

Y{x,a,b)=y{x,  a,  2(.)C(x,  a,  26) 

«rgäbe.  Nähme  man  die  durch  Cmset^ung  von  y  in  — y  enl- 1 
stehende  Gleichiins  hinzu,  so  EiStte  man  die  zwei  bleicbungen     ' 

yxgy—Y'fgx=:yix—y,  a,  'lb)0{x^y,  a,  26), 
yxyif-\-yy3x  =  yix^i/,  a.  ^b)G{x—y,  a,  2i); 

aus  deren  Multinlicution  sich  vermöge  der  angeführten  Twur» 
malion  zweiter  Onlnuiig  die  Gleichung 

V'^xg^^  -  f'S!i^x^yix\y)yix~y) 

ergäbe.  Diese  Formel  soll  nun  titreng  beniesen  werden.  Da  ibre 
linke  Seite  verschiedentlich  dar°;esteTlt  werden  kann,  sa  irolldi 
wir  sie  kurz  durch  N{x,g,  a,  b)  oder  nur  durch  N{a:,  y),  irenii 
sich  die  specifischen  Constanteri  «,  b  von  selbst  versteheo,  be- 
zeichnen.    Man  erhßlt  dann  aus  den  Formeln  (2) 

y*xg^3—y'^!ig'^x=N{,x,y)    I    C«a;(BV~C^®'^=  pAV.y)  J 
y^a:(^g~y^G*x=N(x.y)       (S^rf/'g-<B''!/g^x=fjlV(x,y)      (4) 
f.TiB'i,-^yiS'x=^mx,>,)   1   g^jt0^y^ff^!,G»x=rK(a:,s)     ] 

Vermöge  der  Traneformatinnsrormeln  zweiter  Ordnung  hfti  niiii 

Y  (■^'  "•  ysiv' "'  27  ~y\y'  '^•i)3{^'  ",7^=yxGa^gy<Sy-ysGys^^^' 

Wenn  man  aber  die  Formeln  (3)  addirl ,  so  erhält  man 

fi(^+.V)  ^7xGxgy(Eg—yyOggx<Sx    j 
y{x^^^J)  !S{x,y) 


Vix-y)  ~  N(x,y)  '  ) 

Folglich  ist 

,(...|>(.,4)-.(....Ö.(-l>-<'.)^. 

und  wenn  man  beide  Gleichungen  mit  einander  muItipUcirt: 
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fme  jGleichuDg  i9^erde  nun  durch 
ndirt,  so  ergiebt^ich 

Eine  ähnliche  Gleichung  entsteht  durch  Vertauschung  von  a 
d  b.    Wendet  man  beide  hinter  einander  an  und  bedenkt,  dass 

y(a:,2o,26)=2y(f,a,6) 

* 

:,  so  erhält  man 


N{x,y)     _ 


Kf'l))'. 


•   y   2    ^^   2  . 

Iglich>  wenn  n  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet: 

.y(^^)  y  (^— 3f)     /^  ^±y  ^  ^— y 

V'     2"  '     2** 

s   ist   aber,    wenn    man    nach    steigenden  Potenzen   von  a^,  y 
itwickelt: 

0 

I 

Iglich  fär  ein  unendlich  gross  werdendes  n:. 

« 

Jso  endlich 

)'(a:+y)y(*--y)=iV(a:,j|).  <^> 


Werden  dleGleichungeii(5)miteitian(leriniillinlicirt,  ui>d 
die   Fuiitlionen  g,  S  mitteUt    der  Relationeu    (2)   in  y,  G  ausgC' 
drückt,  so  erbsit  man 

Ebenso  ist  /        ^ 

Vermr)ge  der  Gleichung  (6)  nerden  die  Gleichungen  (5) 

rix  +  s)  G  {x—s)  =  r^  f'^ffS  <S>/  +  iy  Gggx  (Bx , 
y{x—y)G{x-\-ij)  =  yxGxffti(By  —  yyGygxiSx. 

Durch  Addition  und  iSubstractinn  ergeben  sich  hieraus  vm 
andere  Gleichungen.  Vertauscht  man  darin  G  mit  t/  oder  nit  II 
und  setzt  der  Kurze  wegen 

so  bekömmt  man  folgende  sechs  Gleichungen: 
ytgt^ytgt=^yxgxGif<Bil\  Yfgt-Ytgs=2pgj/Gx(Bs  \ 
y*G(+j'iG*=^2j'a:  GxgyiSy     yiGl -ytGi='lyyGy  iSxgx\  (8) 
y^t^'yt<Si='iyx(SxgyGy  \  ya(Bt~ytlSs  =  '2yy\Sy  gx  Gxf 

Sechs  andere  Gleichungen  dieser  Art  erj^eben  sich  entweder,  ii 
dem  man  hier  x  um  eine  halbe  specifiäche  Constante  vermehrt,  ode 
auch  auf  folgendem  We^e.  Wenn  man  in  den  Formeln  (3)  du 
eine  Mal  x,y  durch  n,  t  ersetzt,  das  andere  Mal  hingegen  j 
gleich  X  werden  lässt,  so  kommen  in  beiden  Fällen  die  rechlei 
Seiten  jener  zwei  Formeln  gleich  heraus.     Man  hat  also 

Gtgt  +  gsGl     gxGx 
ytiBt  +  (Ssyt  ~yx  (Sx  ' 

Gsgt — gs  Gt Gxg'x — gxG'x ryx<B:c 

ystSt~<B*yt       yx^'x~<Bxy'x       —gx  Gx 

in  Folge  der  Formeln  (I).  Da  nun  die  Nenner  links  durch  i'it 
Formeln  (8)  bekannt  sind,  so  erhalten  die  zwei  vorliegenden  Glei 
chungeTi  sammt  denen ,  welche  daraus  durch  Vertauschung  d« 
Functionszeichen  sich  ergeben,  folgende  Gestalt: 

GsiSt  +  <BsGt=2GxGy(Bx<By  i  Gi<Sl—iSsGt='ipyxyygxgy\ 
(B,gt  +g,iSt^'2yBx(Pygxgy      (Buji—gs<Bl=^yxyyGxGy\  (9) 
giGt  +  Gsgt^^lgxgyGxGy     \  gs  Gl  —  Gsgt=:^ryxyy(SxiB^ 

Die  drei,  letzten  Gleichungen  führen  zu  merkwürdigen  Folgerungen' 
Multiplicirt  man  sie  nämlich  der  Reihe  nach  mit  171,  Gz,  (Si  W^ 
atldirt,  so  erhalt  man  Vvnks  p\ntt  ttftVwTOwwAft-. 


9**    9*>    9^ 
Gs,  Gl,  Gz 

(Bs,  (Bt,  (Bx 


421 


Da  die  Determinate  durch  y^yy=:y  ^"^""2"  *^®''***^  '®t  so  muss 

ie  der  Symmetrie  wegen  auch  durch  y—^-y  "Y~*  /  "2^"^  iheW- 
»ar  seiD.  v  Man  setze  daher  in  dem  eingeklammerten  Ausdrucke 
cchts   j?=    T    ,  y=  -Q—  $  drücke   mitteLst  der  Formein  (7)  alles 


1  den  Argumenten  o>  5>  5  ^^^  ^^^  reducire  es    mittelst  (2)  auf 

irei  einzige  Functiondzeichen  z.  B.  /  und  a.  Zerlegt  man  den  er- 
dtenen  Ausdruck  in  Factoren  und  beacntet  die  Formel  (6),  so 
^ebt  sich 

pgxgygz  +  q  Gx  Gy  Gx+r  (Bar  (By  (Bz 

^_2^^£±f±£,id:Jz£,£±-=J^y£±|Zl£,      (10) 

d  wenn  man  in  der  Determinante  s,  t  durch  x,  y  ersetzt»  so 
cd  sie  . 

^9    QVf     ox  A         y-\'X  y — X  z\x  x^x  x\y  x — v    /*^v 

^«.   Gy,  L  =-*P9rV-i-y2Y^-T-V^7?-  <"> 

^>  (By,  (Bx 

Setzt  man  in  (10)  2z=2x+y  oder  z=x — y^  so  verschwindet 
^  rechte  Seite»  und  man  bekömmt 

i 

^999(^  +  y)  +  qGxGyG(x+y)  +  r(Bx(By  (B(x  +  y)=0,i 
^gyg^^-^V)  +  qGxGy  G(x^^)  +r(Bx(By(B(X'-'y)=0\ 

Izt  man  2=0,  so  wird 

pg^gy^qG^Gy  +r(Bx(By  =  2jp9ry*^Y^*^i^       (*3) 

tr  auch 

(^»+y)i7(^— y)+5''?(^+y)<5f(^— y)+r(B(a?+y)(B(ar-^)==2^ 
tit  man  x^y::^z,  so  ergiebt  sich 

VKiehrt  mafi  in  (10)  das  Arffument  x  nach  einander  um  a,  6, 
%-b,  so  erhält  man  folgende  arei  Gieichangeu: 


-•ipff 


■l+|_+J,?+4pA/_±£nJr /+|^ 


Pff-^gygi  — '^Ga;  Gy  Gt  \r  Sx^yi&  t 


-2jG 


Lttticöi-=!  G'-t^.-=^G'^^r'. 


i 


pffxgyffx  +  qG.TGpGi—r<Sx(BifiBt 

Vermehrt  man  in  (10)  iind  (16}  heide  Arguntentestmul  innp 
60  crhült  man: 

pgxyyyt  +  Gx  iBy  ffi:  +  ffia:  Cy  Gz 

— pgxpjyt  +  Ga^ffiz  +  (Ba.  Cy  fc 

pgxyyyTi  —  Gx(5^<£x-\-(Bx  GyGi 

Vg-ryjjyz-Y  Gx  <Sy  CBi  —  (Ba:  Gy  Gi 
x^■y-\■z      g+i— J-      1+^—^       ^jKv-i 

Acht  andere  Gleichungen  dieser  Art  erj^eben  sieh,  wenn  inanjii 
y,  G,(B  (las  ein»  Mal  resp.  durch  r/,  0,(5,  y,  das  andere  Mal  dura 
»".  ffij  .9.  G  ersetzt. 


giebt  eich 


rx. 

r<j.   y 

Gx, 

Gj,  c= 

ISx 

(Bj.fc 

(11)  jedes  der  Argumente  3?,  y,  i  "m'o'   * 
w-|-i   s+j:  J^+V   V — ^  1—^    j: — u 


und    noch  zwei  ähnliche  GleiiiiungeD,      Von   hier   aus    kann  mu 
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r^f  yar,  yy,  y« 
gw,  gwy  ^gy,  gz 
Gw,  Gxs  Gy,  Gz 
(Bw,  (Bxy  (ßy ,  (Bz 

ß  w—x  w — V  w-^%   x-^   X — z    ^—2  w4-x  +y+z 

=8j>gry-ä-yyy-ä-y-^y-2-yVy         2         ' 

Ich  bemerke  hier  noch  zwei  Formeln^   deren  ich  mich   zum 
beweise  der  vorliegenden  bediente: 

fsqr  ytoyxfyyz -{-pgwgxgygz  +  q  Gw  Gx  Gy  6rz+  r(Bw(Bx(By  (Bi 

J^orin  (10)  als  specieller  der  Annahme  tc  =  0  entsprechender  Fall 
nthalten  ist.    Setzt  man  w-t-a  anstatt  ti?  und  reducirt,  so  kömmt: 

pgr  ywyxyyyz  +  p  gwgxgygz  —  g  Gw  Gjb  Gy  Gz  —  r(Sw^x(By(Bz 

—  ^P9         2  ^  2 ^  2    ■  ■      ^ 2 '^^ 

Liid  noch  zwei  andere   Gleichungen   dieser  Art.  —     Die  andere 
•'ormel  war: 


G 


-2~"^~2~^'"2"^     2 


ind  ähnliche. 


§.8. 

(Anwendung  des  Vorigen  auf  die  Verwandlung  zweiter  Ordnung. 

Am  Schlüsse  des  §.  3.,  wo  die  Transformation  zweiter  Ord- 
lung  vorkam,  konnten  die  Ausdrücke  für  jgrf  ^r,^-,  6  1  ,    u.  s.   w. 

loch  nicht  gegeben  werden,  weil  sie  nicht  unmittelbar  aus  der 
iortigeu  Grundanschauung  hervorgehen.  Erst  die  Formel  (9)  des 
rori^en  Paragraphen  machen  es  uns  möglich,  die  Transformation 
sweiter  Ordnung  in  dieser  Beziehung  zu  vervollständigen.  Setzt 
nan  nämlich  in  (9)  xz=iy^  so  erhält  man 


G2ar +(B  ar  =s  2G«a:CB%, 
(B2ar  +  (72a:  =  ^QS^xg'^x, 
g%c  +  G2x=2g^xG^x, 


Gär— (52a? = l^xg'^x , 
(mx—g'ix—'lqy^xÜ^Xy  \  {A) . 
g%c  -  Glx = lTfx(S?x 


\ 


(13)  ^=^0  und  verdoppelt  x,  so  ergiebt  eitii 

Diese  Gleichungen  geben  die  Functionen  (leseinPacben  ArguraCDti 
X  ausgedrückt  durch  solche  des  doppelten  Arguments  Iz:  m 
dienen  also  zur'  Halbitune  des  Argumeuts  ,  erfordern  ober  Vku 
die  Ausziehung  vierter  Wurzeln.  Für  den  Zweck  diese«  Pan- 
graphen  geben  die  swei  Gleichungen  der  ersten  Horizontal  reihe: 

G■lx=G*{x.^,b)^■pJ^^x.'^,b). 
Man  selxe  hier  !i(i  statt  o,  und  dann  mDge  p  in  P  übergehen,  rt 


G(x.a.r^  =  fi^x^^P.y^x. 
<s(x,  a,-^=G^x^P.r^x. 


Um  die 

Constanle  P  zu  bestimmen,  setze  man  .r 

Dach  S. 

i: 

fr 

folglich 

^ 

6     4            ü» 
4              4 

also  endlich  die  gesuchten  TransfoTmationsfonneltt 

K-.|)=--^.- 

42S 

Betrachtet  man  die  in  §.  5.  definirten  Constaoten  p,  q,  r  als 
tionen  der  specifisehen  Constanten  a,  6  und  bezeichnet  sie 
r  durch  p{a,  b),  u.  8.  f.,  so  hat  man 


•')=( 


Gs^  — (BäN  , 

J=(V-r(a,6)-V^(Mi))«,    - 


a  _« 


\      '*^2% -^  f 


'^  2 


G|+.(B|     « 


N  /^^2  +  ®2N 

'  V  "  ~  V. — « —  )  =-^^^^^'*)+^^^ 


\"'2/= g— =4V-r(a,6).;>(a,  6), 


^  2 


/  6\   (4-4y  ,^. 


(  b\  in^<^^      ^ 

"'2 

§.  9. 

Zur  Verwandlung  von  ungerader  Ordnung. 
n  $.  3.  wufdte  gezeigt,  wie  sich  ganze  elliptische  Functionen, 
iur  Darstellung  (p^)  (wo  h,  k  zwei  ungerade  Zahlen  sind) 
5il  XIV.  ^^ 


ßehDren,  aU  enillkhe  Produkte  solcher   ilaiTstellefl  lassen,  dtosP 
aretelluiit;  (a.b)  geharen.    Hier  sollen  nun  die  hestimniteD  Fok- 

tionen,  wie  yi^L'j  '  rh  «'""  besonderen  Betrachtung  ^lnt«wo^ 
feil  werden. 


A— 1=      =A-1        /t—i=      =A-1 


güTiiißcnden  ganzen  Wertbe  von  m,n  erstreckt.  Wird 
Producte  Her  dem  Systeme  wt^Ü,  w~0  entspreche: 
weggelassen,  und  wird  von  je  »weien  diametral  eotgcgengesebta 


~0  entsprechende  FacW 
liametral  entgcgengesetita 
ine   berücksichtigt,  ko  dl 

Factoren  xühlende  Product    durch  Hai' 


Systemen   (m,  n),  {—m.—n)  nur  das  eine   berücksichtigt,  so  «A 
das    alsdann    nur    "'^ — 
gedeutet  wsrden, 

N«cb  §.  3.  ist  nun 


'(Ä.Fl)=(-" 


"vi/rA'/iJ-^  ^-^ 


Für  einconMantesnbekümmt  hier  das  Argument  öl  ^  'S"  "^ 
die  Ä  Werthe 


Wendet  man  dann  die  Formeln  an,   welche  zur  Vemandlun^ iIh 
Arguments  ai-i^s  '">  ^  dienen,  so  bekömmt  man: 
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/b     a   b\        ..6      -'  ■    Sic  ■       rj^\T+Tj 


tod  hieraus 


Wendet  man  die  Formeln  (6)  und  (7)  des  %,  7,  auf  die  Tran»- 
^vmationsformeln  des  §.  3.  an,  so  erhält  man 

v^' *'*;=(-*>  ^  ^^-"-^ — ,/m.  h6\ — — ' 

II.    8.    f. 

Ist  die  reelle  Componente  von  -  ein  positiver  rationaler  Brucb 

j  dessen  Zähler  und  Nenner  ungerade  sind,    so   kann  man  die 

jbiictioneny(^rCi,6),  u.s.w.  mittelst  der  vorigen  Transformatiensfor- 
«rln  als  endliche  Producte  von  Functionen  wie  y  (g,  \,  \  ^  B  nT  — V> 
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r  1  I-  f)  V  — 1  ist,  und  Bomil 


m 

ilurdi  sdche  eKn 
le  VerhaUnisa  rmi 


ttBtihe  Functionen  ansilrficken ,  wo    das  sficcilirlie 
imaginär,  d.  h.  ivo  der  Modul  redl  ist. 


5.  10, 
HcrleilHug  der  güiizen  elliptischen  Punclionen  aus  den  gelirochci 

In  §.  7.  ist  eigentlich  dio  Addition  der  Argumetile  Itlr  |>iiit 
elli{>tiscbe  Functionen  nicht  gelungen;  denn  es  ivnrde  nur  cjuPn- 
duct  zweier  ganzen  Functionen  von  a^-\-y  und  x — y  in  pxt 
Functionen  der  getrcunteti  Argomentc  .r,  i/  ausgedruckt.  DiÜ 
seti  sind  die  dortigen  Formeln  go  heechaffen,  äaa»  durch  dioM 
hen  die  ÄulEabe  der  Addition  der  Argumente  für  eint  er" 
hrochene  ellitilische  FnneOon  wirklich  celHst  ist.  E«  ergie 
sich  z.  B.  aus  (8) 

r  (-f  H- .'/)  C  (■p— y)  =  )'-^  (ixgifl^y  \  j>jGy!].TfS-x , 

und  nach  (7)  ist 

'V  (^  +  .y)  f-'i-r—H)  =  G^xG^ff  +  '■;,;-*.r,  2^. 

Dividirt  mau    itiese  beiden    Gleichungen    durch    einander,  «<''■-_ 
das  Argument  T~y  ^<*gi  nnd   man  bekömmt  dann   eine  vaÜA 

.Additionsformel  für  die    gebrochene  Fuijclion  p.  nämlich 
K-lis)  _  r^G.xff!/(By  +  VnG>)3.xiS.r 


ainamarcosuniy  A  »'"g  +  sinamycosania:  A  ""^ 


1  —  A'^sin^amarsin^amy 

wenn  r= — I,  p=z/fl  angenommen  wird. 

Was  so  in  g,  7.  für  gebrochene  Functionen  geleistet 
nun  auch  l'iir  ganze  geschehen ,  freilich  nicht  in  endliche 
sondern  nur  mittelst  Differentialgleichungen.  Im  Zusamraeiiliai 
hiemit  wird  sich  daun  eine  gaone  Function,  wie  tjx,  mittelst 
tegrationen    aus    irgend    einer    gebrochenen    Functiou 


}^ 


,  herleiten  lassen. 
Aus  der  Formel  (7)  in  §.  7.  folgt 


I 


m 

fXfferentiirt   man  diese  Gleichung  logarithnjisch   nach  a:  und  be- 
"Icksicfatigt,  dass  nach  (1) 

<ilog  /yic  \ GxCBs 

da:  \gxj       yxgoc 

t,  so  erhält  man 


Gx(Soc 
y)  Ixgx 

■vcfa  Vertmoschung  von  x  und  ^.  ergiebt  sich 

gV+g).__ 9'(^-y  ^9'y _ 2or       y^^^  "     ^y^y 

9(^-\ry)     9(^-y)     99         9(^+9)9(^—9^  Yygy 

Idirtman  beide  Gleichungen,  beachtet,  dass  nach  (8) 
YxgxGyßg  +  yygyGxiSx = y(x  +  y)g(X'--y), 
^d  halbirt,  so  ergiebt  sich 

9'(^+y)  ^s:^  ^gjSL^  ^r  Y^yY(^+y)  ^         .^^. 
f  9(^+y)     9^    99     ^  9^999(^+9) 

-1;   : 

M  zwei  andere  Formeln  dieser  Art  entstehen ,  wenn  man   von  g 

Kl  G  und  zu  ®   fortgeht.     Da  die   gebrochene   Function    -     ,  ? 

Ui  durch  gebrochene  Functionen  der  getrennten  Argumente  x,y 
iuntellen  lässt,  so  enthält  die  vorliegende  Gleichung  die  Lösung 
9r  Aufgabe,  die  ganze  Function  g('X-{-y)  ohne  Beihülfe  des  Ar- 
iments  x^y  einzig  durch  Functionen  der  getrennten  Argumente 
mg  darzustellen. 

Differentiirt  man  die   Gleichung  (16)  nach  y  und  setzt   dann 
^0,  so  erhält  man 

dx        ^         ^   g^x 


g=.^0+r/|*)V 


Es  bestehen  demnach  folgende  Formeln,  durch- welche  die 
IjDzen  Functionen  r,  g,  G,  (B  mittelst  der  gebrochenei^  tt-^ 
f  g,  w,  ausgedrückt  werden:  , 


=3-5"o+r/  ;7cA 


"/1 


-(ia:^a:<B*0— y 


/■G 

Vö' 


x6"0+rp. 


p/'Ä'' 


-  tLc^xCÜ—I' 


o-o-ff. 


/i 


-dxs=x<B''0—f  -s~dx. 


-n 


I 


u 


ÜebrigeDs  ist 

G"O-(B"0=p,  ffi''0-5"0=7.  ff-O-CO^r. 

Um  noch  eine  der  Gleichung  (l6)  ahnliche  Gleichung  flir 
FunctioD  y  zu  bebommen,  setze  man  io  jener  -c  +  ö  anstatt  x 
wkd  man 

ri'^W     ^*     «y     j-arC-E+y)«? 
erbalten.    Zieht  man  hierron  die  Gleichung 

ah,  Bo  erhSIt  mau: 


7(« + y)    . .  ra;     w  r^i'^  +y)ysffy 

Man  multlplicire  lechts  ZXhter  and  Nenner  mit  g,  setze 
und  l>Mebt*  die  tilelcbung 


4SI 

6 
Iche  sich  aus  (12)  ergiebt,  ivenn  man  dort  ^  -f  ä  anstatt  x  setzt* 

nn  erhält  man 

rV+y)  _X^_  tfi  =:  ^^<By CB (ar  +  y) ~ .yar.^y^ (a;  +  y) 

Y(^+y)     yx     yy  qY^>i7ur(^ + y) 

ga:9y9(^+y)-GxGyG(x+y)  ^GxC^G(x+y)-^(Sx(By(BiJf+y) 

nxryr{x-\ry)  '^  py^yyri^+y^ 


§.  11. 

Ueber  die  eRiptischen  Integrale  der  dritten  Art. 

Die  Theorie  der  ellipHffcheo  Integrale  dritter  Art  ist  in  fol 
»nden  einfachen  Betrachtungen  enthalten.    E&  ist 

soy  wenn  man  (6)  berücksichtigt  und  nach  x  integrirt: 

^  yi^-y)   J     y^'^Ty^yg^!^ 


UieDSo 


■     9i^\y)  ^g  Pg^^gyg'y  +  vn/^^yyy'y^   ^  ^  ^ 
^  g(^—y)    J     g^i^g^+^y^^y^       »    •    •    • 

Lässt.man  hier  unter  dem  Integrationszeichen  das  Argument  x 
•ir  mit  den  Functionszeichen  y,  Cr  erscheinen »  so  erhalten  diese 
ier  Gleichungen  folgende  Gestalt: 

,G(x+y)    ,t/^a;€!yG'y  +  yty«ayyy'y 
""8G(^y)-C/      G»x€Sf^qrr*:tY^y    "''' 


MS 


Sebit  iDKn  endMch 

.i=2K,  6  =  2Ä'V— I,  aUo  c  =  iKK': 
Bo  »'firdeii 

p=i',  ,  =  *'>,  ■•=- 
und  mao  erhält  folgende  Formeln: 

^j-(i— k)     J         3in- 

'"Ss(;r^.)-y 

'»egjsz^y — r 

Wirrt  da§  elliptische  Integral  dritter  Art  dnrch  /rr — ^"Ei 

dargestellt,  so  erstrecken  steh   itir    ein  reelles  a  die  ynrigen  fp% 

mein  nur  auf  diejenigen   Werthe    von    «,    tvelche 
GrSnzen 

enthalten  sind.  Gicht  man  aber  dem  Argument  a  einen  reio  iu- 
eiiiSreii  Werth,  so  gelten  die  angeführten  Formeln  für  diejaigen 
Werthe  von  n,  welche  innerhalb  der  Gränzcn 

enthalten  sind.  In  dieser  Aufzählung  sind  aUo  alle  reellen  VVertbt 
von  H  begriffeH. 


Ueber  die  Addition  der  ArjrumGnte  bei  den  clli|itiBehen  Integrale« 
der  dritten  Art. 


Der  Zweck  dieses  Paragraphen  erfordert  ein  Zurückgehen 
die  Formeln  (n)  und  (ft)  des  §.  7.     .Setzt  man  in  (a)       ^ 
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ijod  bezeichnet  der  Kürze  wegen  das  Product    -^ 

durch  y{sU  uv)y  u.  s.  f.,  so  verwandelt  sich  die  angeführte  Fornlel  iii 
pqry  (st,  uv)  +  pg  (st,  uv)-\'qG  (st,  uv)  +  rCB  (st,  uv) = — 2pqry  (su,vt) 

und  hieraas  durch  VertauschuTig  vod  tt^  und  ^: 
^pqry  («tt/c)  +pg(st,  uo)  +  ^G  (st,  uv)  +  r(ß  (*t  ^»)=2p^i7  (sv,  tu), 

^ddirt  und  subtrahirt  man  diese  zwei  Gleichungen ,  so  ergiebt  sich 
p'g  (styuv)  +  gG  (st,  uc) + r(B  (st,iev)  =pqr  {y(sv,  tü)^y  (su,  vt)],    (c) 

y  (st,  uv)  +  y(su,vt)  +  y(sVy  tu)  =  0.  (d) 

^uf  gleiche  Art  gewinnt  man  aus  (fr)  die  beiden  Gleichungen 

pqry  (st, uv)  +pg  (st, uv)—gG  (st,  uv)  —  r(B(st,  uv)  =  2pg  (su,vt) ,  (e) 
r^pgry(st,uv)  +pg(st,uv) — qG(st,uv) — T(S(si,uv)=:^^pg (sv,tu)\  (f) 

ittd  aus  diesen  durch  Addition  und  Subtraction 

pg(st,uv)  —qG(st,uv)'-^(B(st,'uv)^=p\g(8U,vt)+g(sv,tu)],(g) 

qry(styuv)=:g(su,tv)—g{sv,tu).         (h) 

■  t 

'•  * 

Ich  erlaube  mir  eine  kleine  Zwischenbemerkung.  Wenn  man 
In  (f)  von  der  Function  g  zu  G  fortgeht,  und  die  so  entstandene 
deichung  zu  der  unveränderten  (e)  hinzuaddirt,  so  ergiebt  sich 

pg(su,vt)  +  pG(sv,tu)'{'r(B(st,uv):=:zO. 

* 

Die  Gleichungen  (c),  (d),  (o)»  (^)  können  nun  bei  der  Addition 
ißK  Argumente  der  elliptischen  Functionen  dritter  Art  auf  folgende 
Weise  benutzt  werden.    Setzt  man  darin 

80  wird 

pgr  {ya)f(x  +  y + «)  y  (a;  -«)  j-  (y  -«) — yay  (x  +y— «)  r  (a:  +  a)y(if  +  «)| 
-PSß^g  (^+y)9^9y + gG'2äG(x +v)  GxGy  +  r(B2a(B(ar+y)  <B.rCB,y, 

yar(x+g  +a)r  (or— a)y  (^-r-a)  +yay(a:  +3rf-a>y  (o:  +  a)y(y  f«) 

=  y2ay(ar+y)yaryy, 

P\9(xg(^+y  +  (>Ö9(^-fx)ff(y-cc)+9(xg(a:  +  y-a)g(X'^a)g(y  +  a)] 
^pg''i€ig(a:  +y)ga:gg'^gG2aG((!c-i-y)  GxGg'^r(B2a(B  (a:'\-y)(Bx'(By, 


Mittelst  der  Formelo  (12)  iu  $.  7.  und  (A)  in  §.  8.  kann  man 
die  vorliegenden  Gleichungen  auf  folgende  Art  umge«tal(en.  Ei 
■ei  der  Kärze  n-egen 

iV=  —  l  G«n<S«(Bffffi(x +y )— ffiVCj;%  G  (j: + j)I 


und,  vrenn  man,  um  zu  der  ran  Jacobi  eingeführteu  Bezeii'hunBn- 
arl  der  gebrochenen  elliptischen  Functionen  überzu^'ehen ,  p^< 
qr=k'^,  r=  —  I   annimmt,  find  dann  der  KQrze  wegen 


f ;; —  ^c-os  ania  J^amaeinam  j:  siuam  1/  siiiam  (x  +  y), 

p  ——^ —  ^Binainu  (cosam  j:  cu^ani  y  cosam  (x  +  y)  —  cos^aimi)) 

lolglich 

f|>s=(rin*anA:— sin'ama)  (8ln"aniy — sin*aiua)  (sin^am  (x+g)  — ainto«) 

setzt,  SU  ist 

Setzt  man  feruer 

Q=yn'«Gaffi«yaT^  (:r  + 1/) ; 


5i£iSL+jOs (.«-«1  a  (!td.    P+O 
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Geht  man  von  g  za  G  über  ond  gebraucht  dann  gebrechen« 
iinctionen,  so  hat  man  diesed  System  von  Gleichungen: 

Q  — ö =4L*awi«  +  ^*s»ß*Äni«cosam;rcosam  jeosam(.i:+y), 

^  — 5 =  A;^  sinama  cosama  A  ama  sinam  x  sinam^  sinam  (x -{■%/), 

^^^  G(x+3/  +  ä)  G(x-a)  G(y-a)— ^^• 

Die  Lesen dre' sehe  Formel  für  die  Addition  der  Argumente 
3r  Amplituaen  bei  den  elliptischen  Integralen  dritter  Art  kann  auf 
igendem  AVege  erbalten  werden.    Es  ist 

G(x  +  a)G(if  +  a)  _  G(s+v)G(s-v)      G(sv,uü) 
G(x-a)G(y-a)  ^  G(t+v)G(f^v)''G(tv,uu) 

ragt  man  aber  die  obige  Formel  (h)  von  g  auf  Cr  Ober  und  «etat 
mo  t=u  hinein,  so  giebt  sie 

Gjisv ,  im)^G  (su,Tu)  ^pry  (sth  uv) ; 

Iglich  ist ' 

'(jr-f«)  G(y  +  (i) Cr  (x  4-y  +  «)  GaGxGy — jpyy(^'4-y -f  «jygy^yy 

G(x — a)  G  (y — a)       G(x+ y— «)  G«  GxGy  +pry(x  +  y — a)  yayxyy* 


ad  hieraus 


G(x  +  y'^a)G(x+a)G(y  +  a) 


1  -f  Ä:^siiiamaslnamdrsinamy  sinam(:r'f  y  -|-«() 
1— »ü:^ sinamosinam  o;  sinamy  sinam  {x  -f  j^a) 

<Wie  dieser  Ausdruck  mit  der  Addition  der  Argumente  der  Am- 
tituden  der  'elliptischen  Integrale  dritter  Art  zusammhängt,  ist 
is  dem  vorhergehendem  Paragraphen  Uar. 


§.  13. 

i^enn   das,  Argument   x  als  Function  .wn  ajbz ^S  '  *  L      und 

^r  specifischen  Constanten  a,  b  gedacht  wird,    die  in  Beziehung 
if  die  beiden  letztern  genommene  Variation  6x  des  Argument» 
(z  als  cottstant  voransgesttzt)  zu  bestimmen. 

Seixt  man 


■^^^ 
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1 

■ 

^w^ 

yx            (Ex 

1 

«0  hat  Jnap  >erm.!t;e 

der  Gleicliuiigeii  (i)  und 

(1)  de. 

.5.1VI 

TW«=^t«- 

-1,    -r«s=piH».   1  = 

dx 

Oi«  letzte  Gleichung 

«ird  d.hn 

1, 

• 

und,  wenn  um»    t«ie 
hält  man 

nach    □.  /(    Ingiirith misch 

differentiirl,  14 
i 

2rMf 

d;r       Sp      pSq~qSp_ 

Ü. 

Sic    rifc 

Nui.  ist  *^^^. 

und    wenn    man    die    vo 

liegende 

1 

mit  (/je  multlplicirt. 

0  wird 

,    dBx      dSj'  ,        „ 
dz        d: 

. 

HO   das  Zeichen  d  eine  Differentiation   nach 
II,  b  als  constant  gedacht   werden.     Integrirt 
hung  anf  i  oder  :C  allein,  so  erhält  man 

I  anzeigt 

wsbi 

in  Be 

I  t>>q~iA> 


"f&y- 


DadieWerthe  ;r^0  nnd  t:=l  immer  zusammen  gehören, 
auch  a,  b  sein  mGgen,  so  ^verschwinden  :r  ui^d  Sx  gleichz« 
also  muss  auch  das  Integral  rechts  fQr  x=0  verschwinden.  ^ 
möge  der  Formeln  (l7)  in  g.  10.  kann  aber  dasselbe  durch 
ebenfalls  för  x^O  vetschwmdenden  Ausdruck 


ersetzt  werden,  wodurch  man 


it  man  jetz<;c=ti-f~  «>>  so  wird  tz=~~jr 
meine  verschwindend  hIeine  Grösse  bezeichnet. 


2;»yT      <&x 

und,  w 
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dlglich 

r  €» 

Isö  ist  öoo  selbst  von  der  Ordnung  cd,  so  dass  man  8x^8ä  setzen 
Larf.    Aus  den  Formeln  am  Schluss  von  §.  4.  ergiebt  sich  aber 

Setzt  man  jetzt  der  Kurze  wegen 

2pqr      ~        '     2j9^^"      2pqr      ~^  2pqr  ~    ^' 

€>  dass 


dx=xri — 


(Bar 


^rd,  so  bekömmt  man  für  x=a  und  a:=6  folgende   zur  Bestim- 
UnDg  von  £  und  i]  dienende  Gleichungen: 


a'n 


•  < 


da=iari'-- f, 


56=6iy— — e; 


wans  sich 


£  = 


p 

srgeben.     x\lso  ist  für  einen  constanten  Werth  von  >,/  *   '  ,{ 

0(x,a,b) 

a'öb  —  6^^q      (g'^    aöb'-^bda 
8x=x    20^=1    ^CßJ-  2;rV~f 

Aus  dieser  Gleichung  ersieht  man^  dass  sich  die  Continuität  von 
Bb  nur  allemal  dann  verliert,  VFenn  (Bx  verschwindet ,   d.  h.  nur 

IhtDD,  wenn  a:==:rwi  +  2)«+ (w+2  )*  ^''^^»    ^®    "**  ^   beliebige 
Sturze  Zahlen  bedeuten. 


I- W. 

Wie  niuss  das  epedfische  Dreieck,  welches  zur  Da rsttttlnng  einer 

ganzen  eili|itisclien   Function  dieiit,   beschaffen   sein,   damit  eil») 

der  Veibältnisse   der  drei  in  §.  5.  bestimmten  Conetanten />,  f,  r 

reell  sein  künne? 

Ist  eines  der  genannten  Vorhältnisae  reeti,  so  aind  es  negffl 
der  Kelation  p-i-q-^r:=0  nothwendig  auch  die  beiden  SWit» 
Dann  wird  man  irgend  drei  reelle  Grüssen  angeben  kimnen,  ««eich 
-  mit  p,  9.  r  proiiortional  üind ;  und  du  ihre  Summe  gleich  Null  iä, 
So  niuüie  eine  derselben  entgegengesetztes  Vorzeichen  babeo  mit 
den  beiden  übrigen.  Unter  den  drei  uiüglicben  Fällen  nollen  wir 
denjenifren    voraussetzen,    wo  die  mit  r  proportionale  Grösse  ihn 

beiden  übrigen  entgegensetzt  ist    Dann  sind  — ^,  —  -  zuglach 
posttiT«  ächte  firBche,  weil  — ^  —  r^'    ^^      Setzt    man  im 

M,R»;}t  fr«.  '**>' 


Bezeichnet  man  nun  den  Werth  dieses  Intes^rals  duich  KiM 
K'V^—h  jenachdeni  in  denisell>en  1/  cnntinuirlicb  die  zwifcM 
0  und  +1  liegenden  reellen  oder  die  zwischen  0  uifd  +x)V-i 
lie^renden  rein  imaginären  Werthe  einmal  durchläuft,  so  sind  i 
K'    endliche     reelle     und     positive     Grössen,     und     nimmt  "" 

/     K  K' N 

(  r?:^.  Irtir  V  — '  )  ^la  Oarstellung  an,  so  ist  y  diesw 
Function  ron  x,  wie  bei  der  ursprilu glichen  Darstellung  (o, ')'*) 
Beide  Darstell  nngeii  jjebcn  also  ein  und  dasselbe  Netz  von  Pw  il 
ten,  nnd  jene  erster«  ist  die  Hiiuptdarstellnng  def^.xelben,  "ir^ 
ihr  ein  rechtwinkliges  Dreieck  zu  Grunde  liegt,  d.  h,  »eil  i* 
zugebiirice  specilische  Verhältniss  rein  imaginär  ist.  Das  t* 
sagte  führt  xu  folgendem  Schhiss; 

„Wenn   die  Verhältnisse  der   Griissen  p,  q,  r  reell  sindv 
kann   das  zugehörige  Netz    von  Punkten  durch    ein  rechtwiokGgd    ^ 
Dreieck  erzeugt    werden,  dessen   Katheten    denjenigen   zwei  "^ 
den  Grössen  p,  q,  r  entsprechen,   deren  Verbaltniss    einen  pc 
ven  Werth  hat." 


*)  Hiflr  i«t  ilifl  (HniHHie  Stelle  d^.  .  Beweliif» 
<  AaaävHrU.  wie  Mn»ra(..(lK  +  7.h' V-\  +  i\ 
usgeaet%t   werden  va  mnaHcn. 
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§.  15. 

üeber   die    analytische  Bedeutung   der  UauptdarateUung  einer 

elliptischen  Function. 

Denken  wh*  uns  aut  die  in  §•  1.  beschriebene  Weise  jedes 
»mfilexe  Argument  x  durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  dargestellt, 
\  bildet  die  Reihenfolge  aller  derjenigen  Punkte  x»  wekbe  zu 

»eilen  Werthen   der   gebrochenen   Function  y^r-^—^  gehören, 

me  Curve.  Die  genannte  Function  bekonimt  aber  resp.  die  reel- 
tn  Werthe  ( — 1  )*»+",  0,«,  so  oft  als  das  Argument  x  eine  der 
ormeo 

•  ■ 

nnimmt.  Folglich  geht  die  betrachtete  Curve  1^.  durch  alle 
^ken  des| specifischen  Dreiecksnetzes,  2^.  durch  die  Mitten  aller 
er  CoDstanten  a  und  3^.  durch  die  Mitten  aller  der  Constanten 
entsprechenden  Seiten.  In  den  ersten  Punkten  erh^t  die  ge- 
rochene Function  jr-  abwechselnd   die  reellen  Werthe  H~l  und 

rl,  in  den  zweiten  die  Werthe  0  und  in  den  dritten  die  W^erthe 
u    Vielfache  Punkte  der  Curve  können  nur  da  liegen,  wo  der 

teil  X  genommene  erste  DifferentialefBcient  von  fr-  verschwin- 
sb«    also    nach    (1)  in  $.  6«  da,   wo   yx(Bx  verschwindet      Da 

9(ma+nb+x)  gx 

G(ma+n6+a:)""^     *^        ^x 

»  und  die  Curve  demnach  nach  zweien  Richtungen  hin  periodisch 
Häuft,   so   brauchen   wir  in    der   zuletzt    erwähnten  Beziehung 

■*  die   beiden  Punkte  ^=0,  a:=— ^ —  zu  betrachten.     Nehmen 

ox  \ 

t'  vorerst  x  verschwindend  klein  an,  so  wird  ^T-  =1  +  t»'^*. 

ifer  allen  complexen  Werthen  von  a?,  die  zu  demselben  ver- 
l^windend  kleinen  Modul  gehören,  kann  es  aber  nur  zwei  x  und 

l/^ — I  (je  zwei  entgegengesetzte  werden,  als  einer  und  derselben 
^eente  entsprechend,  hier  nur  für  einen  gezählt)  geben,  fär 
^Icne  rx'^  reell  wird.  Folglich  sind  die  Ecken  des  Dreiecksnetzes 
^ts  Doppelpunkte  der  betrachteten  Curve,  in   denen  diese  sich 

^htwinkiich  schneidet.    Setzen  wir  zweitens  ar  =  — 5 ho»,   wo 

yerschwindend  klein  sein  soll ,  so  wird  T\ac\i  ^.  4. 
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/a+6        \  a+b 

g(£+*+„)-  g4*?^=V  -Jo^— )• 

Die  Gorve  kann  also  nnr  dann  durch  diesen  Pankt  — q—     gehci, 

wenn  das  Verhältniss  —  reell  und  negativ   ist  >   also    nach  §,  14  |. 

nur  dann,  wenn  im  specitischen  Dreieck  der  Hauptdarsteliing 
einer  der  beiden  mit  p  und  q  homologen  8'eiten  ein  rechter  W 
kei  gegenüberliegt.  Dann  sind  auch  die  Mitten  aller  mit  r  hu» 
logen  Seiten  des  Dreiecksnetzes  Doppelpunkte  der  Curve,  in  deoei 
sie  sich  rechtwinklig  schneidet.*) 

Um  eine  Anschauung  von  der  Continuität  der  Realitätscurve  flk 
^T-  zu  bekommen,  nehmen  wi r  zuerst —als  rein  Imaginär  (mit  positiveo 

Factor    von     V — 1)  an.    Dann  ist  aus  der  Form  der  nneodlidiei^ 
Doppelproducte  auf  aei^  Stelle  klar,  dass  die  gesuchte  Corve  mit  dei 
beiden   sich  rechtwinklich   schneidenden  Systemen  paralleler  oni^ 
äquidistanter  Geraden  des  specifischen  Dreiecksnetzes  zu8aBM*1 
fällt  und  demnach   ein  Netz  von  congruenten  Rechtecken  Kldefei 
Geht  nun  das  specifische  Dreieck  aus  der   rechtwinkligen  Fort  1 
allmählig  in  die  spitzwinklige  über,  so  verwandelt  sich    das  Nett  * 
congruenter  Rechtecke  in  ein  aus  zwei  Systemen  sich  rechtwiit 
lig    schneidender    geschlängelter    Curven    bestehendes    Netz,  b  , 
welchem  die  einen  mit  p  correspondirenden  Curven   den  zwischcB  ' 

+  luud  — I  oscillirenden  reellen  Werthen  von  y^—zugehören, wäh- 
rend die  anderen  niit^correspondirenden  Curven  zu  denjenigen  reellen 
Werthen  von  y^—  gehören,  welche  von  +1  bis  +oo  und  von  — ao 

bis  — 1  und  wieder  zurück  verlaufen.  Isolirte  geschlossene  Zweige 
der  Realitätscurve  können  niemals  auftreten,  und  zwar  aus  folgen- 

fICC  (71/ 

dem  Grunde.     Es  sei  -4r-  =  v;-j  so  foli?t  nach  (9): 

iul<>lich  entweder 

.c  J:  y/  =  2 II Kl  -|-  *2y/6 , 
oder 

x±y  =  (2m  +l)u  +  (2//  -f  l)  6. 
Da  nun  die  beschriebenen  olTenen  Curvenzweiije  schon  .*alle  reellen 
Werthe  von  y^— enthalten  und  der  durch  die  letzten  Gleichungen  ange* 


1  ierdurch  wird  §»  V^.  euU^iA\TVw\\  w^i\\\?^Q,Vv\.. 
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^.otefen  doppelten  PeriodicitSt  vollkommen  entsprechen,  so  L. 
irch  dieselben  die  »anze  Curve  auch  vollkommea  erschüpft.  — 
Bi  Tortädi  reiten  der  Farraäudernng  des  specißschen  DreiecIcR  kann 
st  dann  eine  Discontinuität  in  der  gieichzeitieea  Formänderung 
sr  RealitStscurve  eintreten,  wenn  dieselbe  die  Mitten  der  mit  r 
rkrespoDdireaden  Dreiecksetten  erreicht,  d.  h-,  wie  wir  oben  ge- 
rben habei),  wenn  das  specifbche  Dreieck  an  dieser  Seite  einen 
eilte»  Winkel  bek<inimt.     Gesetzt  die  Hypotenuse   correspondire 

it  q.  so  ist  nunmehr  -^^  rein  imaginär,  und  da 

G(37,o,*)— (B(x,o-i,fl)' 
•    ist  die  RealitSIscurve  durch  die  Gleichungen 
a—ö 

o  u  einen  beliebiijen  reellen  Factor  bezeichnet,  dar^'eatellt.  Die 
it  p  correspoudirenden  Zweige  fallen  wieder  mit  den  entspre- 
t«Dilen  Dreiecksseilc^  zusammen,  während  die  mit  q  correspon- 
Kenden  Zweige  sich  in  rechtwinklig  gebrochene  Zickzacklinien 
^»wandeln,  von  denen  die  einen  Stücke  m  die  Seiten  u — 6  fallen. 
Sbrend  die  anderen  parallel  mit  den  Seiten  a  durch  die  Mitten 
KT  Seiten  l»  gehen.  Je  zwei  auri^inanderfolgende  Zickzacklinien 
"»eichen  einander  mit  ihren  Ecken  in  den  Mitten  der  Seiten 
' — b.  Diese  Beschreibung  gilt,  wenn  der  mit  tf  correspondirende 
«ihte  Winkel  noch  wie  der  ihm  unmittelbar  vorhergehende  spitze 
Kinkel  aufgefasst  wird.  Sobald  man  ihn  aber  wie  den  nacnfol- 
bnden  stumpfen  Winkel  behandelt,  so  müssen  die  geradlinigen 
Ivmenle  der  vorigen  Zickzacklinien  in  den  Mitten  der  Seiten  a—b 
\Aera   verbunden  werden,    die  Zickzacke    müssen  die    Kichtung 


r  Seite  A  plütilich  verla 
«sehen.  D.  h.  weil  jetzt  (2n— A,  a) 
•  «llung  zu  werden,  so  richtet  sich  vo 
-  tscurve  nach  dieser  Hauptdarstellung. 

Während    ^  die    reellen  Werthe 
wlt,  durchläuft  V- 


Richtong  '2a  — 6   i 
Begriff  ist,    Hauptdar- 
un    an    auch    die  Hjeali- 

I  t  bis  0  einmal  durch- 


ebenfalls  einmal  die  reellen  Werthe 
reellen  Werthe  von  I  bis 
~  00  einmal  dnrchläuft ,  dDrebläuft  V— r.  ^  ebenfalls 
nmal  die  rein  imaginären  Werthe  von  +  0  V  -1  bis  +  oj  V^tTH 
«tzf  man  nun  y=  Sf — r.  >r-  >  so  folgen  ans  der  vorigen  Belrach- 

■  iii;  über  die  Realitätscurve  für  y^  die  Gleichungen 
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iv; 


loV- 


^(l-^)(l+Cs«)) 


»üferi  spccißstlicii  Ounstauten  n,  A  der  Hanpldarntelhng  i 

eichen  ccimiileKOli  >Vertli  aucli  der  Modul  Y   -jr 
HCT  V01I81-  d^n  elliptisclieii  Inlcgrale  erster  Art  haben  ma^. 


Verivandlung   dci  «II  i|)t  Ischen  unendlichen   Doppel  pro  ducte  ii 
unendliche  einfacbR  Producte  trigonometrischer  Factoreii' 


n  vier  Do[ipetptoducten,  wie  J7  -•  -? 
elUpÜMÖ 
tion  iin 


■  Namet 

sind, 
ergeliei 


sanzen    elUpliscU 
Multiplicatioii  iiiS 


M^-i-nb) 


;"" 

^     iJ 

n 

(j!  +  (n 

+0" 

SlD 

a 

All 

<-o* 

■:+(■■+ ^)t) 

q 


Dieselben  sind  canTergent,  sobald  —  nnr  nicht  reell  ist  I 
denke  sie  sich  zwischen  gleichen  und  entgegengesetzte»  * 
grossen  Wcrthen  von  n  oder  R  -f  n  genommen.  Es  handeil  i 
nun  dämm,  ifate  Verhältnisse  za  den  entsprechenden  Funcäei 
7>  jr>  ^>  ^  '■^  bentimmen. 

In  der  Ebene,  in  trelcher  die  Werthe  ron,ma-fn6  dM 
Punkte  dargestellt  sind,  sei  um  den  Ursprang  als  Mittetpmikt' 
Kreis  mit  dem  sehr  grossen  Halbmesser  k  beschrieben,  irdd 
als  Grfinze  für  dia  Doppeipraducte  y,  u.  s^  w.  gelten  soll,  h 
serbalb  desselbeii  liegea  zwei  ParallelUnien  von  der  durch  a< 
zeichneten  Ric^tunK  unä  &e\t  \i«»{Kn  «,«V%,«^^««'2,«»,«\3.ti£i\  Grinm 
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von  n  pder  t^-f  ar.  entsprechend.    Bezeichnet  nun  Q  den  ge- 

samen  Qudtieiten^  der  ausser  Division  der  obigen  einfachen 
ncte  durqh^  die  enisprecfaenden  Functionen  y>  ffy  G,  (B  hervor- 

it,  so  ist  Q  gleich  dem  Doppeiproducte  ilf  IH ,     »   j  > 

bes  sich  über  den^  fpftnzen  ausserhalb  des  Kreises  k  und  in- 

älb  der  ParalleÜlnien   (4:n)  liegenden  Flächenrauui  erstreckt. 

"■.'.>•  j 

ist  mit  einem  Fehler  von  der  Ordnung -r  : 

wenn. iQän' zuerst: in  Beziehung  auf  m  integrirt: 

n*  sich  auf  den  Anfangs-,  m"  auf  den  Eudpvnkt  einer  mit 
Richtuns  a  parallelen ,  durch  den  Werth  von  n  bei^immten 
le  des  Kreises  k  bezieht.  Um  nun  das  einfache  Integral  längs 
ganzen  Peripherie  k  verfolgen  zu  können^  setze  man 


t  der  Inhalt  des  durch  die  Seiten  a,  ma-^nh  bestimmten  Pa- 

ak 
logramms  ftcr^^o^sin^).»  folglieh  dn^=^—  eo8(pdg>y 


■«   j 


logQ=-— 6-2aV-r^   /       e-vV-i  coafpdtp 

o  .         .        ■ 

.'.'...'■..'.     .^.:;.:r  ■•  :a#   t  ■     ■  ^  ••■  ■ »  -i . 

-  ■    /  f         . .  •  **y  .  ;         .  .       -  •  ../'..■: 

i'=ae"''^~^    den  conjugirten  Werth  von  a  bezeichnet.    Hie- 
folgt ^nun;     •  ■  ^       .'    '  ; 

\V  '■  \  ■       ■/'•' 


ß'n    .        .  /        sin* —  x 


a 


I         a 


a^* 
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6(...,w=-»""  "('— r.ci— i)"»  )■ 

^  V   »I,« — 5; — y 

(Fi(r,»,(i)=<-»"''"f '-— (S3T)-;s- ) 

^        cos* n~ '^ 


r,  200'"  O     .     «^  TT 

y  (ä.  d,  d)  =  B  —  8in  —  /7 


1— 2A««cos  — +  **■ 


(1— A*»)» 


i:^,.  H-2Aä-cos~+A*» 

■^  L-OS — -JJ  - 


^,        I— 2A*'- 


(9(:r,a,d)=e- 


55^  JT 


(1-A*»-'J» 


Da  dh — oA'=2c  V^^l  ist  nnd  da  c  al«  positiv  vorausgo 
wurde,  so  Ist-— -;:=— ,V — I  uod  daher  die  imagioilre  C«(! 
nente   von    -  positiv;  folglich  isi  der  Modul  von 

etD  ächter  Brucli,  wAsbalb  die  steigenden  Poteazea  von  k  i 
der  Null  ohne  Ende  nfihem. 

Setzt  mao  in  den  obigen  Formelo  x—^,  x=^,     und 
denkt  Im  letztem  Fall,  dass 


W 


4m 


.    nb     V-1 

sin 


, -,,     .,  nb      l+h 

1  i:2A«  cos  —  +  Ä*»  =(1 1  A«-i)  (1  +  h^+i) 


t  3  so  erhält  man: 


n 


aa'n 


«2-*     '^yn^-ij ' 

id  hieraus 


6 
''2 


6 
^2 


=e 


8^  a  V^— 1  „  /l— A««-*\ 


2^Ai 


'-"(^Sü-l. 


W'n 


^e 


2«  "V   1+A«"/' 


§17. 


«rwaodluDg  der  elliptischen  unendlichen  Doppelproducte  in  ein- 
fache Summen  der  Cosinus   oder  Siiius  der  Vielfachen  des 

Arguments. 

Da  die  hier  angekündigte  Eotwickelung  aus  den  Ergebnissen 
M  vorigen  Paragraphen  in  derselben  Weise  hergeleitet  werden 
kmiy  .'ine  es  in  den  »«Fundamental*  von  J ac ob i  geschieht , 
»konnte  ich  mich  geradezu  auf  diese  Schrift  berufen.  Es  mochte 
idess  manchem  Leser  nicht  unangenehm  sein,  wenn  auch  hier 
lese  interessante  Entwickelung  an  das  Frühere  angeschlossen 
<bdy  Und  überdiess  kann  hier  die  "Bestimmung  (einer  gewissen 
lonstanten  vielleicht  etwas  einfacher  gegeben  werden;,  als  in  der 
rwähnten  Schrift  des  berühmten  Verfassers  geschieht. 

^'  Denkt  man  sich  in  den  Formeln  des  voriffnn  Paragr^hen 
1^  Huttiplicatiionen  ausgeführt,  und  die  Producte  der  Sinus 
■d'  Cosinus  durch  Cosinus  und  Sinus  der  vielfachen  Winkel  er« 
itzt,  so  sieht  man,  dass  die  Functionen 


ch  respective  nach 


entntc  bsseii.     Wir  krumen  daher,  indem  wir  die  Betracht 

zDtiücti  r  die  beiden  ersten  FiiniSioneii  beschränken. 


^•enen,  w(i  Cn^C-a  votauscesetzt  ist.     Au»-  den  Fnrnteln 
finde  des  §.  4.  ergeben  sich  leicht  die    otgenden 

welche  uns  nnn  2a  der  Besttmmung  der  CoefiQcienten  C»  i 
sflTlen.  D^  Exponent  — ^ — V" — i  In ' 'der "  oben  '  angenöniii 
Entvvlelielung  kann  durch 

n(x  +  nb)*^, r     '^**/ i- 

ab     ^~'— "sr^~* 

ifraetzt  werJen,  80  daMlwegen^-^i:«  — ;j-.^x»= — ^ 

wM,  wo  £11  — £_„  den  zu  bestiinnMAden  confitanten  Coe( 
ten  bes^b>et.  Ersetet  nm  jetzt  :b  diirck  ^-fft  und  b 
aicktigt  Ae  ans  {.4.  angeführten  RdationeB,  so  ergiebt  stcl 


Die  Coefhcienten  Xi  sind  also  entweder  ahn'echsßlnd  entgcf 
«etzt  oder  sämmtUch  gleich,  ienachdem  man  es  mit  derFn 
(ff  oder  <B  za  than  Wv.    ¥o\%^t\\  \6X 


H7 


cw  =  ^T.-.*M)!lfc 


2:(— 1)»6 


> 


a<*-4-iit)*., — 


«*=«"  =•"    .-TSSF 


1?*   -     ■  -' 


d  hieraus  5  indem  man  o;  in  :r  -|-  ^  übergehen  iSsst: 


-• — X*  ^1 — l^«p                          «ft 
v-r  —  ß*   2c      ±i iZ_f , 


a 


«"=•       --Z^Ss 


£e' 


■\  .     }  TtbV 


Setzt  man  wiederum  e     »     =A,     wie    frfiher,    so   erhalten 
ise  Vier  Formehi  folgende  Gestalts 

«:»  »  1—2 Ä  cos — -  +  2 A*cos Ä«  cos  + ... 

1—2  l(  +^Ä*'*-  2Ä«  +  ..... 

•Ü^^  1  +  2Äc(W^^^  +  2A«  cos  =^  +  2A»  cos^  +  .... 
(Ba:=ca-     a  a  a 


H-2Ä  +  2&*+2Ä»  + 


•••• 


y^— p2«c*  «       <»  /^  g   ^ o a 

^  7t       T  lA-3Äi«  +  5Ä"— 7Ä»^ ' 

"  ■  ■  *     ..■  *  • 

<!:^,,  cos  —  +  Äi-^os +  A^-^cos —  +A3*co8-—  •  •• 


^a:=e2 


l+A^^+Ä«-»  +Ä»^4 


Es  bleiben  noch  die  constanten  Werthe  der  Reihen  in  den  Nen- 
em  dieser  Ausdrucke  zu  bestimmen  iibrig.  Die  zwei  ersten 
leichungen  geben  \ 
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1 


folglich , 


2  _/l~2k+U^'ik*..Y 

n  die  QuadrutMiKzeln  \   &  !j  <     \  ^^  «i>< 
ein  verschwindendes  a  sich  anf  die  pnsitt 


I 


y  g|  +  y  IE  J^  t^ih'^u" + 


^Sfal 


1+2A  +-2A*  +2A"...     ~9i(A)  ' 


,.(A)=1  +  2A+2A*  +  2A»  +  .... 
sein  soll.    Nun  geben  die  2wei  letzten  der  Fonneln  {B)  desl 

woraus  sich   durch    Additiim  und   nochmalige  Anwendong  des 
sten  Oleichang 

(V^c|:+V"e|)'_G(|.|,  t)+>B(r|.  Q  _^<r; 
4  '(rJ-  0  '(i'i 

ergebt.    Wir  bekombieB  demKicb 


'd-i-o 


JsWP 


fyOTI* 


c(r  '•  0    a  «(?■!■ ') 
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a 


Wenn  a  in  -%  übergeht,  so  geht  aach  h  in  h*  über ;  der  vor- ' 

>gende  Ausdruck  C  ändert  alsa  seiven  Werth  nicht,  wenn  da- 

I  für  a  nach  und  nach  j>  i^»  ßZ*  *"  'substituirt  werden;    folg- 

h  ist  sein  Werth  derselbe  wie  für  ein  verschwindendes  a.   Für 
I  solches  haben  aber 

a    *  l 

sp.   die  GräAsiverthe  -,  1,  1.    Demnach  ist  C=- ;  folglich 


td   wenn    man  die  Darstellung  (a,  6)  mit  (a,  a+b)  vertauscht, 
>durch  A  In  — A  und  G  in  (B  übergeht: 


a  ®2  1— A» 

l-2Ä+2A^2A«+...  =  %/     -— ^=^I+Ä"«- 

^2 

Setzt  man  in  den  vorletzten  Ausdrücken  für  y^^  9^9  welche  noch 
e  Exponentialfunctionen  enthalten,  xz=^9  so  bekömmt  man 

'  ■       ;  .  '  ■  I      •      . 

hb*7t  .■•■.- 

*—    8^?4^-T  1— 2A+2A^-2A^.. 
^2"-"^      7r^""**2Ai-.6A*  +  10AV...' 

ft  _  8/n-2A  +  2A^+2A»...  ' 
^2""^       2A*+2AI+2AV....  • 

Durch  Vergleichune  dieser  Werthe  mit   den  am    Ende   von 
16.  gefundenen  ergiebt  £Hch: 

1— 2A  +2A«-2A« ■"  **^  "  VI— A*»- V  ' 

'     '    '  • 

2Ai+2AH:2AV^_„..  „/M:*»-    \«. 
H3Ä+2A4+2A»...  -  ""*  "  M  +  A«»- V  ' 

ad  hieraus  durch  Substitution  der  bereit^  gefundenen  Werthe  von 

3+2A  +  2A*+2b9....  und  1— 2fc+W— W... 


490 

und  unter  B^rfl^ksichtiguDg  der  Relation  J7(l-f- A«)(l-^iP"->)=]: 

^l—m-t'10kV'^^.=2U  JI(1— *«•)» , 

1— **■ 

Dieselben   Reihen  in  h,  ^Inrcb  die  volbitib^digen  FunctianeB 
ausgedr8ckt,  werden: 


2Ä1-6W  +  10ÄV— ...= 


Denn  es  i^t 


Fasst  man  Alles  zusammen  und  benutzt  die  in  §.  5.  gegebenen 
Constanten  p,  q,  r,  so  gewinnt  man  folgende  üebersicht: 


2/a  +2ÄI+2ÄV4-,..=y  ^ V7=2Ai  11(1— A*^»)  (1+Ä2n)2^ 

1— 2Ä+2Ä4— 2AH...=V  |V^^  ^(1— ^^'Xl— Ä^-*)^ 

1  +2Ä+2A4  +  2Ä9  +  ...=Y  |V==r=  17(1— Ä2n)(i_,./i2„-i)2 
Da  nun  in  den  „  F  undamenta'*  von  Jacob  i  die  Reihe 

1-— 2ÄC0»  — ^2Ä4cos— 2A^(:os +  ... 

a  a  a    ' 


^1 


Js  die  Function  6  des  A^uments  x  V^—r  bezeicboet  «rird,  so  ist 


nd 


V-? 


-   ist  der  Modal  -dieser  Function  &.     Der  Werth  der- 


slben  ändert  sich  also ,  wenn  man  die  Darstellung  (a,  b)  nüt  ir- 
md  einer  andern  äquivalenten  Darstellung  vertauscht»  während 
igegen  der  Werth  aer  Function  G\x)  von  der  Wahl  der  Dar- 
eilung  unabhängig  ist. 


>:    •.•     */ 


X 


-  i 


■\ 


/«  : 


^'Xr    *  .{J 


eher  die  Entwickelung  der  gebrochenen  elliptischen  Functionen 

in  trigonometrische  Partialbrüche. 

■  -'..■. 
Es  soll  hier  nur  an  einem  einzigen  Beispiele  gezeigt  werden» 
ie  dieselbe  aus   den  Sätzen  des  $.  6*  hervorgeht.     Dort  wurde 
»funden : 

^  2     d 


yx  _       •   »     a        G{x,'ia,b) 

^2    5  ■ 


•f 


lach  §.  16.  ist  aber 


- — ^    1— *2Ä    2   CO«'— T+  A««-! 


(BC 


flglidi  istl 


1-A   a    ■   l+aA^-r-eos^+A»^» 


y:r 


4w  2»~1  jraj    ! 


Gx     V"_pr^jj_^j„_ 


• « : 


I  •     ■  ■ . 


I:, 


1S3 


Uetoer 
voi 


■Dg  eines  häufig 
%  ränzwerUies- 

I  >.  ^»chlü milch, 


_  _^leinenIäTen  Quadratürea  and  Cobaturen,  sowie  Eahlreicbe 
Untereuchiingeii  der  niederen  Mechanik,  erfordern  bekanntlich  die 
Anwendung  des  Satzes ,  das»  für  unendlich  wachsende  i  <!ie 
Gleichung 


Lim 


l"+2"  +  3'"+....  +  r' 


1 
n+I 


statt  findet  Gewuhniich  beweist  man  denselhen  mittelst  d« 
IMnomialtheoremes ,  was  aber,  wenn  man  hinreicfaead  stmg 
«ein  will,  nicht  einmal  sehr  rasch  geht;  viel  Lürzer  dagegen 
kommt  man  auf  folgendem  Wege  zum  Ziele,  der  nichts  als  aie 
Kenntniss  der  Summenfonnel  Tür  die  geometrische  Ptogressioii 
voraussetzt. 


Nehmen  i 


I  der  identischen  Gleichung 


|5^^^=i+(i+i.)+(i+»)«+...(i+,,)— 

u  als  positive  Grüsse,  so  ist  die  Progression  eine  steigende 
and  wenn  man  an  die  Stelle  alter  »  Glieder  einmal  das  kleinste 
nnd  nachher  das  grössle  Glied  setzt,  so  folgt  augenblicklich 

(l  +  ii)"-l  ,         ^(H«)»-l  ^ 

->n  und ^<n(I  +  K)'^' 
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id  durch  eine  kleine  Umstellmigi: 

(i±iO!zl 

^  n 


(1  +tt)«-i>  Ö±!5>!zi*. 
^    *    ^      ^        flu 


IS  No.  1)  ergiebt  sich  für  u=:-  und  durch  Multiplikation  mit  z*» 

ussen  wir  ferner  in  der  2weiten  Ungleichiing  -^   an  die  Stelle 
n  u  treten ,  so  giebt  eine  naehherige  Multiplikation  mit  (z— 1)"— ^ 

i«-*>^ SL^-i^ 

^  n 

e  beiden  Ungleichungen  3)  und  4)  fassen  wir  in   die  folgende 
sammen,  wobei  m-f-f  fSr  n  gesetzt  ist: 

(2  +  1)'»+'— 1"'+^  ^  tw+l— (3;-^l)m-H 

m  +  l  ^^""^  wi+l 

?raus  ergeben  sich  fiSr  z=l>  2»  3,..»«  die  Ungleichungen: 

3m+l  —  2«+'  .(jn^l^lm^l 

m  +  l      ^^"^       m  +  l       ' 

4m+i_3iii+i  3»+i— 2*+i 

m+l      >^">       m+l       ' 


{$  +  l)m+l— ««+1  5m«.(5_l)m+l 

^M"! ^'""^ ST+i • 

Summe  dieser  Unglflichnngen  liefert  die  Beziehung 

m  +  l >l-+2«+...+^>^j, 

wenn  man  linker  Hand  IM-i  weglSsst»  so  ist  um  so  mehr 


m  nil  !*'> '  folgt  htemiu 

I"+2-"+.. 


und  durch  Uebergang  zur  GränEC  fBt  unendlich  ' 


acbsende  > 


Lim 


W+1 


womit  der  in  Rede  stehende  Satz  bewiesen  ist. 

Dividirt  man  die  Ungleichnng  6)  allgemeini 
no  k  eine  unverilnderliche  GrUsse  ist,  so  kann 
täte  die  Form  gel>en: 


1-"  + 


H3"  +  -  +  5"^ 


m+lV    »+Ay     • 

und  hieraus  Folgt  die  allgemeinere  Formet 


Lim 
tiir   welche  der  indi 


Hill  viT"n 
lan  dem  Rdj 


idiielle  Werth  der  Cotistantpn  A  gle 


Apili 


Heber   die  iBtesammaBK    des   Cträm 
werthes  von 

Vl  +  V}+V3+...  +  V, 

.  iV< 

für  unendhch  wachsende  IVerthe  di 

Von  dem 

,  jHerrn  Dr.'  O.iSchlömilch} 

FrofeHor  der  höheren  Hathuinstik  und  Mechanik  an  der  techniicki 
I  !■   ■  ■  BilduagUMtalt  2(i  ■reideiL 


Wir    bemetken     aoofichst,   daaa    vennüge     der     identisd 
GMcbang 


45d 

len  BezifelMAgen 


2Vle 

den,  deren  Ableitung  aus  jisner  Gleichung  unmittelbar  er- 
vird.  —    Betrachten  wir  weiter  die  Differenz 

en  wir  dieselbe  Hnter  einer  doppelten  Form  so  darstellen, 
s  obigen  Ungleichungen  anwendbar  sind.  Erstens  sehreiben 
ilich  statt  jener  Differenz  den  Ausdruck 

V^M+l>  V^M,  SO  haben  wir,  V      für  V«+l  setzend, 

■        -  <      ■  ■  . 

(M+i)VtrFr-uVü>lv«v  ^ 

^0.  3)  verzeichiiete  Diffferedz  iert  ferner  gleich 
u  [  V'tTfl — V^H- Vm+I 


I  '■ 


.  i 


"  .  ,  ■   ■ .  .  .       ' 

t 

in  Vm+1  für  V'^t«  gesetzt  wird: 

i  f 

■       •    •     .  .     .  * 


•    • » < 


■»    :  ' 


'  ■»■-.''   .  J,J>-M    J- 


wir  in  No.  4)  m=sz,  in  No.  5)  m=z--1,  so  lassen  sich 
ngleichungen  in  die  folgende  zasamment^LS^evw 


«M 


Für  ;=1.  i,  3,...(  folgen  hieraus  itie  UexiebiuigeH : 


b 


V3*-V2'>^V2  >V2'— Vi'. 
V4»-  V3»  >  I V3  >  v»'  -  V2» . 


V(*+1)^V»»>2  ^*  >V»»-V(»-1)"; 
deren  Addition  eogleicb  gieM^ 

V(»+l)^— vl»>.y[Vl+V2-tv3+-  +  VJ)>V»*. 

Lässl  man  linker  Hand  v"!'  we^,   nodurcb  die  Ungleichnng  s^t- 
ker  KJrd,  und  multiplizirt  durchgängig  mit 

2  J 2  J_ 

so  ergiebt  sieb  die  Beziehung 

V1  +  V2  +  V3+...+V1 


1 

jndlid 


und  ans  dieser  folgt   durch  Uebergang  zur  Gränze  Rir  unendUd 
wachftende  s: 

V14-V2+V3+...+VJ     2  I 

,V^  -3-  J 

Die  Quadratur  der  Parabel  bildet  u.  A.  ein  nette»  Beispiet  J 
ffir  den  Geliraoch  dieser  Formel,  deren  Ableitung  nach  der  obiges  1 
Weise  ebenso  streng  als  einfach  ist ;  es  wiederholt  sieb  überhaupt  | 
bei  diesem  und  dem  vorigen  Aufsätze  dia  BeineTkung  Aloigno'n:  ' 
„la  rigueur  n'est  pas  ennemie  de  la  aimplicitä,  eile' 
en  est  au  cootraire  la  compagne  inH^pa.rabt'e  „^Iie- 
90118  de  calcvl  diff^rentiel.  XIX). 


/-^v*^^ 


lilU. 

plterariiscliei*   Serlclit. 


Arithmetik- 

\ie    vollständige   LütjUDg    numerischer    Gleidiuu^fl 


Ef  bestimmt  wett 
Ldem    Englische 


üh«r. 


Balle.    IH4Q.    4.    15  Sgr. 


Dr.   Au 


8t   Wi. 


•'Uorch  rlie  VerullanzuiiE;  dieser  SchnCt:  auf  deutscheii  üodetf  1 
iBt  wich  der  Herr  Uebersetser  um  so  mehr  ein  Verdienst  erwopJ  I 
Hti,  iveil  er  derselben  uucli  noch  ein  neues  einfaches  Verfahreil' J 
les  Herrn  Rutherford  zur  Bestinlmunt;  aller  drei  Wurzeln  ein»  1 
nblscben  Gleichnng  aus  dem  MSreheTte:  1849.  der  ZeitschriÄJ 
Jhe  Mathematician"  und  noch  einiges  Andere  beigetia^t  hatff 
tficbcichtlich  der  Methoden  des  Herrn  Rutherford  selbst  mos-'  1 
»n  wir  die  Le«er  hier  natürlich  auf  die  instructive  Scbrift  verwei«  I 
len.  und  liemerlcen  nur  noch,  da^s  dieselben  auf  Gleichungen  de*  J 
[ritten,  vierten,  fünften  und  sechsten  Grades  in  Tollständig  aua^  \ 
[«rechneten  Beispielen  angewandt  wnrden  sind.  ' 

GrundrisB    der   höheru    Änalysi«    von     Dr.    B.    Bufl 
lenne.     Cassel.     1S4'J.   8.  ._ 

Dieser  (irundriäS  der  hübern  Analysis  ist  zunächst  für  die  1 
vubfiler  der  bohern  Ue^erbschule  zu  Oassel,  an  welcher  der  Her*  ] 
k«rU8«er,  tvie  wir  wiesen ,  schon  «eit  deren  Gründung  sehr  segenst 
«Ich  wirkt,  verCasst  worden.  Derselbe  ist  bei  grosser  Kurie  d«^  1 
llürstellung ,  indem  sich  der  Herr  Verfasser  oft  nur  mit  der  Angabb  1 
lilgemeioer  Gesichtspunkte  begnügt  und  die  weitere  Ausltrhrunfl  I 
lern  rnüadlicben  Vortrage  überlässt,  doch  sehr  vollständig  uäS  | 
lud  XIV. 
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verbreitet  sieb   lul  fiber   alle   ivesentlichrn  Punkte  dei  ^ 
schaft,     seibat   mit   Eintichlusii    iIat  Gruridlehre 
reuhnung,    in    ihrem  rein    analylischen   Tlieile;     denn    eigeDtHc 
Anwendungen  auf  <lie  (ieometrie.    und    noch  weniger  auf  die  DT 
chanik,    enlhült  dieses    Lehrbuch,    mit  Ausnahme  einiger  I 
allgemeinen  Andeutungeti    in    $.    III).    und  §.    117.,    nicht. 
Betsiiiele  zur  ErlSutenin^  der  allgemeinen  Lehren  sind  nur  w 
gegeben,     indem  der    Herr  Verfasser    iedenfalh 
mündlichen  Vortrüge  des  Lehrers  zu  olierlasscn  beabsichtigte, 
ihm    immer    der  Zweck   eine«   eigentlichen    Conipendiums  bei 
Abfassung    vorschtvebte.     Dagegen    sind    in   Anmerkungen    Ol 
sinnreiche  und  interessante  Beziehungen  berTorgehoben ,    und 
sonders     verdient    bemeiLt  zu   trerden,    dass  der  Herr  Verläl 
auch  die   prakrisclie    Anwendiailt  ^ei^  vorgetiagenen   Lehren  b 
v'i>r  Augen  habend,  vieU'aehe  Kfick'siclit  auf  den  so  niebtigen 
brauch    der    Differentialrechnung    zur    Entwicitetung     brauchb 
NiiherMR'toimela.    anf    dia    Häberuniewebte   Entjricli^w! 
\V6iilifr  ^esfiniratet-  Integrale  ~u.  s.  vr.    genomftien    hut,   anoni 
in  §.  59.   dan  (irundprinclp   der   Methode  der  kleinsten  Qnwfatl 
in  §.  60.    das  Prinuip  des  kleinsten  Zirang»  (oder  der  grüestn 
liehen  Freiheit)    als  Grundgesetz  der  Natur  eNtivickell-     Asch 
bei  Anwendungen  der  höheren  Analysis  anf  die  Natumisäi 
bekanntlich  so  wichtigen  Fourier'scoen  Reihen,  und  man« 
dere,   worüber  man  in   fielen  anderen   Lehrbüchern  keim 
rung  findet,  sind  nicht  unberücksichtigt  geblieben,    iitid  m_. 
daher,     dass    dieser    bei    grosser    Kürze    doch    sehr    vnlli^ilidl|| 
Griindrbs  namentlich  allen  denen,  welche  in  mönlichst  kune^!& 
haAptsädhIich    Behufs    der    Anwenduni^en    der    hiiheren 
theils    Itn    praktischen  Leben,     theils    in    der   Nnturivls« 
sich  ^'fi*'  Hinreichende  Keniitniss  der  ganzen  Wis«e"«ch»ll^ 
sdiaffen  lirtd  Insbesondere  zunächst  die  allgemeinen  Gfiaicb|Bp(i 
kennen  lernen    wollen  ,    welche  sie  bei  ihren   GnterduchnngO)' 
verfolgen  und  festzuhalten  haben,  so  wie  auch  Lehrern,'  «M 
in  der  angegebenen  Beziehung    die    Ertfaeilung  des  Unterriciblt- 
der  hohem  Analysis  obliegt,  recht  sehr  zur  Beachtung  «inpA 


[  KüTWvm 
en    AM 
visseiMia 
n-»:hall4 


u  werden  verdient.  Auch  selbst  liir  solche  Leser.  diesdionaiW 
dem  Falle  Hauptlehren  derbühern  Analysis  bekannt,  aber  mtiM 
sinddieselben  tortwährend  anzuwenden,  und  die  wieder  duntlli 
raschen  Ueberblick  über  die  wjchligsten  l'artieen  der  \ 
sich  zu  vfTseh äffen  für  iiuthig  halten,  kann  dicaes  Buch  ufitslick«! 
und  wir. heben  uuf«  sehr  gel'reu't,  aus  demselben  einen  jüngtnilll 
tbematiker  kennen  zu  lernen,  welcher,  wie  aus  dem  ganzen  6ur 
hervorgeht,  sich  Jedenfalls  eine  Anschauung  von  der  \ft*j^ 
schuft  verschafft  hat,  die  »vir  vorzugsweise  mit  dem  Namen  dl 
phi 1 0*1  ophi sehen  bezeichnen  raöcblen,  und  dabei  zugleich 
sicherm'  |iJidägogiscbeu  Takte  dem  Ziele  zusteuert,  dessen  ( 
chung  ihm  bei  dem  von  ihm  zu  ertheilenden  Unterrichte  ol^ 
AiDch  muSa  das  vorliesende  Lehrbnch  von  der  LehranstBlti' 
weUher  e»  dem  Unterrichte  als  Gnindinge  dienen  soll,  jfitn 
eia  sehr  günstiges  Vorortheil  erwecken,  und,  da  Jeder,  *I*|J 
in'jetzifiBf  Zeit  mit  dem  Monech  enge  schlechte  wahrhaft  ntsir^ 
das  wfirmste  Interesse  an  dem  immer  krfilligereo  AulbWli«' 
mehr  eine  praktische  odet  technische  Hieb  tun  g  verfolgend«  1»* 
aottüitea  nehmen  mus«,   m  4«h>  \fc\iVaS\ft*'wo,  Viwi«C*  «}(^  *• 
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^ICTUBgifrarpfliebten,  welche  den  CftrerfatreibendeB  ünM  Völice« 
e  so   trcfQiebe  Gelegenheit  ku  ihrer  Ausbililnn^  darbietet,    wie 
'  kurhessische  Rei;i<^rui>g  in  der  hühcren  (ietverbschule  zti  Cas- 
.       Alüobten   «Ite    andere«    RegierungeD     in    der   jetzigen    be- 
ßt«i   imaulhalteam   vorwärts  strebeoden  Zeil  sich    ein  aalübes 
ispiel  zum  Muster  nehmen,  und,  ohne  sich  io  irgend  einer  Be- 
hiing  ivtedcr  zu    retrograden   Bewegungen  verleiten  zu  lassen, 
mer  mehr  die  Ueberzeugung   gewinnen,    dass  in  einem  tüchtig 
Sudeten  und  nach  allen  leiten  hin  sich  möglichst  frei  entfalten    1 
Duenden  Cewerbstande  ein  grosser  Theil  der  Kraft  des  Volkes, 
r   wahren    Wohlfahrt  des   Landes  ruhet.    Aliige  man   uns  diese    I 
pectoration,  zu  welcher  uns  das  vorliegende  Lehrbuch  mit  Hin-  ] 
cb  auf  die  durch  dasselbe  deutlich  bekundete,  jedenfalls  grosee   I 
»rlrefDicbkeil    der    höhern   Gewerbschule   zu  Cassel,    vernnlaBst 
I,    bei    dem    lebhaften    lntereiise>  welches  wir  namentlich  auch 
dem  immer  kräftigeren  Aufblühen  der  genannten  Lehranstalten' 
hmen ,  an  diesem  Ort  verzeihen ! 

Noch  ein  Wort  müssen  wir  schliesslich  über  die  ganze  in 
esero  Grundrisse  inne  gehaltene  Darstellung  sagen.  Das  Fuuctuai 
liriis,  worauf  es  bei  der  Darstellung  der  liobern  Analysis  geeeD- 
Irtig  eigentlich  ankommt,  und  worin  sich  die  ältere  und  neuer«  Dar- 
ellungsweise  hauptäiichlich  von  einander  uDterscheiden,'istbekaDut, 
id,  von  uDserm  Stand {I unkte  aus,  schon  oft  gering  in  dieser  Zeit- 
-hrifl  besprochen  worden,  so  dass  wir  darüber  unsere  Ansicht 
cht  von  Neuem  auszusprechen  brauchen.  In  der  Vorred«  def 
biegenden  Grundrisses  sagt  der  Herr  Verfasser:  „Was  die  Me- 
Ihotte  betrifft,  so  bin  Ich  der  Üeberzeugang  gefolgt,  dass  man 
iolche,  die  zum  ersten  Male  einen  üeuGrbllek  über  das  reiche 
SebJet  der  Ansly^is  gewinnen,  und  anch  bald  zu  Anwendungeii 
«langen  wollen,  nicht  durch  allzu  grossen  Rigorismus  In  der 
[arelellung  ermüden  und  aufhalten  darf.  Mögen  dann  sp&ter 
iejenigen,  welche  die  Theorie  weiler  verfolgen  wollen,  durch 
nvatstudium  sich  mit  den  Werken  eines  Cauchy  vertraut 
lachen."  —  Auch  hierin  stimmen  wir  dem  Herrn  Veriasser  com 
lagogischen  Standpunkte  aus,  namentlich  mit  Bezug  auf  solc'he 
branstalten,  für  welche  das  Buch  vorzugsweise  bestimmt  ist, 
Ufunmen  bei,  ohne  dadurch  unsere  hinreichend  bekannte  An- 
^t  Ton  dem  eigentlichen  Wesen  der  Wissenschaft  aulzugeben, 
1  bemerken,  dass  der  Herr  Verfasser  in  der  angegebenen  Be- 
i»une;  den  Mittelweg  eingeschlagen  hat,  dass  er  zuerst  beim 
>4rilt  in  das  Gebiet  der  Differentialrechnung  sich  der  in  Slterer 
t  gewiibnlichen  Darstellung» weise  durch  die  Methode  der  iin- 
ttimmten  Coeflicienten  a.  s.  itv.  bedient,  und  dann  späterhin  in 
'  Integralrechnung  in  §.  77.  (Die  'i'aylor'scbe  Reihe  mit  dem 
^le),  in  6.  78.  (Andere  Form  IBr  den  Rest  der  Taylorscben 
»lie),  §.  79.  (Convergenz  der  Reihen  für  die  einfachen  Functio- 
^)i  I-  SO.  (Anwendung  der  bestimmten  Integrale  bei  Beurthei- 
g  der  Convergenz  einer  Reibe)  auf  die  frülier  entwickelten  Rei- 
»  zurückkommt,  und  dieselben  in  Bezug  auf  Convergenz  und 
^•r|enz  naher  feestimmt.  Um  die  von  dem  Herrn  VerfasRcr  bei 
*mi  Dingen  mit  Hölfe  der  Integra Ireefaimng  hefolgte  Darstel- 
^1»  der  Kürze  etw  as  näher  zu  characterisiren ,  mag  es  uns, 
n  jedenfalls  in  den  Hiinden  vieler  Lesev  UeSwAVxtVi«;* 
Vttufäbren,    erlaubt  sein,    auf  den  ATtWe\  0\SwfcTL'C\TiV<i<Ä-t 


■mfe  In  dcia  ersten  SunplemeDtbande  zum  Klfigel'scfacv  Wa^ 
IcrTiuche.  S.  Ö60.  ff.  zu  verweisen. 

MO^e  «lern  Herrn  Verfasser  jede  AiilniunlerunK  hei  Et 
verdienKllichen  Wirken  auf  dem  Felde  des  niutheniattecben  \ 
richtn  eu  Tlieil  »erden,  und  das  Buch  dip  wohlverdiente  B 
lung;  tfiterall  finden! 


Oeometrie. 


'f 

i 


Lehrbuch  der  Geometrie  und  TriuAnome  trie  nebj| 
ihren  ausgedehnten  Anwendungen  auf  die  I.  IlsangKH 
metrischer  Probleme.  Votr.SeWvh  fflr  Miütair-  nH 
technische  Lehranstalten  von  R.  Unruh.  Drille  verba» 
«erte  und  vermehrte  Auflage,  herauseegehen  in  Bf(l 
Theilen  vom  C.Kuhn,  k.  Professor  der  Matheni  atik  UdI 
Physik  am  k.  b.  Cadetteti-Cornx.  Landshiit.  18Sa  & 
1  Thir.  27  Sgr. 

Ein  ziemlich  vollstüiidiges  recht  (Wutliches  Lchrbui^h  roit  lj^ 
len  Aufgaben,    ivelches   in  <ler  ilanit   eines  geschickten  L 
besonders    uuf  den    auf   dem    Tilel    geoauoten  Schulen, 
Nutzen  stillen   wird. 


allgemeine    goldene   Schnitt   und 
.    ...Tt    .1  ^,    u~  ,^  ....i^M.  r.„    Ti...:t.. n 


Thcilun 


>  Zum 

:ben  Theilung.  Eiu  nei 
«bau  der  Geometrie.  Zugleich  eine:, 
i  Verfassers  Schrift:  Ute  roerkvrflti 
i  Dreiecks   mit  ROcksicht  auf  barmsil 

August    Wiegand.      Hill« 


■■i'A  Sgr. 
Eine  recht  lesenswertbe  neue  kleine  Abhandlnng  des  «d 
vielfach  um  die  Geometrie  verdienten  Herrn  Verfassers  fib«r  * 
Vrrultgemeineruiig  der  Aufgabe  vom  goldenen  Scbuitt  (Theilo 
einer  Linie  nach  dem  äusseren  und  mittleren  VerbältoiSKe) ,  i 
auch  Schülern  zur  Uebuug  in  der  Geometrie  enipfobleo  zn  W 
den  verdient.  Inhalt:  I.  tirujmeu  harmonischer  Punkte.  I).  t 
allgemeine  goldene  Schnitt  lll.  Zusammenbaug  des  allgemch 
goldenen  Schnitts  mit  den  früheren  Gruppen  harmonischer  PonU 


athematica  inauguralis  de  supaf 
guamproGradu  lUagisterii  et  Doci 
Ml  Mathesi  et  Philosophia  natari 

ilegits,  in  Academia  Grnninganarl 


et  Jtfg'itinie  c 


Gulielinas  'illinga,    GVonlil^iiiiiiiA 

Wir  haben  schon  eiuige  Mal  in  diesen  literarischen  BericTtten 
elegenheit  gehatit,  uns  über  die  Gründlichkeit  und  den  oß  ziem^ 
A  grossen  umfang  der  auf  den  hailSndischen  Universitäten  er^  , 
ifaeinenden  matliematischen  Dissertationen  mit  Beifall  auszuspre- 
len.  Dies  zu  thun,  giebt  uns  auch  die  vorliegende  Schrill  irie- 
ar  Veranlassung,  in  welcher  die  bekanntlich  nicnt  leichte  Theorie 
vKTflmmung  der  Flächen  mit  grosser  Gründlichkeit  und  in  ziem^ 
:hero  umfange,  zugleich  aber  auch  in  einer  solchen  Weise  be- 
indelt  worden  Ist,  dass  die  Darstellunc  eine  dem  Verfasset 
geil tbumll che  mit  Recht  genannt  iTerden  kann.  Indem  wir  dahet 
ich  diese  Schrift  als  einen  neuen  Beleg  für  den  sehr  guten  Zu- 
mbA  des  mathematischen  Studiums  auf  den  holländischen  ITni- 
srsitäten  gern  anerkennen,  soll  durchaus  kein  Tadel  ausgespro- 
len  werden,  wenn  wir  bemerken,  dass  wir  geitünscht  halten, 
»SB  der  Herr  Verfasser  auch  auf  die  Untersuchungen  vonGaus« 
trer  die  Krümmung  der  Flächen,  auf  das  z.  B,,  was  Gauss  di^ 
jtnze  Curvatur  und  das  Maass  der  Curvatur  einer  Fläche 
enannt  bat,  bestimmtere  Rücksicht  genommen  hätte.  —  Der  Iq- 
alt 'ist  folgender:  Pnrt  1.  De  proprielatibus  cuiusqujf 
ystema'tis  llnearum  rectarum,  quarum  directione^ 
eterminantur  functionibus  coordinatarum ,  quae  lina- 
rum  origines  definiunt;  atque  de  ils,  quae  tantum  a4 
uperficierum  normales  pertinent.  -  ParsU.  De  super; 
icierum  curvatura,  e  no^mali^m  proprietatlbue  de- 
ucla.  Cap.  I.  Tjheoremata,  In  quibus  superfieiei  pla- 
um  tangens  habetur  pro  p'Iano  coordinatar|um.  —  II) 
iDem  dritten  Theile  will  der  Herr  Verfasser  (Introitus  pa^.  2.) 
päter  die  Geschichte  der  Theorie  der  Krümmung  der  Flächen 
□rz  behandeln,  und  wird  dann  vielleicht  auch  den  oben  vou  aök 
nsge 8p ro ebenen  Wunsch  berücksichtigen. 


Tfi^onometrie. 

Uemente  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonunietrie,  zusami 
Sstellt  von  Dr.  Meister,  Prof.  der  Physik  und  Mathematik 
'.  Lyceum  n.  s.  w.  zu  Freising.    Freiaiog.    18S0.    V)  Sgr,    i 


M  c  ch  a  n  i  k. 


eawefbe.     Vnn   Adolph   Fer«l.    WenG»«!.    Brix,   Fihtl'l 

keD-Commissiona-Rathe  u.  b.  w.    Ztv eite  eSnEÜcb  «nsnl 
arbeitete   Aufia£;e.     Erste    Abthetluoc:    Die  LehreD  de^ 
reinen    Statik  eöthaitenJ,    mit    12    Figurcntafeio  i 
einem  Anhange.    Berlin.     1849.    8.  3  Thlr.  15  Sgr. 


Dieses  s 
aus  seiner  i 
bekannt,   i 
flasslg.    Die 
Auflatie  ifiir 

Zweier.  ■ 


I 


isgcKeichnete  Lehrbuch  der  Statik    fester  KiSriiei 
1  Jtilire  1831   erschienenen  ersten  Auflage  allgflr 
mit  eine    besondere  Empfehlung   derselbe»  daher  T 
elementare  Daistellung    ist    auch    in   dieser  zir 
rchgSngie  beibehalten  worden,  und  es  leidet  ear|ci, 
.-    ..      .      is»  nur  dieser  Weg,  wenn  er  namentlich  meisten^ 
so  viel  Einfachheit  Und  Eleganz  «ie  von  dem' Herrn  Verfassen 
vorlteftenden  Werks,  betreten  »ird,  ISr  die  Ausbildung  van  T< 
nikern  nlrklich  zweckmässig  ist,  besonders  bei  dem  jetzlf^ 
stände    der  Wissenscbalt ,     tro  an  die   höhere  Aoalysls  nhd 
Anuerulung    in    der   Geomfttrie    und    Mechanik    In    itodiSldit  , 
w^lire  Strenge  dcf  Darstellung  weit  erDssete  Ansprache  gsmai 
werden,  Jils  vorij^iti.    Je  mehr  nir  selbst  auf  der  einen  SeTte  ' 
«er  durch  hücfis'lc  Strenge  sieb  aiiezeichncn<Ten  Dat'F'tenungi 
huldigen,    desto  mehr  sind  wir  auf  der  andern  Seite   ilbetzrii^ 
dass   dieselbe  weecn   ilirer  Schwierigkeit   sich   für  den  Unlei 
von  Technikern  nii-bt  wobt  eignet,  sonctern  nur  für »niche  "  * 
welche    sich    ausschliesslich   dem  Studium  der  Alatbi 
haupt  hinzugeben,  unddasscibc  zu  ihrerLcbensaufgabi 
beaWichtigeii.  Will  man  also  bei  dem  für  Techniker  be^tii 
trage  derMecbanik  und  der  Theorie  der  dazu  nothwendiset 
höhere  Analysis  tn  Anwendung  bringen,  so  muss  man  sich 
schon  mehrmals  in  diesen LiteranschenBerichten  von  uns 
eben  worden  ist  —  mehr  der  älteren  Datstellungsweise 
reu  Anal^sis  anscbllessen  oder   einen  Mittelweg  einschl 
aber    freilich    Immer    mit    vielen    wesentlichen    Nächthelj 
bunden  sein  muss,  da  bei  dem  mathematischen  Untcrrichl 
lieh  überall  hucbste  Strenge  eine  Hauiitsacbe  ist.     Ohne  Qbripaj 
der  Meinung    zu    sein,    dass  die  Techniker  der  von  der  bilbflC 
Analysis    dargebotenen   so  grossen   nnd  wichtigen  Vortheile 
verlustig    gehen    sollen,    theilen   wir    daher   doch  auf  der  ai 
Seite  mit  dem  Herrn  Verfasser  des  vorliegenden  Lehrbuchs 
kommen  die  Uelierzeagung,  dass  man  sieb  bei  dem  für  Techi 
bestimmten  matbenintischen  Unterrichte  hauptftSchlich  der  elenal 
taren  Darstellungsweise  zu  bedienen  habe,  und  halten  alle  Beml 
bungen,    dieselbe  immer  mehr  zu  vervollkommnen,    namealHch  ^ 
vereinfachen,    und    immer   tnekr   nnd  mehr  zu  der  Etegans, 
eher    sie  naeh    unserer  festesten  Ueherieugung    in    hohem  fil 
föhig  ist,  zu  erbeben,    in  jeder  Beziehung   fär  sehr  verdienstüt^ 
wünschen  auch  sehr,    dass  das  Archiv  noch  mehr  als   bisher 
Mitlheilung  solcher  elementaren  Darstellungen    und  anderer  b( 
Ualerrichte  gemachter  Krl'ahrungen  benutzt   werden  muge. 

Dass  die  vorliegende  zweite  Auflage  mit  vollem  Rechte  i 
-Namen  einer  vielfach  verbesserten  nnd  vermehrten  verdient)  j 
aus  einer  nur  oberilächiicben  VerKleicbung  lieiderAnllagen  soglei 
hervm.    Denn  so  ist  i.  B.  m  Äw  ti«««  Kiifl».te  die  Theorie  d 
KrUftejmare ,    die  Besfiiatoang  äca  Si44'«»iiif\\\M&  \Ba  wj( 
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Dmecks,  die  Lehr«  von  der  Stabilität,  dl«  Thenrie  der  Wng«i 
und  Kral'tmeeisBr ,  die  dem  Praktiker  so  wichtige  e\iuit\a<}te  Vnrva, 
uad  vieles  Andere,  was  sich  in  der  älteren  Aullai;«  nlcfat  lind«!* 
■afgenonimeo  wordeo ,  uhne  die  BugenKulil  iiedeateiid  au  vergrüs- 
8ern.  Auch  i«t  die  Zuvabe  zweckniäiisi^er  Heispiele  lu  allen  ullr 
Benieioen  lj«hren  und  Theorieca  naineotlich  bei  eiuein  Buche  van 
der  Teadenz  des  vorliegenden  buchet  danken^werth.  lirdem'  wir 
nnn  schlieeslidi  nuch  bemerken,  dass  auch  defj  eine  ZUBatU- 
Dstcltani;  der  iv  ich  tigelen  Theorien  aus  der  niedern 
&Qalysis,  Curvenfebre  und  Steteometrie  eothaltende,  An- 
Ipang  III  diesem  statischen  Lebrbuche  schon  neit  früher  OHj^i) 
in  einer  verbesserten  und  erweiterlen  Auflaij^e  erschienen  ist,  nun: 
scben  wir  diesem  empfehlen sivertben  Lehrbuche  eine  müglichfet 
v,eite  Verbreitung  und  die  allgemeinste  Beachtung,  die  ßß  J^deii- 
^ails  sehr  verdie(i(. 


Astronomie. 


Ber  nördliche  |;estirnt 
iFeVdinand  Renler,  oi 
Hrgersuhule,  Secretaii 
HieHe  der  natiirforscbe 
SM« 


dargestelU   *'i9 

i    Lehrer   an  ,  ilet  ^ 

runnmischen    und 

iltschaft  in  Leip- 

Dr.  G.  A.  Jahn.).     Gotha. 


b  roll  V/.2  Thir.  —  Aufsezogen  in  Mappe  2  Tblr. 
Dn  Grund  dieser  Sternkarte  is4  schwarz,  die  Umrisse  det 
llilder  sind  ruth  und  die  Sterne  der  Terschiedenen  Grüssev 
^)i  verschiedenen  Farben  aufgetragen.  AVir  sind  der  .Meinung 
m  diese  neue  »Sternkarte  durch  naturgetreue  Darstellung  de? 
eestiriiteiL  Uunniels,  durch  wenig  complicirle  Zeichnung  derStern- 
bilder  und  durch  die  Anzahl  der  aufgcDommenen  Sterne,  in  ivelr 
ehet  Beziehung  der  Herr  Herausgeber  uns  für  Liebhaber  der 
Astronouiie  ganz  diis  richtige  Maass  getroffen  zu  habeu  scbeint, 
■ich  vor  früheren  Arbeiten  dieser  Art  sehr  vortheilhall  auszeich- 
net,  und  empfehlen  daher  diese  sehr  verdienstliche  Arbeit,  tÜ^ 
nameullich  auch  (tureh  schiine  Ausführung  sehr  anspricht,  !X\im 
«oller  Ueberzeugung  uHen  denen,  welche  in  müdichst  kurzer  Zeu 
sich  eine  geoügetide  Kenntnise  des  gestirnten  Himmels  yerschai- 
f«n  wollen,  ungelegentlicbsl.  und  wünschen  derselben  eine  rec|i( 
weite  , und  allgemein^  VeilH'eituog.  Eine  Anweisung  ziun  Gebrauch 
idt  beigegeben. 

Oameten-Beobachtungeh  an  der  k.  k.  Wiener  Stern- 
warte, rediElrt  von  Dr.  C.  Jelinek  und  C.  Hornstein. 
Enthaltend  ä\e  Beobachtungen  des  Halley'schep  Comer 
lea  im  Jahre  Ü^^S  und  1836,  und  der  Comcten  in  de« 
ifthre«  IS43-I846.  (Aus  den  Annalen  derk.k.  Wie- 
ner Stern  warte.     Band    XXXIIL). 

Es  sind  in  dieser  Schrill  die  fidgendenOmelen  bchand«U-. 
i'oinüt  Halley.    -    Tomet  Alüuvuis  I.    —    CoTOtV  Pa'jt,  —    VownA, 
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Mmroib  H,  -^  Coiiiet  de  Vlco  I.  —  Comet  -  dfArrest  —  .Cob«: 
de  Vier)  II.  — '  (irosHer  Conret  vom  Joni  1845.' —  Comet  Bieli. - 
Coraet  de  Vieo  III.  —  Comet  do  Vico  IV.  —  Comöt  Broraen  L- 
Coniot  Hfnrsen  II.  —  Bei  jedem 'Com eten  sind  ausser  derZusiB' 
menstellun^  der  benbachtun^en  die  mittlem  Oerler  der  Vetpleitt 
Sterne  jici^pben,  und  man  sieht  daher  aus  dem  Obii^n .  eio  «'» 
reiches  Material  diese  huchst  fleissice  itnd  wtchtisie  Arbölt  (ur  die 
Berechntiug  der  Bahnen  der  beobachteten  Cometen>  enthält. 


^';    DIlANCIS.      OTPANOS.      Syuch 

nitfe  Epti  emeride  aller  H  inime'lser schein ungcn  ties  jii 
j'be  1850,  erstes  Quartal,  zunHcbst  berechnet  f Ct  d« 
Horizont  der  Steraivarte  zu  Breslau,  aber  aach'  M 
jeden  Ort  unser««  Erdtheils  eine  tägliche  treue  Dat 
fitellnng  der  wechselnden  Erscheinungen  am  Uimintt 
Fünfter  Jahrgane  (19te  Bearboitmig  seit  183-2)  iuVi« 
teljahrsheften  herausgegeben  von  der  Krmigl.  DslTfl 
■  -  zu  Breslau.    1850,   '      -     -^     -      ■ 

comptelen  Jahrga 
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ßei'm  Be<rinn  eines  n 
Ijch  sehr  gut  ausgestutteti 
«ich  Herr  Professor 


uen  Jahri;aii<;s  dieser  jetzt  auch  äi 
n  Zeitschrift,    durch  deren  UersttKib 
Boguslatvski   jedenfalls   Qio,tTBnn 
Verdienst  um    allu  Freunde  der  A^trounmie  envirbt,    gUat|sn 
die  Leser  des  Archivs  von  Neuem  auf  dieselbe  aufmerkäui  p 
chen  zu   müssen,    Trenn   ivir  aticb  schon  im  Literarisch^  ~ 
Nr.  XXIX.  S.  441.  einige  Worte  zur,Eni)irehluog  ders^ 
haben.    Wir  weisen  daher  jetzt  iiisbesnndere  nur  nochö 
hin,    dass   diese    Ephemeride  in  ihrer  jetzt  vielfach  Va| 
Gestalt   liaaptsSchlich  ftir  jeden   einzelnen   1'ag  ■ 
nach   den   einzelnen   Stunden    und  Minuten'  li 
eine  gen. ^iie  und  vollständige  Angabe   aller'  i 
Tage  vorfallenden   merfcwürdig;en  HimmelserV 
gen,    die   sich    im  Voraus    bestimmen    lass^eVi: 
'  6o  dasS    also  jeder   Freund  der  Astronomie  an  jeden! 
Tage  vTciss,    auF  irelche  ßeobachtiiilgeti  er  sich  mr  iiS 
vorzubereiten    hat     Die   Nützlichkeit    einer    solchen"  Bi_ 
natnentlich  in  der  sehr  tweckmüssigen   and  gen^endä 
rnng   «ie   bei  der  vorliegenden,    leuchtet  von  selbst  eiin 
Herr  Herausgeber  verdient  daher  gewiss  den  Dank  «llti 
der  Astronofnie  Rir  diese  mühevolle  Arbeit.    AussÖr'S 
liehen  Ephemeride  sind  unter,  dem  Teste  auch  noch  Ai3 
vielfach    belehrendem    Inhalte   beigegeben,    die   enr  ErfiA 
Interesses    ganz    geeisnet  sind,     itnd   stets   Nachriehtett  i 
neuesten   astronomischen    Entderkungen    und    Eründungen    ^ 
Wir   wünschen,  daher  diiisem  |Uhternehmen  Immer  grßseere  Vg 
bt'eihing  und  allgemeinere  Anerkennung  aus  voller  Ueber^iU 
rebht  sehr,   und  zwar  um  so  mehr,    weil,    nas  bei  einem  sofi 
Unternehmen    natürlich    eine   Hauptsache   isi.    aber   leider  ntiri| 
oft'  nicht  gehufig  berücksichtigt  ivird,    der'Herr  Herausgebet  i 
bestimmte  Versprechen   gegeben  hat,  dass  jedes  einzelne  Qmf 
intmer  eine  hinrewtiende  Z&\t  vqt  deKsun  Beginn  erscheinen  » 
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Kegebien.  Wien.  184d.  ». 

Die  Wichllekeit  des  Gegenstandes  und  das  grosse  Interesse, 
welches  diese  ftcliritl,  die  auch  zugleich  Untersuchungen  übbr  die 
lleizkralt  des  H0l7.es  enthült,  nicht  bloss  in  technisciier,  sondern 
nuch  in  physikalischer  und  physiko-mathematischer  Rücksicht  dar- 
bietet; veranlasst  uns,  diesel'tie  hier  kurz  anxuzeigen,  wenn  sie 
auch,  streng  genommen;  nicht  mehr  ganx  in  den  Kreis  unserer 
Zeitschrilt  gehljrt.  Die  Hcn-en  Franz  Ritter  von  Hauer  und 
Dr.  Moser  haben  die,  all«n  Anforderungen,  ivelcbe  man  an  eine 
solche  ArbeH  zii  inaehen  berechtigt  ist,  vollkommen  entspre- 
chende Ueber»>etzung  filternommen ,  und  sich  auch  dadurch  ein.  he- 
«onderes  Verdienst  erworben ,  dass  sie  alle  englischen  Maasse  und 
(i«w-iehte  in  HslerKichische  umivandettun,  »m  dadurch  die  Reiral- 
tate  der  englischen  Versnche  mit  den  aus  der  angebahnten  Unter- 
suchung der  Ssterelehi sehen  Kohlen  hervorgehenaen  Daten  leich- 
ter rergleichbar,  und  die  Sehrift  überhaupt  »igänglicher  zumachen. 
Wir  halten,  wie  gesagt,  die  möglichst  weite  Verbreitung  und  all- 
gemeine Beachtung  dieser  81/,  Bogen  starken  Schrift,  mit  5  schö- 
nen Kupfertafeln ,  f^r  sehr  wünschenswerth,  und  sind  der  Meintttag, 
dass  sich  die  k.  k.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien  und  die 
Herren  Uebersetiier  durch  die  Verpflanzung  derselben  aufdeut- 
sehen  Boden  um  die  Dauipfsch^ahrt  und  die  Tbchnik  überhaupt 
jvdeuralls  ein  wesentliches  Verdienst  erworben  haben.  Auch  be- 
merken wir  schliesslich  noch,  dass  die  math^ma tisch -physiknlisi^e 
Klasse  der  kaiserlichen  A4(ademie  der  Wiseenschatten  in  Wien 
tu  ihrer  Sitzung  vom  1.  Februar  1649  beschlossen  hat,  eine  Un- 
tsTSUchung  der  mannigfaltigen  Stein-  und  Braunkohlen-Lager  der 
{tsterreic  hl  sehen  Monarchie  zu  veranlassen,  deren  Resultate  vnn 
der  Art  sein  sollen,    dass   sie  eine   unmittelbare   Anwendung   Im 

Sraktischen  Leben  gestatten,  was  einen  neuen  höchst  erfreulichen 
leweis  liefert,  wie  sehr  die  kaiserliche  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Wien  ihren  wahren  Beruf  als  höchste  wissensb haft- 
liche Behfirde  des  Landes  erkennt,  den  ungeheuren  Kreis  der 
Wisseusc halten  nämlich  nicht  bloss  nach  allen  Seiten  und  Rich- 
luiTg^D  hin'  immer  mehr  und  mehr  7.11  erweitern,  sondern  auch 
wissenschaftliche  Untersuchungen,  die  zur  Fiirdenmg  des  Wftblee 
des  Landes  dienen,  anzuordnen,  w'odurch  sie  mehr  als  andere  wis- 
se nschaftliche  Anstalten  dieser  Art  den  Anforderungen  decZeit 
tu  Wahrheit  Rechnung  trägt. 
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Schon  Nollet  hat  eine  Att  des  «speriences.  Parit 
1770.  III.  T.  ijeHchrieben ,  van  der  auch  eioe  deutsche  UeWset 
zunu  (Leitizig.  1771.)  in  drei  Thcileo  erschienen  ist.  E^(V 
Ühnltcbeu  /iveck  hat  das  vorliegende  Jluch,  »eiin  es  auch  nt( 
zucBwciüe  nur  das  rfir  d$D  phy8iLaliM:beü  Unterricht ,  hauptslcbt 
licn  auf  Schulen ,  Kothtvenaii;e  berilcbsichti^t.  Aber  eben  de^MJ^ 
weil  ex  eich  nicht  zu  sehr  ausbreitet,  und  besonders  diejenign 
V'etMicbe,  ivelcbe  nur  Erläuterung  und  tbeüvveisen  BeeründiiDi 
der  theoretischen  Lehren  unbedingt  nuthwendig  und  erfordcilicl 
sind,  berücksichtigt,  halten  wir  diese  Anleitung  zu  physikaltscliM 
Versuchen  Tue  ein  für  Lehrer  an  hühern  Unterrichtsariiitalten  imU> 
nützliches  Biidi,  namentlich  für  solche,  denen  ein  grilscerer  hk 
Strumen tenvorruth  nicht  zu  Uebnte  steht,  und  die  wegen  Beschränkt 
heit  der  Geldmittel  sich  Manches  selbst  anfertigen  oder  durch  ge 
trflhnlicfae  Handwerker  anfertigen  lassen  müssen.  Die  Au&staltuu 
sowohl  des  Textes,  als  auch  der  Figuren,  ist  vortrefflich,  triejba 
der  Verlags haodlung  von  Friedrich  ,Vieweg  und  Solin  in  Brauli 
schweig,  nie  schon  so  vieles  Ausgezeichnete;  auf  diesem  F«M<> 
geleistet  hat,  von  vorn  herein  zu  erwarten  wur.  Auf  den  tnblf^ 
näher  einzugehen,  verbietet  hier  der  liaum  und  ist  auch  unnStUfr 
indem  die  Versicherung  genügt,  dass,  ohne  sich  auf  zu  griMt* 
Kiikzetnheiten  und  auf  zu  künstliche  und  kostspielige  Apparate  efftM 
deriide  Versuche  einzulaeeen,  alle  Lehren  der  Physik  aieraUw 
gleich  massige  Berücksichtigung  gefunden  haben.  Wir  haben  dn 
her,  wie  schon  erinnert,  dieses  Buch  für  Lehrer  der  Physik  i( 
mehrfacher  Beziehung  recht  nutzlich,  und  empfehlen  esdeoselbWi 
zur  Beachtung,  ohne  Ihnk,  ausser  seinem  uä dag o fische i|  Nuljwa>! 
eine  hübere  wissenschaftliche  Bedeutung,  die  der  Herr  VerÜKSMC' 
aber  auch  nicht  beanspruchen  wird,  beilegen  zu  kiinnen.  JeilMi 
falls  ist  das  Erscheinen  dieses  nützlichen  und  in  der  ang^eb», 
nen  Weise  enipfehlenswertlten  Buchs  ein  neues  sehr  eri'ren&ohflf' 
Zeichen  von  der  grosseu  Bedeutmig,  welche  ^ietztr dem  DbWludt 
sehen  und  mathematischen  Unterrichte  auf  oiedemiliUM  iB,3ltM^ 
Sckiilea  immer  mehr  nnd  mehr  beigelegt  ivitd,  ,      '\,,i,  ».. 

ßetträ&e    »ur    nic\eoTo\<3H,\%cVft"h  O^tik  nnd    xii   »ef- 


miimif»ff9ibe>iv«»  Jokann  August  Gruneri~-E<at«r  Tbetk 
Drittes  Uert.  Mit  einer  lithographirten  Tafel.  Lffipaiv. 
»840.    8.    ai   Sgr. 

Die  beiden  ersten  Hefte  dieser  der  Forderung  der  nieteoro- 
logUeJ>en  Optik  gewiilmeleu  ZeitscIirUl  sind  iut  Ltterar.  Bericht 
INr.  XLV.  S.  032.  und  Nr.  XLVI.  S.  630.  angezeigt  worden.  I)as 
vorliegende  dritte  Heft  enthält  die  niulheniatiäclie  Theorie  der 
linltsiiieBelung  von  dem  HerBusselier.  Es  Ist  versucht  norden, 
diese  Theorie  in'  '  ni<>};irctister  Allgemeinheit  mit  geometrischer 
Strenge  zu  enttvicbeln,  und  insbc^oi^ere  ist  auch  aui  eine  strenge 
Uoterschcidung  und'  geh<irige  Becränzung  der  verschiedenen  mög- 
lichen Fälle,  die  hier  eintreten  können,  sorgfaltiz  Kücksicbr  ge- 
pommen  worden,  so  dass  der  Herausgeber  sich  der  Hoffnung  hin- 
raebt,  das8  sowohl  in  dieser  Rücksicht,  als  auch  ilberhuujif^  nicht 
bloss  in  optischer,  ennjern  auch  hi  geometrischer  Utti^ltsicht  die 
Abhandlung  der  Belehrung  Mancherlei  darbieten,  uiid,  auch  liir 
die  Theorie  der  Curven  im  Allgeineinen  von  Interesse  sein  werde. 
Auf  die  Erklärung  einzelner  Erscheinungen  der  Luftspiegelung  ist 
In  dieser  vorzugsweise  eine  mathematische  Tendenz  habenden 
Abhandlung  bis  jetzt  noch  nicht  Rücksicht  genommen  worden, 
weil  der  Herausgeber  glaubt,  dass,  wer  sich  mit  der  allgemeinen 
Theorie  gehiirig  vertraut  gemacht  hat,  auch  zu  der  l^rklSrung  ein- 
zelner Erscheinnngen  von  selbst  bePahist  sein  wird ,  indem  diese 
Abhandlung  ihrer  ganzen  Anlage  und  Tendenz  nach  tieniser  für 
AofUnger,  als  vielmehr  für  solche  bestimmt  ist,  die  mit  den  Grund- 
lehren der  Wisseogchaft  und  mit  den  einzelnen  in  unserer  Atmn- 


sphäre  vorkommenden  Erscheinungen  schon  iro  Allgemeinen  be- 
kannt sind.  Da  aber  diese  BeitrSge  zur  meteornlngischen  Optik, 
wie  schon  in  der  Ankündigung  derselben  gesagt  worden  ist, 
neben  streng  wissenschaftlichen  Abhandlungen  keineswegs  mehr 
populär  gehaltene  Aufsätze  ausschlieesen  sollen,  unk  der  so  wieh- 
li^en  und  im  höchsten  Grade  allgemein  interessanten  meteorqlp- 
giBciteo  Optik  immer  mehr  Liebhaber  uud  eifrige  Beobachter  «ff 
iu  ihr  Getwet  fallenden  Erscheinungen  zu  gewinnen,  so  werden  ,ifi 
späteren  Aufsätzen  noch  verschiedene  einzelne  Erscheinungen  der 
Laftspicgclung  aus  der  in  der  vorliegenden  Abhandlung  entwi- 
ckelten allgemeinen  Theorie  derselben  erklärt  werden.  Bas  viertq 
Hell  dieser  Zeitschrift  tvir^  in  d^h  nächsten  Tagen  imOrnck  vot- 
leodet  werden,  und  enth.'Ut  eine  ganz  allgemein  verständliche  Ab- 
handlung von  dem  schon  dnrcli  mehrere  in  dieses  Fach  schla- 
gende schöne  Arbeiten  sehr  rorthellbaft  bekannten  Herrn  Ur.  R. 
Cl aus i u s  in  Berlin,  worin  derselbe  eine  sehr  interessante 
Cebersicbtiiche  Darstellung  aller  in  das  Gebiet  der 
meteorologischen  Optik  gehörenden  Erscheinungen 
geliefert  hat,  durch  welche  der  eine  Zweck  der  Zeitschrift,  neben 
streng  wissenschaftlichen  Arbeiten  nämlich  auch  mehr  populär 
gehaltene  Aufsätze  zu  liefern,  gewiss  auf  eine  die  Liebhaber  der 
meteorologischen  Optik  vollkommen  befriedigende  Weise  ausge- 
sprochen werden  wird,  was  bisher  noch  nicht  so  vollständig  mög- 
lich war,  wie  der  Herausgeber  wohl  gewünscht  hätte.  Diese  em 
ganzes  Heft  füllende  Abhandlung  des  Herrn  Doctor  Clausius, 
welche  zugleich  als  ein  Elementarlehrbuch  der  ga.niea  me^ftwdW 
giscbea   Optik   betrachtet    »erden  kann,    Vätte  e\^tnK\<Ä»  wv  S«. 
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Splttie  der  Zelfeohrirt  gestellt  werden  eoKen ,  da  «te  EOgteich  dci 
Kreis  von  Erscbeinun^en  scharf  bestimmt  und  aberänzt,  in  wd 
uhera  sich  die  Zeilächnft  zu  beweqeii  haben  wird;  irOher  aUjetit 
dieselbe  zu  liefern,  war  aber  leider  nicht  müglich,  da  dieselbe, 
ohne  von  der  Sehwierißkeit  der  Abfassung  zu  reden,  auch  die 
Herb  eis  cbaffung  eines  grossen  literarischen  Apparats  erforderte. 

Je  mehr  der  Herausgeber  im  Interesse  der  Wissenscball 
wünscht,  diese  Zeitschrift  ihrem  Zwecke  immer  näher  zu  führen, 
desto  drin^eDder  richtet  er  hier  nochmals  an  alle  Liebhaher  dK 
meteorologischen  Optik  die  ßitte,  ihn  durch  Beiträge  bei  def 
Herausgabe  der  Zeitschrift  zu  unterstützen:  insbesondere  alm 
ivürscht  er  auch,  dass  ihm  aus  allen  Gegenden  genaue  Bescfarti- 
bnngen  merk ivfird iget  in  der  AtmosphSre  vorgekommener  optiacbej 
Erscheinungen,  und  Beuierkungen  über  das  VerbSltniss ,  in  ffd> 
phem  dieselben  vielleicht  zu  anderen  meteorologischen  Erscbeini 
gen  gestanden  haben,  zur  VerriffentMchnng  in  der  Zeitschrift  d 
getheilt  werden  milchten;    und  sind  auch  freilich   »enaue  M«snifr 

fen  immer  sehr  nünschenswertb,  so  dürfen  sich  doch  LiebhtlMv 
ie  init  genauen  Mess  werk  zeugen  nicht  versehen  sind,  daduidl 
nicht  von  der  Mittbcilung  ihrer  Bcobachliingen  und  Wabroebtlin- 
gen  abhalten  lassen,  weil  auch  diese  weniger  vollkommenen  Bm> 
bacbtungen  sehr  dankenswerthe  Bausteine  zur  immer  soUdetM 
Auffnbrung  des  Gebäudes  der  meleornloeischen  Optik  und  Ar 
Meteorologie  überhaupt  liefern  werden.  Möglichst  genaue  Knt 
angaben ,  zu  denen  em  Jeder  für  den  hier  zu  erreichenden  ^wh 
immer  hinreichend  ausgerüstet  sein  wird,  dürfen  natürfich  mt 
unterlassen  werden.  ft''. 


Von  Herrn  Qnetelet  in  Brüssel  »iind  neuerlich  die  MgW 
den  interessanten  Schriftcti  erschienen ,  die  leider  eines  Aoszngf 
hier  nicht  fHbig  sind,  aber  die  Beachtung  der  Leser  des  Ardiiv* 
recht  sehr  rerdienen:  " 

Sur  Ie  Ctiraat  de  la  Belgique  par  A.  Queteltt 
Tioisiime  Partie.    Dg  l'Eleutricittf  de  Tatr.    Bruxell» 
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Temüschte  Schriften. 

SitsniigabeTicfate  der  kaiserlichen  Akademie  der 
fisaeDschafteo  zu  Wien.  (S.  Literar.  Beriebt  Nr.  LU. 
.  727.) 

Jahrgang  1849.  i(un)- tind  Jnti-Heft.  S-  1-  Doppler: 
'eb«r  ein«  Reihe 'maikscheideriebberDecliDationsbeobachtungeD 
OS  der  Zeit  1736  — 1736.  —  S.  ».  Stampfer;  Gommissions- 
ericbt  über  die  Art  und  Welse  der  Verüffectlichune  der  Restil- 
kte  der  VermeHSungen  des  Catasters.  —  S.  19.  Jelinek:  Bei- 
»g  zur  Theorie  der  kriTtiiineii  Linien.  (Ein  inteKessaoter  Aursatz 
|l^r  seni«se  krumme  Linien,  auf  »eiche  Herr  Jelinek,  durch  das 
pch  Angabe  (U^  Herrn  Directors  Kreil.i^netniirte  und  bereit« 
ft),  Tbätigkeit  beündliche  Aiiemonieter  gefCtu^  worden  ,  ist.).  — 
|,,.^.  Baumgartnei;  Versuche  über  dep  lelektri^chen  LeitungS; 
Äderstand  <ler  Erde.  —  S.  30.  Pierre:  Ueber,  Versuche,  die 
bxinialspannung  der  Dämpfe  in  der  Luft  xu  be^iromen.  —  S.3S. 
ummgartner:  Vorschlag  zu  Kreil'ij  Üebersetzung,;  „Ueber 
mÖ. Nutzen  der  Meteorologie  "  —  S.  40.  Zmurkoi  Zur  Integrar 
Ufa  irrationaler  und  gnnJometrUcIier  Differentiairormeln.  —  S.  3$, 
jODimissionsbericht  über  Dr.  Polbk's  mathematische  Note.o.  — 
L  &'•!■  K.yll:  Abhandlung  über  die  Elemente- der  Lagerechnüng 
Ijqrtselzung.).  —  S.  130.  Schrötter;  ÜelMrBrooke's  meteoro^ 
p^ che  Instrumente.  (Es  sind  dies  regiätiirende  meteorologisch« 
(PBtrumente,  nekhe  sehr  ausgezeichnet  sein  aollen.)-  — 
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Der  nachstehende  !Necrolog. Ist  uns  von  der  Stelnet'rckffl 
Buchhandlung  in  Winterthur  ohne  Angabe  seines  Ve^fräpton 
zugesandt  und'  der  .Wunsch  ausgesprochen,  worden/  dsOT.tf^'b 
das  Arbhiv  det'  Mathematik  und  Physllc  aufgenomniea  wirM 
mOge.  Wir'  entsprechen ,  die  ganze  uns  gemachte  MlttbeiliM 
wurtiich  aufnehmend,  diesem  Wtinscbe  um  so  lieber^  Je  anliw 
tiger  wir  sefbst  den  so  zeitigen  Hlntritt  eines  Matheraafikers  te- 
klagen,  dessen  ausgezeichnete  Verdienste,  namentlich  um  die  6e- 
metrie,  von  uns  im  Archiv  stets  freudigst  anerkannt  worden  sind, 
wie  den  Lesern  desselben  gewiss  noch  erinnerlich  sein  wird. 
Jedenfalls  unrde  Adams,  wenn  er  langer  gelebt  hStte^  der  wei- 
teren Ausbildung  der  Geometrie,  und  der  so  sehr  zu  i^ünscheo- 
den  immer  grossem  Benutzung  der  neuen  Eroberungen  auf  diesem 
Felde  bei  dem  Unterrichte  auf  Schulen,  noch  sehr  gen  fitzt  haben, 
und  sein  früher  Verlust  in  der  Bluthe  der  Jahre  ist  daher  aufrich- 
tigst zu  beklagen. 


Cart  Adams. 

Die  mathematische  Wissenschaft  hat  jüngster  Tage  einen  ihrer 
eifrigsten  Vertreter  verloren,  indem  Carl  Adams,  aus  Rhein- 
preussen  gebürtig,  Ijehrer  an  der  Gewerbsschule  in  Winterthur, 
am  14.  November  1849  einem  hitzigen  Nervenfieber  im  kaum  vol- 
lendeten 39.  Lebensjahre  unterlag. 

Wenn  uns  im  Allgemeinen  Schmerz  befällt  beim  Hinscheiden 
eines  noch  so  jungen  Mannes,  so  wird  unsere  Trauer  zur  weh- 
muthsvollen  Klage,  wenn  wir  mit  dem  Hingeschiedenen  eioeo 
Schatz  von  schönen  Hoffnungen ,  eine  geistige  Kraft  in  die  Grube 
senken  sehen,  deren  längere  Wirksamkeit  für  die  Nachwelt  von 
segensreichen  Folgen  gewesen  wäre.  Dies  gilt  von  dem  Heimge- 
gangenen im  vollsten  Maasse,  und  zwar  nicht  nur  von  seiner 
Amtsthätigkeit  als  trefiflicher  Lehrer,  sondern  vielmehr  von  der 
treuen  Pflege,    mit  weVcViei  ex  swift  V^v^^^^vüaOoaSX.  iirtvün^.    Von 


mts. 


ui 


ViN&tnr  ult  anigesfaiehneMi  <MeiiBtds|:abea  <v«)-8«hen ,  auagerfislftl 
SU  tiefer  Keniitniss  seines  Faches,  (laite  er  sich  zur  scIiGtkeii  AuiTi  1 
;abe  f^emachtr  seine  Kr^ft  einem  Zueii;e  der  Wissenächaft  zuitiin  I 
rvDden,  nelcher  leider  durch  eine  einseitige  Cultur  der  gruMalh  1 
^deckdiigen  ded  17.  und  16i  Jahrhunderts  allzulange  veriiacbn  J 
teitif^t  nordeii  iät,  nenilich  der  Euklidischen  Geometrie.  VVett  f 
ntfernt  aber  —  wie  dies  xellher  go  nl't  geschah  —  in  einer  ä 
lachen  Nachahmung  des  grosaen  griechischen  Meisters  oder  itf  I 
iner  Reform  seiner  Methode  ^a»  Heil  für  die  Schule  und  di4»  J 
ViRsenNchaft  zu  linden ,  richtete  er  mit  seltenem  Erfolg«  seiifa  1 
ilroben  dahin,  £u  iej(;eii,  düss  die  euklidisch«  tieonietrle  inner«  J 
ivb«nskrafC  genu>r  habe,  um  sich  selhstständig  aul'  den  Uiihepui ' 
a  beben,  auf  welchen  man  dieselbe  nur  durch  das  Element  dafc  ( 
Ligebra  heben  zu  kilnnen  verniebite.  Dieser  leitende  (>edank4(l  I 
reicher  den  Verstorbenen  mit  der  vollsten  Klarheit  durchdrang,  f 
niisete  ihn  nothMendi^  zu  der  in  ihm  fest  gegründeten  ÄusieM  | 
innren,  dass  eine  Ueforni  im  fjysteme  der  Geometrie  sotvohl  i 
:urch  die  Bnlwickelung  der  Wissenschaft  selbst,  als  durch  die  1 
lororderuiigen  der  Zeit  uofhweDdig  geworden  sei.  Beseelt  voif  I 
ein  Bewusstfiein,  dass  diese  Reform,  wenn  sie  zum  segensreij}  I 
ben  Resultate  ftlbren  sollte,  mit  der  grüssien  Soi^falt  vorgenoni*^  I 
icn  werden  müsse,  und  mit  dem  festen  Entschlüsse,  dasiteiniga.  I 
u  Erreichuni;  dieses  schonen  Zieles  beizutragen,  unternahm  er..  I 
'.  Partieen   der   Geomelris  iiacli  der  oben  ausgesproubeneja   | 


■rundan 


lebt 


I  bearbeiten. 


Den  .\[jfang  machte  er  mit  seiner  „Lehre  von  den  TrunsvdTi  1 
alen"  (WinCiirthur  bei  Steiner  1843]  und  sicherte  sich  mit  dieBet£| 
rslen  AufErelen  den  Ruf  eines  Eelbstständigen  und  scfaarfsinul^  1 
eil  mathematischen  ächrittstellers ,  der  es  trefSich  verstand,  d'e»Vil 
uf  dem  üehe^;ang  von  den  Elementen  ins  weitere  4i^iet  def  1 
,eninetrischen  Forschung  begriffenen  Jugend  jene  scböoeit  tnu^  I 
\tßtea  Theorieeh  zugänglich  zu  machen,  iüelost  in  Paris  machtas  / 
Hese  Arbeit  Aufsehen ,  und  fand  besonders  bei  einigen  Professn««  I 
ea  der  ecole  centrale  einen  solchen  Beifall,  dass  ein  ebemaligei?  j 
iehflier  von  Adams,  nelcher  dort  sludlrte,  mit  einer  Uebersefzung 
lerselben  beauftragt  \^'urde,  deren  Erscheinen  tvir  von  der  nach' 
ten  Zukunft  erwarten  dürfen. 

Das  Jahr  1845  brachte  uns  den  ersten  Tbell  seiner  „harroO' 
liachen  Verhältnisse",  ein  Werk,  «elcbes  den  deutlicbslea  Be> 
reia  giebt,  nie  tief  der  Verfasser  die  Bedürfnisse  erkannt  und 
'ie  sehr  er  der  geeignete  Mann  war,  denselben  abzuhelfen,  in 
Verbindung  mit  der  zuerst  erwähnten  Schrift  lag  nun  die  ganze 
tedeutung  der  Richtung  vor,  welche  Addms  im  Gebiete  der  Geo- 
■etrie  eingeschlagen  wissen  vrollte;  ea  lagen  zwei  klar  ausgear- 
eiteta  Partieen  der  Geometrie  ror,  '  die  besonders  im  Gehlete 
er  angewandten  Mathematik  (z.  B.  Optik)  zum  Theile  schon  eine 
h)ll«  spielen,  und  noch  eine  wichtiger«'  Rollt  spielen  M-erden. 
cbade,  dass  der  zweite  Theil  dieses  Wefkes,  welcher  die  baf- 
onischen  Verhältnisse  des  kürperlichen  Raumes  und  eine  aus- 
Ibriiche  Theorie  der  Kegelschnitte  enthalten  sollte,  bis  jetzt 
cht  erscheinen  konnte,  indem  der  Verfasser  von  anderer  ße- 
häftigung  abgezogen  wurde,  denn  B(;hon  im  la.\iTft  V%%  »%^vb> 


I 


T4S 

■tii'Bfline'  „AertcwOrdigaten  Eigen ftchatten  des  geradlinigen  Drei- 
eekfi"  eine  SohriHj  welcrhe  »ich  aelbet  nicht  als  ein  blosse»  cuti 
iiBuni  anlcflndigt,  etwa  als  Uobnngsstoff  des  ^eometci sehen  ScWf' 
»inn«e  ku  ihrem  Dasein  bererlitigt;  sondern  die  vielmehr  niithelfn 
HoH  and  kanti,  ein  roDstandigeg  und  ab$>eriindetes  System  dd 
(ieomctrie  zu  ermJiglicben.  tSicht  ohne  ernssen  Beifall  xn  entea, 
eraohien  im  gleichen  Jahr  eine  ncne  AoSrisong  dea  lUalfattiscIiek 
Problems,  vrelcfac  vor  allen  nndcrD  bisher  bekannten  Aufliigniiee» 
dan  zum  Voraus  hatte,  liass  sie  die  Ausdrücke  leicht  und  fassUck 
duriütellle,  welche  Malfatti  selbst  hintorla.«een  hatte,  und  «elcU 
selbst  Tou  den  scharfsi obigsten  mathematischen  Forschem  i 
bens  darzustellen  versucht  worden  »aren.  Eine  noch  fasslicbm 
Aullitsnng  dieses  Problems  tiodet  sieh  im  Programm  der  WintO' 
thurer  Gewerbsschule  von    1818. 

Wenn  diese  genannten  Werke  de«  Verstorbenen  schon  d 
Aurmerksamkeit  der  niatheraatic^chen  Welt  auf  sich  gezogen  it 
ten,  so  geschah  dies  jedoch  mich  in  weit  höherem  Maasse  dw 
seirj  neuestes  Werk  „Geometrische  Aurgaben  mit  besonderer  tUß 
sieht  auf  geometrische  Construction'';  worin  die  ansge^priocHen 
Tendenz  in  ihrer  vollen  llede«tung  an  den  Tag  tritt,  und  wdti 
die  geistige  Kraft  des  Verfassers  in  ihrem  hellsten  Lichte  strahK 
Diese  Aufgabensammlung  hirgf  unter  ihrem  bescheidenen  Tilf 
einen  wahrhait  goldenen  Kern  für  die  Wissenschaft,  und  siebet 
dem  Ueimge^'an^enen  unsterblicten  Nachruhm  In  den  Annnlendi 
Mathematik.  Nicht  nur  wird  jede  andere  ähnliche  Sammlung  dar«; 
sie  überflflsFig,  sondern  es  Öffnet  sich  durch  sie  dem  studiremte* 
Jünelinire  ein  Gesichtspunkt  der  Wissenschaft,  der  nur  vf 
vörtneiihanesten  Folgen  für  die  andern  Zweige  seines  Shidiun 
sein  kanii.  , 

Es  konnte  unsere  Absicht  nicht  sein,  eine  auslubrüche  Kril 
der  Werke  unseres  hinge  seh  i  cd  eneu  Freundes  zti  liefern;  -aiierj 
seinem  frischen  Grabhügel  konnten  wir  es  uns  nicht  versaeenil 
und  den  Freunden  des  Heimgegangenen  in  Deutschland  roi  i 
Seele  2u  rufen .  was  und  wen  wir  in  Adams  verloren. 


Friede.  Friede  seiner  Asche!  — 


pruckfcUer. 


Im  Literar.  Der.  Nr.,  LH.  S.  721.  Z.  17. 
„b9(f>Ddan"  Hb   „beschäftigt." 


.  (im  Tp«)  ,., 


fjiwtrf'jentt  mii  iju. 


Jiterar iseläer   Ber lebt. . 


^BtemCy  liebr-  und  IWorterbücher.  ,1 


KTn^cbeabiich  iler  Matbemaitik  mlerhürsestcr  \Veg 
^.EiJ«rnu.ng  lies  Wesentlichen  dirselbeii,  zum  Ge- 
«flhe,  für  JK'ihsreSyhulaiistalten,  Ueamte,  Techniker 
■  «von  Ur.  lU..  Güimann,  mit  einem  Vocirorte  voq  Dr. 
i.  jabii.   Dceixlea.  t»49.  8.  1  Thir.  IS  Sgr. 

Die  ganze  sogenannte  reine  Matliematik  bis  incl.  zur  Differen- 

iu;d   lnte(;ralrechnunE;    lo  Tascbenbuchfurniat!     Dic^e  ISchrift 

'daher    fcftfe  jianB.  äbnlicbo   Tendeiis  wie  J.  J.  v.  I^ittr»n'ß 

^  ,''hh  Jabi'e   |»38' bii'Aiisgeeebeni:    Kuriee  Anleifung  ziit 

paWiiiC^A  "Märheriiäftk',    die   den  Lebern  des  Archivs  Wnlir 

t  sein  «ird,  Vergleicbea  wir  aber  beiJe  Biii.liel'  mit  eiaali- 

,,q  wessen,  ^tr  doc^i  der  Schrift  von  J.  J.  \.  Littrow,    die 

tr,;SpJ^9j;e,  nirklich  niU  Geist  verliiset,  und  in  einer  filiernu« 

^^n,  un^destlitlien  Sprache  gesubrieben  ist.   ja  eellj»!  autli 

^---nschaniicher  tleziebiing.   z.  B.  in  Jer  Itilegralrech 

^_  licht  uninteressante  Bemerkungen  entb.llt,  beiWei- 

I  dep  Vurziig  geben.  Wir  glaube))  daher,  dass  das  vorliegende 

.; 'da||st;Jiön'  eine  in    ihrer   Art   ^«tIss    sehr   aitspre  eil  ende 


iVi'V. 


t-geWo 


x^.|j|fniieii,  ifno^.riiin  hatte  unbeschrieben  bleiben  küimen,  nenn 
U)f,^,^or  VV'iUede^  Herrn  Terrassers  geirisB  gut  genesen  ist. 
ü^^ef  die  ge>V'>liI(e  Art  der  Ckirslellung  ivolleu  »ir  mit  ihm  bei 
»^  solch'eii  Stt^ift  nicht  rechten;  ^eniss  ist  aber  bei  eirie| 
^riff  nie   dieser  4er  Gebrauch  so,  vieler  g%uz  «i(ia%'Ku\'i\X\tj^«.X 


I 
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Zekbm.  z.  B.  Sx,  9ai,  Tx,  tlx,  Sc.a^,  ^.x  respectWe  aUtt 
ain.r,  cosa;,  langer,  «ntar,  aecj,  cosecj:,  ferner  S  statt  des  ge- 
wShnlichcn  Differentialzeichetis  S,  wobei  der  Herr  \  erfa«ser  doc' 
auch  hätte  bedenken  sollen,  dase  i  in  der  Mathematik,  oSmlich 
in  der  VariatiuiisrechNiiii^,  schon  eine  ^anz  andere  ailgemeii 
cipirteBedeutuni;  erhullen  bat,  ttebr  am  unrechten  Orte  angebracht 


Arithmetik. 


Ute   Arithmetik    und    Algebra    Tür  den    Seitab  u4 
Seiliatuntevricbt  bearbeitet  von   Karl  Koppe;   Prall» 

soT  und  Uberlehrer  ani  Gymnasium  zu  Suest.  Zweit« 
un)[;earbeitete  und  durch  zahlreiche  AufgKben  jit- 
mehrte  Aullage.   Essen.  1S49.  8.     27  Sgr. 

Dieses  cmpfehlenswerthe    Lehrbuch,    so  nie  die   matfaemtlk 
sehen  und  physikalischen  Lehrbücher  des  Herrn  Verraseers 
bannt,    ist  auH  süner  ersten  Auflage  hekannt  geiiu°;,    und.  Iie^ 
deslialb    keiner    neuen    Emprehlung.     Es  unil'asst  alle    diejt 
Lehren  der  Arithmetik  und  Algebra,   mit  Eioschluss  des. 
sehen  Lebreati^es,  der  Comhinationslehre,  der  uebestii 
lytik  u.  s.  M'.,    weiche  auf  hilheren  önterrichtsanstaltea 
gen  EU  werden   pflegen,    in  ziemlicher  Ausßihriichkeiti. 
wegen    i^ciner  denilichen    Darstellung    und   zweckirtSsst) 
nung  beim   hi'ihcrn    mal hematis eben   Schulunterrichte 
Nutzen   als  Lehrbuch  zum  Grunde  gelegt  werden. 


et    probte 


les    de   caicul  differeotlcl . 
:  de    l'anglais 
stin  Cauchy.  1 


integr; 
Clarke 
In  8°.   1849.  . 

Wir  hoffen  nächstens  dieses  Werk,  welches  w'it  jetzt  nur  dl 
Titel  nach  anzu?:eigen  uns  begnügen  müssen,  um  es  bald) 
Kenntniss  des  deutschen  mathematischen  Publikums  zu  brioga 
besonders  zu   besprechen. 

Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Differential-  ai 
Integralrechnung.  Von  L.  A.  I^ohncke,  ord.  PrnfeB« 
an  der  Universität  zu  Halle.  Halle.  1850.  2  Thlr.  8. 

Wir    beeilen    uns    das    Erscheinen    einer    Schrift    anzuz^g«! 
Welche  einem   wirklichem  Bedürfnisse   in  sehr  eenii^ender  Weii 
"lilft.     Denn  wenn  wir   auch    schon  mehrere  Beispiel-Sai 
I  zur  Differential  •  \iin\  \i\tegta\ßftcWvHva,  besitzen,    so 
teitie    dieser   SamwWn^e.tv    TO&o^eT^  Vxww&v-CTii , 


m- 

I  .r«n(iflllGbet  AptegUDS  >t>n>  Nachdenkea   auch   ToHaUad« 

-   ~~-      um    dem  AoTänger  in   der  Differential-  und  lotegr^ 

eine  hinreichende   üehung    im  Caicul  und  dessen  An- 

„ „         der  Theorie  <ter  krummen  Linien   und  krummen  Flä- 

i.cheD  XU  gewähren.  Beiden  Anforderungen  genügt  aber  die  vorliegen^je 
Schrift  nach  unserer  Ueberxeu"Ung  in  ausgeaeichneter  Weise,  iVie 
schon  die  folgende  Angabe  inres  Uauptinhult«  beweisen  vvirj: 
.  ^Üifferentialquolienten  der  ersten  Ordnung  expliciter  Function«!! 
"ier  Variablen.  II.  Independente  Darstellung  der  Differential- 
jotienten  hüherer  Ordnung.  III.  Differentiation  impliciter  Func- 
KD  mehrerer  Variabeln.  IV.  Aiuvendung  der  Differential  rech - 
j'  auf  die  Äuswerlhung  unbestimmt  erscheinender  Ausdruck«. 
^.Anwendung  der  Differentialrechnung  auf  die  Bestimmung  dw 
ma.  VI.  Aniiendung  der  Differeiitialrechnuifg 
f  Geometrie.  VII.  Integration  atgebrnischer  irrationaler  Fun«tu- 
";.  yill.  Integration  aleebraischer  rationaler  Functionen,  IX.  M\- 
jation  trauscendenter  Functionen.  X.  Integration  7;H-ischeu  be- 
KniteD  Oräiiieii.  XI.  Anwendung  der  Integralrechnung  auf  (ieo- 
n^e.—  Wir  hahon  uns  beeilen  zu  mfissen  geglaubt,  alle  L>b;:H 
.  md  alle  Anfänger  in  dieser  Wisseosch^n, 
,  sich  in  derselben  fester  bu  setzen  und  siqi 
a  Differentiiren  und  Intogrireo  zu  verschal,- 
■  natzlicbe  und  dem  Unterrichte  in  der 
aufmerksam  zu  machen, 
»rgfältigsten  Beachtung. 


rhriheren  Analysis, 
||che  beabsichtigen , 

t  tfichtige  Hebung  i 
auf  dieses  gcwtsN 

lysis    gewiss    sehr  JVirderliche   Hat 
^  empfehlen  dasselbe  nochmals  zur 


Ei)ii  Vortheile  der  Lehens- Versicherungs-ß  ankeif. 
beb  in«tbematisch  genaue  Berechnung  naehgewie- 
ff  an  der  Lebens-  und  Pensions-Vetsich  erungs-Ge- 
■schaft  Janiis  in  Hamburg.  Zugleich  eine  Aufgaben- 
bnluns  über  Zinseszins-.  Sparkassen-  und  Renfen- 
[tebnuag.  Von  Dr.  August  Wiegand,  Halle.  1849.  8.  3Sg. 

Eine   zwar   nur    kleine,    aber  manche  Belehnin*    darbietünde 
Schrin.     Unter    mehreren  Banken    gieht    der   Herr  Verfasser 
j«nu6,  nach  angestellter  Vergleichung  desselben  mit  jenMk' 
Vorzog.  " 


Oeometrie. 


(ige    einer     wissenschaftlichen    Daratelltr 
trie  des  Maasses.     Ein  Lehrbuch  vo  _  _ 

lilcb,     Professor    der    höheren    Uath««i«.t,v^ 
nik   Ao   der  technischen  BWÄangsiRstÄW.  t.^^ 


r 

I 
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ffinT  Pi!;nr«ntiir(;ln,    EiBenach.    IS^a'    8.    T  Tlifr. 

Der  lieft  Verl'asaer  Iiat  iti  dit-setn  ersteh' Tlißlte  <1(«»  vntll*.  I 
genderi,  Wcfka  ein  sehr  aiispt-echernie«  Lchrlitrch  «Jer  sn^etiannltti  ■ 
ebench  Geomelrle  und  di^r  elleiien  Trieonöriietrie  in  ..or^.\nJ-f 
Bther  GÜeaerung"  und  n;nh  „heufist iVc^em  Oeilrtrlttflil 
gange"  geliiJfeit.  in  nelcheri  l/*lt!eri  nezlehufipieft  er  in  iier\o|-l 
rede  »eiti  Itucli  t\en  nach  cutli<1ls<-Iier  M'Hh  bil  e  vor^ariletl 
Lekliflehßrn  gctrenüber  Btelll,  Wenn  dpnlipnrle  M^lhifiiliMIfcey 
nneli  eulflidlsdie^  Methode  verfnSrteii  Lefirbilcliet-  sti«vJI«'o"m 
ders  mlimetirl  gedenken,  so  hal)et(  (lieselben  diil([!l'*'tflil  S^^H1 
diese  Methudc  an  sich,  als  vielmehr  die  ^rth  d1e9elfi|^  a^tiy^ 
hall  etrefohbare  lind  nirklich  erreichte-  sfro^sfc  matfiemälJKH 
Strenge  U'ld  ElvideMK  Im  Slutic,  ohne  ifanrit' geradezu  in  Khiei 
stelteii  iu  wollen ,  dass  eine  solche  Streileä  sMicil  ntif  aiifleVemW^ 
erreichbar  sei.  Wenn  riuri  der  Herr  Verfasser  iji  ileT  Xaniit 
etwa  EU  ziehende  Par.illelc  Kwis(;hen''  beinern  v'drliestend 
und'dem,  «ie  er  meinf,  eine  gletche Tenilrni;  verroln;ctifli 
huehc  der  Geometrie  von  K:  ff'ttetL  Li-\,>z\s:  li ' 
Llterar.  Ber.  Nr.  II.  S.  29.)    entschieden   /nrÖctivHst, 

wir  Ihm  darin  volllinmmen  rocht,  sind  jedödt' ÖPf  1 

eine  solche  ZuracltiveisunR  Tör    arthellsniWiie'Mathtrti 
unnöthit;  war;     denn    wer  beide   Bficher  kennt,    '    " 
versucht  werden,  eine  solche  Parallele  ziX  ziehen, 
milch's  Buch  ist,    ma<;  es  immeMln  nicht  der  ROfrciitlHi 
dischen  Methode  in  ihrer  Form  huliliiren,    dnch    ein 

KJ8  UH<1  dabei,  wie  sehon  erwähnt  wpnlen,  in  sehr  am, 
arstcIluDg  verfasste^Lehrltuch,  das  ninii  aber  nicKi  [ 
auf  dem  Sopha  liecentl,  lesen  Itaan,  sofidern  das  Na'c 
fordert  und  zum  Nachdenken  anregi,  was  bei  'eiiieb  ' 
immer  mit  eine  Haiipisuche  ist;  was  Herrn  Sneil'i 
wollen  wir  hier  nicht  weiter  aus  einander  setzen!  ^}'f\, 
8eti  Herrn  VerfasHcr  im  Geringsten  pers.liilich  zu  liahff^ 
wollen,  niilesen  wir  doch  wenigstens  so  Yielbemeck^p, 
da(<Eelhe  gewiss  Niemand  ein  Geödeter,  f).  h.  7.11^  sell\-, 
FCIhrua^g  einer  geometrischen  ,ünlersuchuifgji|it^(a|iigi  w«i,,  _. 
Wir  wiederholen,  dass  das  vorliegende  neue  I.ehrlro^, 
ebenen  Geometrie  und  ebenen  Triijonometrie  eine  sehr  gut*, 
einer  selbstständigen  Anschauung  der  Wiesenschart  hervoreep 
geue  Darstellung  der  beiden  betreffenden  Disciulinen  liefert,  da«« 
mit  grossem  Vergnügen  gelesen  haben,  und  (Ins  sich  ft^^ise  y 
Freunde  erwerben  wird,  selbst  auch  hei  seiner  grossen  Drt^ 
keit  und  einfachen  Darstellno^sweise  zum  Selbststudium  en, 
len  zu  werden  verdient,  wobei  noch  besonders  hervorgehoben  "n 
den  muss,  dass  es  auch  eine  ziemliche  Vollsländiffkeit  erstli 
und  in  manchen  Partieen  weiter  geht  als  andere  derarticje  B0A 
indem  es  z.  B.  aiich  Jie  ebene  ~Polyi;onoin«tde 
gezogen  hat,  und'  Ait4i  die-CönsWretMi  •ie^regulären  Siebioll 
ecke  lehrt,  aitch  manche  Aufiiuben  und  Belrachtuniren  herandeli 
die  sich  in  andern  geometrischen  Lehrbüchern  nicht  finden.  W 
ei^^reU^n  dalicrdie^s  neub,  Lehrbutfh  dpf'Beachtnni;  Ü^tfies 
unserer  iieitsclifin:  rCcht  sehr  aus  vo  111(0 mmeiieter  ÜebäüteDgiH 
Biirf;^rfnUhÄh,  dass  Act  Hcti  Xe'Äi&AiV  ^iftat^At  ti^dÄä' 
Forferiliiiii'g   ctfteyfen  tai\?.e.  *    '         '"     "' ~  ' 
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tJie  deiiUch<e  Lttivalvr,  vreim  muh  iiijieix'rur  Ztit  luefire^f  | 
t'erfce  über  descriiilive  (ii'oiuetrie  «fsiiliieiieu  sind,  jvas  Ijei  (1^ 
nfi>«4ien  Wich(i[(l(eit  itieäes  (^egent^Uniies  für  4ie  Tecliuil^,  iv^lc)^  I 
jjt  Beeilt  utich  bei  un"  inimec  ii^elif  aiierkantit  "ir<l;  oici^  andeQf  1 
Bin  luLtkn,  Ul  nicht  gprad«  sehr  r^ch  an  solchen  Werken,  wupi»' I 
tens  jftdenralla  nioht  so  reich  wie,  dj»;  fi^iizUsiscl^  liil:eratur,  hiu|  I 
nie  neue  ErscheiniMiS  anl' tlie^eiii  .(i<;ql>iet«  verdient  daber.Dapla 
o  auch  'lie  vorliei^ende  veritienstüülie  ^chriCitr  IViU.Recht  iieiifj^r^ 
er  Herr  VerfassL-r  in  der  Vorrede,  Aass  die  deiicri)jtive  (wcume- 
'ie  zwar  in  ihrem  dermaligen  (iewande  allerdings  die  Rei>eln  um- 
i,sse,  nac  1  welchen  Linien  im d  Flüchen  mit  Hölle  <t«  I^l-of^ctlott  I 
ith  (lar.itellen  lassen,  damit  aus  ditr  Projektion '  Hie  «ahVe  BÖ  1 
chuffenheit  oder  Snssere  Erscheinnn'^  dein  Gesichtssinne  zugM'  [ 
tltirt  werde,  dass  aber  allerdin!;^  die  IVIethode  der  Crojeofioa  eine»  I 
ir.heren'  Auffassuns  fähis  eei,"  ziifAlge  welcher  ihr  ZivetW  darift  | 
leKtehe,  ans  den  Wahrheitert'  der  elemerttareo  Geometrie  der  EbeM  I 
iiid  des  llaumes  heraus  die  Eigenschaften  der  ere^etzmässigeM  I 
liaum^ebilde  orjranisch  zu  eMtHtckeln.  iion4ch  die  elementar«  I 
jeometrie  in  noth»  endiger  ächlusafolge  jfortzu bilden.  Sie  Iqibt  J 
m  AJ^emeinen  zu  deaieelben  Ziele,  i»;te  4iQ  analytische  Geoni^  1 
tie;  denn  der  Veränderung,  ivelche;  (Kes^  mit  ihren  plei(;hutij{«)|  1 
uinehnie,  entspreche  die  Zeichnung  tlei'  graphischen  Aletl)9fl%  I 
nu  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Bedeutung  jenec  Veri>nderm||^  1 
nnu)  eie  eine  geometrisf^e  Wahrhqit  ;^pthaUe,  in  jdie,  ^|irAi;W  | 
Itir  ^emetrie  zu  äbersetzeq  sei,  während  die  graphische  Methow  1 
im  Liniengebilde  oder  de^en  Veränderung  uaui  Laac  und  G^k^^^  ] 
ilem  Suiisern  und  ionern  Siime  zur  uiituiltelbareo  An^chuuunghnrig^  | 
Dod  daher  auf  einem  geraden  und  leichten  W^ge  zum  Ziele  ,fünf^  1 
ll  diesem  Sinne  beaTisii^htiut  der  Hgrr;  Verlasser  die  gan»e,ii^  I 
Mtiptive  Geometrie  in  deia  Werke,  dessen,  elftes  tieft;  ttn^  j^bfl  I 
VSrllCgt,  zu  behandeln,  if'u)  je  mehr  wir. splh^  von, der  ßiqfrtil^  l 
tceh  dUüer  Auffassungs weise  überzeugt  sind.j  W'f-h  welphe.  al)«^  I 
die  descriptive  Geonietrie  Kur  wisiSenschalUichen  jUethode.  erMr  f 
ben  wird  und  nicht  bloss  eine  Dienerin  der  Tech uilc  Uh\bt-.,fiestfi  j 
mehr  empfehlen  wir  dieses  neue  Werk  über  deij^t^riptiye  Geum^t^ty  1 
im  Lesern  des  Archiv»  zu  sorgfältiger  Bfiac^^uiig.  Das  vofUfr  l 
(ende  eri;te  Heft  enthält  nach  eiiter  tinleitnug  den  Ppn^t,  4(9  j 
[erade  Linie,  r.wei  G|erad«(  die  l^beiie,  die  Ebene  i)r4  I 
ierade,  zwei  Ebenen,  di»  küxperlidie  Dreierk,  »evf  | 
jage  der  Projectioi>e-EL)  eiien,  neue  l-age  doH  l^nuktes» 
er  (icraden  und  der  Ebene.  ,Ma>i  ^i^d  ivt*  fVii^^a^  \t\h^\tfif.  l 
Bßpira  die  sratematiscbe  Atiordnnne  des  Ganzen, und  dip.Qul!!^  I 
paWtiecbe  Geometrie  gen<Hiim«ue  [JJQziehun^  —  indem  ¥-  H.  ,dMp  1 
si^A  leisten  Abschnitte  der  Lehre  vnn  dur  'frantl'prmatmn  JV  | 
Iflpl^iiMteD  in  der  analytischen  Geometrie  erite {free ben  -r-,  IfictPI 
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erkennen,  änil  Hem  Herrn  Verfasser  das  Zrtigniss  nicht  «eraa^,l 
daaa  er  das  eich  vorgesteckte  Ziel  streng  iia   Auge  bebtUtm  btLl 
Ausser  der  all^enieinen  Auffassun^s weise  enthält  auch  im  Bai^-| 
neiv  dieses  Heft  manches  Neue,    in  tvelcher  Beziehung  die  I^e» 
beennders  auf  die  ganz  vollständige  und  syslematische  grwbiscl 
Behandlung  des  »iphitrischeii  Ureieclcs,  liir  welches  geviiibnlichH 
ein   Paar    isolirt   l^tehcnde    Aufgaben   graphisch   aufweinst  Werdo^ 
aufmerksam  gemacht  «erden  niösaen,  sowie  auf  andere,  dsToil  r^ 
Verbindiinz  stehende  neue  Anflilsniigen  einiger  Aufsahen,  so (It4 
wir    auch    in    dieser  Beziehung    dem  baldigen  ErscheitietI  def  tC 

f 'enden  Heile  dieses  sehr  verdienstlichen  Buchs,  welche  mnT 
Ich  der  Geometrie  der  Flächen  geividmet  sein  werden,  mit  V 
langen  entgegen  sehen.  Die  Ausstattung  des  Textes  ond'M 
Figureolafeln  ist  vorzüglich.  -■  • .  M 


sehen  Aufgaben  an«  du 
än^enzu  vnn  Svviuds^ 
Ergänzangc 


I 


I  Die  schwierigeren  geometri 
Uerro  Prof.  C.  F.  A.  Jacobi  Anhä 
Elementen  der  i^eometrie.  Mi 
«eher  Mathematiker    und  Aufl<>  , 

w.oa  Dr.  August  Wiegand,  Oberlehrer  an  dpS 
«ohule  in  den  Francke'scben  Stiftungen  eu  Hall« 
1849.  8.      1  Thir.  7'/a  Sgr.  ^ 

AuHser  den  aus  den  erwähnten  Anhängen  enllehnt^nl 
gelüsten  Aufgaben  enthält  diese  eniplehlensnertbe  8rf'' 
gcDinetriscbe  Aufgaben  und  äiilze  von  28  englischen  r 
Kern,  welche  der  Zeitschrift  „The  MatheniaticiaM 
nommen  worden  sind.  Im  Ganzen  enihSit  die  Schrill  IS»^ 
Irische  Aul'.'aben ,  ausserdem  in  einem  Anhange  und ' '  'Nh 
trage  noch  14  trigonometrische  Aufgaben  tind  Sätze  Ten  engliMk 
Mathematikern,  und  die  Leser  des  Archivs  sebeil  also,  iniA 
reiche  Material  ihnen  hier  geboten  wird.  Da  die  Aufgaben  tiilh 
Anhängen  zu  van  Swinden's  Elementen  der  Geometrie  i 
grossere  iScbivierigkeiten  darbieten  als  Aufgaben  in  andere*  itt 
liehen  Sammlungen,  und  die  genannte  englische  Zeitschrift,  i 
Torztiglich  fflr  den  mathematischen  Unterricht  wichtig*  ist,  'll 
wohl  in  den  Händen  nur  weniger  Lehrer  der  Mathematik  Ü 
det,  HO  ist  die  vorliegende  Schrill  des  Herrn  Dr.  Wiegand^  I 
sen  so  eifrigen  Bestrebungen  ftir  die  Forderung  des  mMlieim.. 
sehen  ^  insbesondere  des  geometrischen  Unterrichts  wir  den  erfM 
liebsten  Erfolg  von  Herzen  wflnschen,  jedenfalls  eine  sehr  « 
dienstliche  zu  nennen,  und  keineswegs  etwa  in  eine  KategO 
mit  den  Auflösungen  der  algebraischen  Aufgaben  des  IM<n-« 
von  Sachs  u.  s.  w.  oder  ähnlichen  dem  mathematiscneti'UiHI 
riiifate  wenig  Nutzen  bringenden,  fast  nur  schadenden  BücHeN,''] 
setzen,  da  ihr  auch  neben  ihrem  pädagogischen  Nutzen  i 
sc^haftlicher  Werth  nicht  abgesprochen  werden  kann.  Sie  Schi 
eicli  übrigens  an  die  früher,  von  demselben  Herrn  Verfasset.  * 
flchieiienen  „Lehrsätze  und  Aufgaben  ausdes  Herrn  P^< 
Jacobi  Anhängen  u.  s.  w.  Halle.  1847.  I.  Band  nil 
II.  Band.  ).  Abtheil."  an  und  bildet  mit  denselben  ein  Werl^ 
von  welchem  sie  der  Scbluss 


utiuti, 

noDiisc'hen  Fernrohr,  mi  t  EiriKth  luss  dcb  dialytischea 
Kabrm,  uikI  dem  lV]ik.ro«.i:i)|>,  .  b^i  cine^  sehr  grossen 
Cesicli  tsl'eld,  ein  vullkomnien  ungekriininites,  perspek- 
lirisch  richtiges,  seiner  ganzen  Auisdehnung  nach 
»«hart'es  BiU  ertheilt,  so  wie  auch  den  LIaueo  Rand 
des  Uesichtsraumes  aufliebt.  Mit  einer  Anleitung'  zur 
:K'ei)>i(niss  allerUmstände,  nelche  %ii  einer  ina^s^ebed^ 
•tpo  B^-urtheiluni;  und  richtigen  Uehan  dlunesnr  t  der 
i'liächen  ln:>  trunien  te,  insbesondere  des  Ferflc«ibfa 
lirt-hiius  nülhiß  sind,  von  Ciirl  Kellner,  Optiker  zu 
Wetzlar.     Neli.st    einem    Anhange:     Xuv    Kenntnise  uiid 

genauen    Prüfung    der   Libellen    oder  INiveau'K  von   JÜ. 
eosoldt,   Mechaniker.   Braunsch»  eig.    164».  8.  15  Ngr. 

,,  Wabriich  viel  Worte  auf  diesem  Titel!  Was  es  mit  dem 
a^aen  „orth  oskopischeii  Ocular"  für  eine  Be^andtniss  hs^t. 
CXpilirt  m3ii  aus  dieser  Schrift  keineswegs,  denn  der  Herr  VerC 
#igt  S.  la.  ausdrücklich:  „Es  wird  gewiss  keiner  meiuer  geehrr 
tan  I^e&er  die  Envurtung  hegen,  dass  ich  hier,  meine  Krfindui^ 
rjii;kBiGhtslos  preisgebend,  mich  auf  eine  Zergliederung  der  EiiH 
richtung  dieses  Oculars  und  Entwicklung  der  lirundprincipien.  au)^ 
welche  der  gute  Erfolg  sich  gründet,  einlassen  werde,  suiidern. 
es  vielmehr  gern  verzeihen,  wen»  ich  nur  berichte,  was  das  neue 
Ocular  leistet."  Uemzufnlge  hätte  er,  weil  auch  alles  Uebrige  in 
der  Schrill  nieistetis  wenig  wirkliche  Belehrung  gewährendes  blos- 
ses Gerede  ist,  dieselbe  besser  ungeschrieben  gelassen,  sich  auf 
eine  blosse  üffentliche  Ankündigung  beschränkt,  und  die  fieur- 
tiieilang  seines  Oculars  dem  praktischen  Gebrauch  lediglich  anheini 

Sestellt.  Aus  der  fSchrift  selbst  erl^hrt  man  nichts  weiter,  als 
ass  das  Ocular  vor  dem  Camjiani'schen  und  Uamsdea'schen 
zweifachen  Oculace  wesentliche.  Vurtheile,  die  der  Titel  angiebt, 
haben  soll,  „und  dass  dais^bä,  oliw-nhl  es  ein  dreifaches  Ocular 
ist,  also  aus  drei  Linnen  besteht,  doch  nur  vier  spiegelnde  Flä- 
chen hat."  Es  kann  also  durchaus  nur  der  praktische  (jebraucb 
cJier  die  Leistungen  dieses  sogenannten  urthoskopisclien  Oculars 
entscheiden,  die  Schrift  selbst  wäre  jedenfalls  besser  ungeschrie- 
ben geblichen;  wenigstens  warnen  wir  vor  der  .\nschaffung,  iVedti 
sie  Buch  nur  IS  Sgr.  kostet.  Die  Vorrede  und  der  Anhang:  „An 
die  Männer  der  Wissenschaft"  klingen  etwas  marktscbreie- 
rifich.  In  dem  .\nhange  über  die  Prüfung  der  Libellen  beschreibt 
Herr  Hensoldt  ein  zu  diesem  Zweck  Itestinimtes  besonderes  In- 
strument,  über  dessen  Brauchbarkeit  man  auch  nur  nacfi  wirkli- 
cher Anwendung  wird  urtheilen  könrien.  Wir  sollten  meinen,  dass 
Wenigstens  derjenige,  wer  einen  hinlänglich  gennu  e;etlieilttttt  Vm- 
ItkalkreJM  besil'ut,    ati    uefchen  er  die  Lihelle    anWiiAtu  \i.«axv.  fc«* 
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solches  liesoitdere»^  Insiriiment  Kiir  Prürung  der  Libellen  sollte  etil- 
behreii  bilniien;  jedoch  wollen  H'ir  nicht  absprechen,  da  bei  all- 
eben  Dingen  eigne  iiraktiscbc  Ad  neu  dun:;  nöthii;  ittt.  wenn  r  ~ 
8ii:b  zu  ewem  voll-^QUigen  L'rtbejic  >vi|l  Uit  berechtigt  halten. 


X  8  tra  nofli  I  e. 


Mildere  Oerter  van  12000  Fix-Slernen  tut  den  Al 
fang  Tüll  lt(3iJ,  abgeleilet  aus  den  Beobachtungen  u 
der  Hambar^er  Sternwarle  von  Carl  Rviniker.  Vieil_ 
Ablhetlun«.  Krste  Hälfte,  die  l»te  bis  Hate  Stuni 
•  »«bähend.     Hamburg.    IHiit.  4.     1  Tbir.  19  Sgl 

Wir    freuen     uns     sehr,     wiedei 


Forts  edung 


trelVichen ,   aus  directen   Uuf  der  Hain btirger  Stern ivarle  «ogttif 

'"  "    Ingen    abgeleifelcn   Firsieni-rataloc»    anzeieoi'! 

ieWichtijIkett  gennner  .Stcrnpositioneii  (Vir  Sie  t«Ä( 


ten  ;Bcobachtungen  abgeleifelcn  Fixslem-ratalocs  anzei 
kiliniien.  Wer  dieWichtij|kett  gennner  .Stcrnpositioneii  (Vir  Sie  ' 
Astronomie  zu  ivürdisjen  vcrBtebt|.  ivircl  das  grtisse  Vcrdiensti  « 
t\i^ä  der  H^rr  Direcfor  Kiimker  dunh  Benrlieitl^n'^  dies«s'al« 
bafaloss  um  die  Wissenschaft  ^ich  emirbt,  gewiss  dankbarCt^ 
Den.  In  dieser  Zeitsphrift  mSssen  "ir  uns  iwll  der  l*h»sr8e#Ä^ 
zeige  dieser  neu  ersclilerienen  Fortsetzoni;  hegnilficn,  trillnA 
aber  sehr,  duss  dieser  aiis^ezeichnefe  Catalog  neben  amterwM 
lieben  vcrdienBlUchen  Arbeiten  von  allen  Af^trononien  reefcl'rt 
(3.f\\  hei  ihren  Rechnungen  nod  Beobachtnngen  benatzt  *6nH 
tätige.  '  ^ 


]V  a  n  t  i  b. 


'  'Xsiigeii-Seätlmmuns  durch  den  Mond.  Ein' 
ttscb  -  as'tronnniischo  Abhiiijdlung  von  Carl  H 
il'ämburg.    l«iy.    2  Thlr. 

'  Diese  sehr  zu  empfehlende,  niil  grosser  DeutliehkeitvMfw^l 
Schrift  entbälr  mehr  hIs  ihr  Titel  angiebt  Sie  enthält  aUlil>^l 
rier  Abbandlungetii  Länge.tib  eatiinmuDg  durch  Mota-Ül^l 
stanseo.  —  Lünacnbeütininiung  durch  Fixä  tec^tfit^ll 
deckungen.  —  Voru  usberecbuung.rier  Sterii-Ued«c|tVl>^l 
sei).  —  LüngenlicNtlniniung  durch  rulniiuati«|r',  ik^l 
Meiides  und  der  Moodeti-Steriie,  »clcho  saiiuiiUicil  Mbtl 
instruutiv,,   ganz   elementar   mit  fortniilireoder  Rücksicht  auffM^.I 


ffdhauliche  Erläuterung  durch  fignren  v«rfas6t,  und  durch  Tollsläir- 
4lig    ausgerechnete  numerische  Beispiele  sehr  zweckmässig   erläu- 
tert  sind,    »obei    auch   mehrere  dem  Herrn  Verfasser  eigenthflm- 
licbe    Methoden    vorkommen.     Den   Uaujitinhalt    bildet    aber    eine 
jS&mnilutig  sehr   sorgfaltig  berechneter   sehr  nützlicher  nautischer 
Tafeln,    rämlich;     Tafeil.     Zur  Berechnung   der    wahren 
Mond-Distanz.  S.  3  -  175.     II.   Mittlere  Refraction  und 
Kimratiefe.     III.    Halbmesser  und  Hühen-Parallaxe  der 
Sonne.     IV.    Con traction    des    verticalen    Halbmessers 
durch    Refraction.     V.  Vergrösserune    des    Mondshatb- 
messers.  VI.  Hüben-P  arailaxe  eines  Planeten.  VII.  Cor- 
te ction  der  mittleren  Refraction  für  Thermometer-  und 
Barometer-.Stand.     Vlll.   Zur  Verwandlung  der  Barome- 
ter- und  Tbermometer-Scala.     IX.   Radien  vectoren  und 
Abslände  des  ge  ocentriächen  Zcniths  vom  geographi- 
schen.   X.  Zur  Berechnung  der  Correction  wegen  zwei- 
ter Differenzen.     XI.    Correction    der    mittleren  Green- 
wich-Zeit  für  zweite  Differenzen  bei  Mon  d-Dietanzen. 
XII.    Verbesserung    der  Halbmesser    in    der  Ebene    der 
Mond-Distanz.     Xlll.  Correction    der  Aequatorial-Hori- 
tuntal-Parallase     des     Mondes     wegen     Abplattung. 
X(V.     An    die   durch    Approsimation  -gefundene    wahre 
Distanz  anzubringende  Correction.    XV.  Hülfstafel  für 
^Hi«  neue  Methode  zur  Berechnung  der  wahren  Distanz. 
^Blan  sieht  hieraus,  wie  vieles  Nützliche  diese  nautischen  Tafejn 
^HEalten,   und  musü   sich  dem  Herrn  Verlasser  für  die  auf  die 
P^HBchnung  derselben  verwandte  grosse  Mühe  und  Sorgfalt  zu  dem 
.4^haftesten  Uanke  verpflichtet  fühlen.     Müge  das  Werk  bei  allen 
wissenschaftlich    gebildeten  Seefahrern    unfl    auf  allen  nautischen 
Lehranstalten    die    wohlverdiente    Beachtung  im    vollsten  Maasse 
iden,   und  vielfach  gebraucht  werden! 


Physik. 


Eper  Charakter  des  Flüssigen.     Versuch,  dea  Znle- 

(it  zu   beseitigen,    welchen    die   Erklärung    der   Er- 

nungen  des  Drucks   und  der  Hebung  der  Flüssig- 

n    veranlasst    hat.      Von    B.   T.      Berlin.     ISSO.    8. 

Gehiirt  zur  Drieberg-Literatur,  und  wird  daher  hier  nicht  wei- 
ter besprochen,  sondern  das  Urtheil  den  Lesern  selbst  anheim 
gestellt. 


Die  Fortschritte  der 
stellt  von  der  uhysikal 
111.    Jahrgang.    Kedigirt  \ 


Physik  im  Jabi 


e  1847.  Darge- 
haft  zu  Berlin. 
3r.  G.  Karsten. 


Optik    und    WSrraclehr«,      fi«rlin.      184' 
t  Thir.  10  Sgr. 

Was  im  Literar.  Ber.  Nr.  XXXVII.  S,  538.  zur  EmpreWu 
dioses  Untcrnebinens  gesagt  worden  ist,  gilt  auch  von  itieti 
jahrgange.  Der  Inhalt  der  ersten  Abiheilung  ist  auf  dem  Ti 
^gfigeben. 


Vermischte  SchriHten. 


chwei  zerisch  en  riatit r forschi 
er  Versammlung  zu  Solotblir 
noiiat  184».    33.  Vers&mmlii 


Verhaii.llui.ge 
den  Gesellschult 
den  -24.,  23.  und  -1' 
Solothurn.     8. 

Ausser  den  Relationen  über  die  einzelnen  Versamailnin 
der  schweizerischen  naturforscbenden  Gesells^hafl  und  den  a 
richten  über  die  Verhandhingen  der  Kantonal  gesell  echaRra  g 
Ijlisel,  Bern,  l-a  Chaus-de-Fonds,  Genf,  Waadt,  Solothan, ! 
rieh  in  den  Jahren  1847  und  IÖ48,  enthalten  diese  Verbaailll 
gen  anch  einige  griissere  AuTsiitze,  welche  die  ilescfaluu^ 
Leser  des  Archivs  verdienen,  und  deren  Titel  daher  hier  Toflstt 
d ig  angegeben  werden  sollen:  Relation  (iber  das  TOpChH 
herr  Berchtold  in  Sitten  entdeckte  Maass-Systc 
Natur  von  Professor  O.  Msllinger  (S.  74.  —1 
Jedenlalls  ein  viele  merkwürdige  Ideen  und  Auffassuneortb 
enthaltender  Aufsatz,  der  —  ohne  hier  für  jetzt  irgend  HSda' 
auf  die  praktische  Ausfiihrbarkeil  der  gemachten  Vorschligeil 
inen  uud  die  Richtigkeit  der  ausgesprochenen  Ansichten  url 
XU  wollen  —  den  Lebern  des  Archivs  zur  Beachtung  emiMtli 
zu  werden  verdient  Die  Schrift  selbst,  in  welcher  diese  Idl 
Busgesprochen  sind,  fährt  nach  Herrn  Professor  MSllingH 
Angabeden  Titel:  La  Metrologie  de  laoature,  de 
par  M.  Jos.  Ant.  Berchtbold,  Chanoine  de  i 
ouvrage  auprouvä  par  nlusieuTs  comite»  scientl 
ques;  traduit  de  l'Allcmand  par  M.  Jos.  Nie.  Hub« 
Am  Ende  seines  Berichts  macht  Herr  Professor  Mullin) 
schvreizerischen  naturforschenden  Gesellschatt  die  ta^ 
Vorschläge: 

1)  Die  natu rforsch  ende  Gesellschaft  der  Schweiz  tüSg^  . 
Berrn  Verfasser  der  Metrologie  de  la  natore  ihren  DäQti 
ihre  Anerkennung  seiner  Verdienste  aussprccher 

2)  es  möchte  der  ehemaligen  Kommission  füi 
der   achweiEerischen  Maasse    und    Gewichte   die  Entdeckung  i 
Herrn  Verfassers  zur   Prüfung   und   zur  Berichterstattung  U  i 
Centralkomit^    unBcres  Vereins  vorgelegt  werden; 


l!n»t: 


m> 


3)  im  Falle  die  Komraissinn  die  Wilnschl)arkeit  einer  ätl^e-  1 
meinen  Einfiihrunß  des  neuen  Maa^ssyMem»  HURs]iricht,  soll  iiani  1 
Centralbomil^  der  naturrorsch enden  GosellMchalt  lieaußragt  n-et> 
den,  sich  mit  den  Akademien  oder  statistisclien  Vereinen  der  an- 
^ranzenden  Staaten  in  Verbindung  zu  weisen  und  behufs  einer  alt' 
gemeinen  Einführung  zur  Prüfung  des  neuen  Maasüsystems  ruf 
Kutaden. 

Wir  führen  dies  hier  an,  um  zu  Kcigen,  weichen  Werth  Het*  i 
Professor     Mülliti^er    auf    die      Ideen    des     Herrn     Chorherr«   j 
Berchlhold  in  Sitten  legt.    Welche  Aufnahme  die  obigen  Aw 
träge  bei   der    schiveizerischen   nuturforschenden   Gesellschaft  ge- 
funuen  haben,  geht  aus  den  Verhandlungen  (S.  15.)  nicht  hervor. 


Ueber  die  langsame  Oxydation  der  Koro  er  in   atn 
Bphärischer  Luft  von  Prof  Schr.nhein.     S.  87.  —  S.  J13,    | 


durch  Phosphoit 
en.     S.  114- Ui 


I  Gebiete  der  Alp 


lUethudedcn  EinftuSsjtu 
^iseninasscn  ein  es  Schiffes 


"P"; 


eich 


dl«   I 
eilung 
nagnÄ 


I  Folge  der  Verl 
i  FIflssigkeiten  durch  den  Erduj 
lismiis     auf    die    Compnssnadel    au»» 
Vmsler.    In  nautischer  Rünl^sluht  machen  frir  auf  diese  Abhan 
lune,    welche  mit    einer  andern  in  den  Denkschriffen  der  sehnt 
zenschen  naturtorsi-benden  (jesellschaft  abgedruckten  Abhandlung    ' 
in  Verbindung  steht,  aufmerksam.     Die  Untersuchungen  \o     "         ' 
low,    und  die  auf  verschiedenen  Seereisen  mit  dem  von  < 
ben    vorgeschlagenen  einfachen  Compensationsapparate  vorgenom- 
menen Prüfungen  sind  den  Leseni   de.s  Archivs,    welche  sich  (St 
diesen  Gegenstand  interessireo ,  bekannt,  und  künnen  in  dem  eine 
«ehr    lehrreiche    Oarstellimg    von    Homer    enthaltenden    Artikel 
.«Ablenkung  der  Magnetnadel"    in    dem    ersten  Theile  daa 
Gehler'schen  Wörterbuchs  nachgelesen  werden.  Die  grosse  Wich, 
tigbeit   dieses  Gegenstandes  für  die  SchiCTfabrt    leuchtet  auf  den    ' 
ersten  Blick  ein,  nnd  wird,  me  Horner  am  Ende  des  an^etilhr* 
ten   Artikels  bemerkt,    z.  B.  durch  das  Unglück  des  Ostindienfkli*    , 
rers  Thames  bewiesen,  welcher  ausser  den  gewöhnlichen  eiser- 
nen   Schiffsgeräth  sc  haften    noch    eine  Ladung  von    mehr    als  400   1 
ToDoen  Eisen  und  Stahl  an  Bord  hatte,  und,  nachdem  er  Abends 
um  6  Übr  noch  daa  Vorgebirge  Beachy-rhead]  in   Sicht    hatte, 
um   1  bis  2  Uhr  Morgens  auf  der  n.^mliclien  Stelle  strandete,  wäfa- 
Tend  dem  man  sich  noch  weit  vom  Lande  entfernt  glaubte.    Sollte 
«s    wohl  einer  anderen  Erklfirung  dieses  merkwürdigen  Unglücks- 
falls   bedürfen,     als    der    durch    die    vielen    an  Bord  beündlichec 
Ei^ienmasBen  herbeigeführten    grossen  Slissweisung   der    Magnet- 
uadei? 


I 


TM 

AuBserdeni  enthalten  die  voTÜegendeti  VerfaandluBgen  nacb 
interessante  ausführliche  Nekrologe  von  Heinrich  Zschokke 
(geb.  Uen  22.  MSrz  1771  »«  Magdeburg,  gest.  deu  27.  Juni  tötö 
m  Aarau).  der  sieb  immer  eifrig  mit  Naturwisseiischaften  in  wei- 
tester Beiiehiin;;  beRchäftigte,  so  weit  dies  ohne  hüher«  inatlie- 
inalische  Kenntnisse  mißlich  war;  uad  von  Daniel  Alexander 
Chavannes  (eeb.  den  21.  Julius  I7G5  zu  Vevey,  gest.  iti 
29.  Octbr.  ]S4ti  zu  Lausanne);  so  nie  viele  einzelne  interessante 
natheRiatische  und  naturwtssenscfaiillliche  NotiKen,  waiche  die 
Rorliegenden  Verbandlungen  der  Ueacbtung  der  Iveser  des  Archiri 
Hebr  werth  tnschen. 

Tfie  Cambridge  and  Dublin  matbemalical  JoarnaL 
Edited  hy  \V.  Thomson,  M.  A.,  F.  R.  Si  E.  Vergl.  Literat, 
Bericht.  Nr.  LIL    S.  726. 

No.  XXII.  Ou  the  Mathematical  Theory  of  Eleckicity  in 
Equilibr'ium.  VI.  —  Gennietric.il  Inveetigalions  regardlng  Sperical 
Conduttors.  By  William  Thomson.  —  On  certain  Theorems 
in  tfie  Caiculus  of  Operations.  By  W.  F.  Donkic.  —  On  Cnfvee 
nf  Double  Cnrvature  and  Developable  Surfaces.  By  Arthur 
Cayley.  —  On  t he  Classification  of  Curves  of  Double  Carvature. 
"      "  "eorge  äatmon.    —    On  ihe  Uevelopable  Snrfaces 

from  Th'o  äurfaces  of  the  Second  Order.  By  Arthur 
uayiey.  —  ün  the  Theorems  in  Space  aoologoua  to  thoso  ot 
Pascal  and  Brianchon  in  a  Plane.  Purt  II.  By  Tboinia 
Weddle.  -^  Od  the  Bifocal  Chorda  of  Surfacce  of  the  SmmJ 
Order.  By  John  V.  Riitlcdge.  —  Analytical  Demonstration  «f 
a  Theorem  in  CarnoCs  „Theorie  des  Transversales."  By  Wil- 
liam   Walton. 

(The  neit  Number  will  ba  published  on  the  Ist  of  May.) 


Druckfehler. 

In  dem   Titel   der  Abhandlung   Nr.  Vni.  in  diesem  Hell«  & 
113.  ist  leider   der  Name  des  Herrn  Vfs.  der  Abhandlung  falsa 
"-  isburger"     gesetzt     worden.        Der    richtige     Name    W 


By  I 

Kbic 


„Mossbrugger. 


liiterarfsiclier   Bericlit 


Arithmetik« 

Mathematische  Abhandlungen  von  Dr.  O.  Sehlo- 
lilch,  Professor  der  höheren  .Mathematik  an  der  K5- 
iglich  Sächsischen  technischen  Biidungsanstalt  zu 
Dresden.    Dessau.  1850.  8. 

Der  Herr  Vf.  beschenkt  uns  hier  wieder  mit  einer  Reihe  in- 
^ressanter  und  uichtiser  mathematischer  Abhandlungen,  deren 
Itel  folgende  sind:  I.  Ueber  das  Theorem  von  Maclaurin.  — 
'•  Die  .Bürmann'sche  Reihe.  —  111.  Ueber  approximative  Qua- 
raturen.  —  IV.  Ueber  ein  Doppelintegral  mit  zwei  willkuhrlichen 
qnctionen.  —  V.  Ueber  die  Bestimmung  der  Masse  bei  ungleicb- 
rmiger  Dichtigkeit. 

Besonders  interessant  ist  uns  Nr.  IL  gewesen,  in  welcher 
bhandinng  di«  Gultigkeitsbedingungen  der  Biirmann' sehen 
eibe  zum  ersten  Male  vollständig  erörtert  sind.  Aber  auch  alle 
nrigen  Abhandlungen  enthalten  des  Bemerkenswerthen  so  vieles^ 
tS8  wir  die  Leser  des  Archivs  dringend  auffordern,  sich  auch 
t  diesen  ganz  im  Geiste  der  neueren  Analysis  . gehaltenen  Ar* 
iteii  des  Herrn  Vfs.  baldigst  bekannt  zu  machen.  Uebrigen» 
Iden  die  Abhandlungen  1.,  11.,  111.,  und  ebenso  IV.,  V.,  in  ge- 
sser  Riieksicht  ein  Ganzes,  und  das  in  der  Abhandlung  V.  ge* 
>nnene  allgemeine  elegante  Tbeorem  (S.  146.)  verdient  jeden falltr 
le  BeaehtuDg. 


iud  XIV.  ^^ 


et  e  o  m  e  t  r  i 


I   OVrter    einiger    mer  k  tvürdige 
1  (luinit  hl  Verbindung    stehend! 
llreiecksütKe,      Vom   itispectoT   Gent.      Liegnitz.  ISStt 
4.  (Programm    der    K  ilter-Akademie    zu    Liegnitc  v 
Ostern  1830.) 

Diese  Ahhandlungschüesst  sich  an  die  im  Archiv  Tbl.  IV.  S.< 
gemachte  Bemerkung:  „dass,  wenn  tiiaii  von  einem  Punkte  i 
Peripherie  eines  Kreises  auf  die  Schenkel  eines  CeatriwiiA 
Lr)the  fällt,  itie  Entl'ernung  der  Fnsepunkte  derselben  unabfai* 
von  der  Lage  des  Punktes  auf  dem  Umkreise  ist,  indem  sie 
dislicb  von  der  Grclsse  des  Winkels  abhängt"  an,  und  fuhrt 
sehr  ainfache  Betrachtungen  au  einer  ziemlich  prossen  A4^ 
<;enmetriBcher  SStze,  die  anch  als  Uehungen  f*ir  ScbGler  m( 
sehr  zHeckmässig  werden  benutzen  lassen,  weshalb  »vir  diew 
lesenswertbe  Programm  der  Aufmerksamkeit  der  Leser  des  At 
chivs  recht  angelegeutlich  empfehlen. 

Trigonaltriaden    in    arithmetischer    und     harmnnl' 
scher  Progression.     Von  Dr.  A.  Wiegand.      Halle 
4.  4  Sgl. 

Die  Anregung  zu  dieser,  sehr  zweckmässigen  Stoff  zu  geo" 
metrischen  und  trigonometrischen  üebiingen  für  f^chiiler  darbit 
tenden  und  deshalli  Lehrern  an  höheren  ünterrichtsaiihtalten  ^L^— 
Beachtung  zu  empfehlenden  kleinen  Schrift  gabderin  derZeitec^ 
„The  Mathematician"  zum  IJeweise  hmgestellte  Lehrsat)!' 

If  the  radii  of  the  excribed  circtes  ol  any  plaO 
trianglebein  harnionical  projtression,  tben  will  th 
eides  ot  the  triangle  be  in  arithmetical  |iro«re»siei 
welchen  der  Herr  Vf.  in  sehr  geschickter  Weise  sienilich  aBa 
mein  auszubeuten,  nnd  aus  demselben  viele  zweckmässige  Cehinfi 
Sätze  und -Aufgaben  ITir  Schiller  zu  ziehen  gewusst  hat 


natarum.  ÜissertftH 
r.     Bonnae.  1849.  8, 

welchem  der  Herr  Vt 
lit    seinen    ei!;nen    Wort 

dass  sich    die    Figur  i 


De  novo  systemate  coordi 
mathematica  aitctore  G.  Stamme 

Das  neue  Coordinatensystem ,  vor 
dieser  Schrift  handelt,  wollen  wir  r 
charakterisiren ,  indem  wir  bemerken, 
Leser  selbst  leicht  wird  er<tärizen  ktini 

„A  puncto    fixo  F  in   circuli  circumferentia  A  F  B  jacM 

3uae  e  centro  C  radio  CF^ll  descripta  est,  arcus  FA,  FS 
iructione  opposita  abscindamus  et  in  arcuum  extreniitatibtiB  . 
B  tangenteti  circuli  AlU,  HM  ducainus,  (juae  sese  in  puncto  . 
secabunt.  Quum  in  quovis  circumferentiae  puncto  una  tantuM 
tangeiis  duci  pussit,  palet  punctum  M  unicum  semper  exstur«, 
igitur  arcubus  FA,  FB  perfecte  determinatum  esse.  Vice  vefMi 
qiium  e  puncto  ^I  exlia  cwwAww  '\areRte  duae  solum  tangentM 
strui   possint,    dato   puntlo   M  y^itcrte   i.feWTKiwvwv'wK  ««.■*%  kf. 


Ui 

,  (jul  a  punctis  contactu«  tan[!«Dtium  cum  puncto  üxo  F  in- 
_p[udiit)tiir.  ituf[ue  tlütis  uentro  et  railio  circuli  alque  puncto  üxo 
■  □  circunil'ereDlia  pnsito,  mmdcuiique  puuctuni  exlr.i  circulurn  si- 
4nini,  duobus  arcubus  deliiiirt  polest,  quibus  igitur  tanquam  coor- 
«linalis  uti  licet.  Quas  tiovae  cnordinatas  circulares  vocemus 
«t  litteris  J,  ij  designcnius  IIa  ut  t  arciim  FA  sinietrorsum  a 
'oncto  F  imnaeratiim ,  t;  contrn  arcuni  FB  dextrnrsuin  deecriptum 
I'unotum  fixum  F  nrigo  cnordinatarum  est." 
Es  ist  diese  ScbriO,  welche  wir  mit  vielem  Venriii 
lesen  haben,  *iii  neuer  Beweis  für  die  Richtigkeit  der 
diesen  iilerarischeii  lierichten  bei  verschiedeimn  anderen  Kele- 
{(enheiten  gemacbten  Bemerkung,  die  aber  ursprünglich  baiijit- 
sSchlicb  von  Pliicker  hervort^ehnben  nnd  auf  die  deutlichste 
Wei^e  iuK  Liebt  gesetzt  worden  ist,  da«s  neue  Cou  rd  i  nate  de  y  steine 
fast  immer  auch  zu  neuen  merkwürdigen  Sätzen  und  Relatidnen 
fKhten.  Ets  verdient  daher  diese  Di^serlalion  der  Beachte 
der    Leser    des   Archivs  erojif'ohten  zu  nerdeu. 


k; 


Praktische  Oeometrie- 


I  Verbandeling  nver  de  iVl  eetkundii;e  Inhoudsv 
der  Nedertandsche  Alateudoor  F.  J,  StamLa 
Mag,  Phil.  i\at,  üoet.,  Arrond  isseiuen  ts  -  Ijk« 
BSterdam.  'S  Gravenhage.  1844.  8. 
Diese  freilieh  schon  frGher  erschienene  Schrift  ist  erst  jetzt 
iserer  Kenntniss  gelangt.  Wir  halten  dieselbe  jedoch  (ur  in 
."icher  RQckaicht  bemerkensnerth ,  und  uiacheu  daher  noch 
I  auf  dieselbe  anfnierksam.  Sie  betrifft  eine  Verbesserung  der 
i  geometrischen  Methode,  wodurch  die  Niederländischen  In- 
b-Maasse,  seit  ihrer  Einfi'ibrung,  gesetzlich  veriücirt  werden, 
r.zeigt,  wie  viel  diese  Metbude  vor  einem  directen  Messen, 
naderen  Inbalts-Maassen,  den  sogenanot<;n  Ktandart-Maassen, 
I  bat.  Bei  der  Anwendung  dieser  Methnde  bedürfen  die 
^er  zur  Verilicirung  eines  Inhalts -M  aase  es  nichts  welter  als 
^  I  nach  dem  Längenmaasse  (dem  Meter)  getheilt«  Stäbchen, 
äie  Durchmesser  und  HShe  zu  messen.  Auch  in  allgemeiner 
neniatiächer  Beziehung  ist  diese  Schrift  interessant,  wegen 
Jcfaiedener  in  derselben  enttrickelter  NMherungs  form  ein  zur 
„Jehen-  und  Körperberechuung,  die  wohl  anderweitig  wenigstens 
teht  in  dieser  Weise  gegeben  sein  dürften.  Wir  bemerken  dahernnch- 
loaü,  dass  wir  namentlich  in  jetziger  Zeit,  wo  man  wohl  in  ver- 
schiedenen L.ändGin  bald  7.n  neuen  Maassregnllrungen  schreiten 
wird  oder  schon  geschritten  ist,  eine  tiesondere  Hinnelsung  auf 
diese  freilich  ^chon  vor  einigen  Jahren  erschienene  Schritt  für  an- 
gemessen und  zweckmässig  hallen. 


Zufflelch  verblndefl  wir  hiermit  noch  swei  andere  früher  # 
sehieiiene  Alifaaiicllun^eii  i|p8t«elbeii  U^rrii  Verrassers: 

Eenvoudig  niidd»!  ter  uaduwkeu  riee  vergelijkiui 
van  Leiigtematen  (Ov  ergenomen  ii'it  Jen  Alj;eineetiei 
Konst-e.i  Leiterbode.  No.  36.  van  het  Jaar  1839.) 

Das    Princip    der    in    dieser    Schrilt     entwickelten    M< 
stiniint    mit   der  des   Ffihlspiegels  von    Herrn    von     Steil 
neuerdings  bekannt  gemacht   in  den  astronomiechen   Nachricht 
Nr.  684.,  sann  überein,  und  ist  auch  zur  Vergleichnng  von  Ma 
Gtüben  ä  bout  angewundt.     Obschon   der  Herr  Vf.  die  Tbeile. 
Apparats  nur  selbKl,   ohne  Hülfe    eines   Kilnstlere,    verfej 
»ar    doch    die    Richtigkeit    des   Verrabreuü    eo    gross, 

mittleren  Fehler  einiger  Vergleich ungen  fTüifi'"''*-  nicht 
gen.  Die  Hinweisung  auf  diese  in  Deutschland  wohl 
bekannte  Abhandlung  dflrfte  daher  hier  |>leicbfaUs  a: 
erscheinen. 
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.  ffr.  51.,  52. 

en  53-, 
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delijk  ge 
Nieuwe  ' 
Konst-en 
1844.) 

Diese  Schrift  ^iebt  eine  Beschreibuni  einer  neuen  Weise  dl 
Wieeens,  welche  hauptsächlich  darin  bestehet,  die  beiden  Schlb 
vor  der  Umvvecbselung  der  Gewichte  fest  zu  setzen,  oder,  bei  i 
Methode  Borda'i  nur  die  eine  Schale,  wovon  das  Gewicbl  g 
wechselt  werden  soll.  Dieses  Princip  ist  angewendet  ivordeii« 
einer  Wage,  welche  Herr  E.  T^rcnekeback  zu  Amsterdam  i 
des  Herrn  Vfs.  Angabe  trefflich  verfertiget  hat ,  und  das  I 
war,  bei  einer  wiederholten  Wiegung  von  1  Küogr.,  ein 
Fehler  für  jede  Wiegung  =  4:  0,5  lUilligr.;  bei  einer  Wie  .^^  ^^ 
einem  Gewichte  von  5  Kilogr.  ein  mittlerer  Fehler  für  Jh 
Wieg.  —±0,7  Mllligr.,  und  bei  einer  Wiegung  von  10  Kit^ 
eiu  mittlerer  Fehler   einer  Wieg    =±],8  Milligr.  ^^ 

Die  vieles  Trefliiche  enthaltende  holtändische  mathematbdl 
und  physikalische  Literatur  ist  leider  für  uns  Deutsche  srihwlü 
tlieils  verschlossen,  was  wohl  znm  Theil  Schuld  des  BndlfaR 
dels  ist.  Das  Archiv  hat  daher  schon  fmlier  öfters  auf  Erw 
nungen  in  bollündischer  Sprache  gebührend  hingeiviesen,  D 
wird  dies  auch  fernerhin  thun ,  so  oft  sich  Gelegenheit  dazu  A 
bietet. 


7«5 


1  s  t  r  o  n  o  m  i  e. 

Der  liiscliof  Synesius  von  Cyretie  als  Physiker  und  Astroiiam 
henrllieilt  nehst  tier  ersten  <1euC>ichen  Ueber^etzun?  der  Keife  des 
■Synesius  de  dono  Astrolabii,  oder  über  diis  Lolt  der  A^tro; 
K'itnte  mit  verbes;«erteni  snechischen  Texte  herausgegeben  vnn 
l»r.  Bernhard  Koll.e.    Berlin.   1850.  8.  6  Sgl. 

Uranus.  OTPANOS.  1850.  Zweites  Quartal  (Äprill 
Mai.  Juni,)  *^      ' 

Dbb  erste  (juartui  1850  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  LIII  S.  740. 
angezeiüt,  und  gilt  Alles,  was  dort  i^esagt  worden  ist,  auch  voi) 
diesem  Quartal.  Die  Zeitschrift  ist  (üi  eineu  .leden,  welcher  sieb 
KD  irc;end  einem  Tage  zu  einer  an  demselben  vorfallenden  Hirn-] 
melserscheinung  vorbereiten  will,  im  höchsten  Grade  nützlicb^ 
Mancher  Liebhaber  der  Astronomie  wird  erst  in  den  |;ewiihnlicheR 
Zeitungen  auf  eine  vorhandene  besonders  merkwürdige  Himmelsj 
CTscheinung  aufmerksam  gemacht.  Hier  findet  er  Alles,  was  siul^ 
Tarausberechnen  lasst,  beisammen  und  weiss  schon  ein  Vierter, 
Jahr  voraus,  was  mcrkvvürdiges  am  Himmel  vorkommen  wird.  Kei-v 
Der,  wer  sich  fi'ir  die  am  gestirnten  Himmel  vorfallenden  Begeben- 
heiten inlcressirt,  sollte  daher  die  Anschaffim!^  dieser  sehr  nütz- 
fiehen  Zeitschrifl  unterlassen. 

Wir  machen  die  Leser  des  Archivs  auf  eine  Abbandluoe  von 
Encke:  üeber  die  Auflösung  der  Keplet'schen  Glei-  ' 
chtiiig  in  dem  neuesten  Stücke  der  AjStrnmiscben  Nach* 
richten.  Nr:  71-1.  aufmerksam,  weiche  ihre  Betrachtungen  an 
eine  geometrische  Construction  .inschliesst,  und  zu  bemerken«' 
Vvertben  Hesultaten  und  leichten  Rechnnngsmetboden  führt.  Uebrl- 
^ens  bemerkt  Encke  am  Schluss  seines  Aufsatzes  selbst,  dastf 
Sclinn  Cassini  zu  ähnlichen  Resultaten  gelangt  sei,  wie  ef 
aachtrSglich  aus  Lalande's  Astronomie.  Ed.  III.  §.  1248.' 
^eisehen  habe,  einem  Buche,  von  welchem  er  mit  Recht  sagt} 
.dasa  es  in  neuerer  Zeit  zu  wenig  benutzt  werde,  da  es  ein  bis  ' 
l«tzt  noch  nicht  erreichtes  Muster  von  Vollständigkeit  für  sein«) 
Belt  bleibe." 

Ferner    (indet  sich   in  Nr.   709  —  Nr.  71'2.    desselbeu    aussei 
eeichneten  Journals  eine  sehr  bemerkeDSwerthe  Abhandlung:   Un' 
tersHchungen    über    die   Convergenz  der   Reihe,   durct^ 
Ivel  ehe  das  Kepler'scheProblem  gelöst  wird,  von  Frans    , 
Csrlini",    welche    eine  durch  Herrn  Professor  0.  G.  J.  Jacobji  j 
veranstaltete   Uebersetzung  oder   vielmehr  Bearbeitung    und  Ver^  j 
voilständiguog    einer    früher  unter    dem    Titel:    Ricerche    sull^;  ', 
conversenza  dclla   serie  che   serve  alla    solu^ione  de£ 
nroblema  di  Kepler».     Memoria   di  Francesco  Carlinf^i' 
Nlilano.  1817.  erschienenen  merkwürdigen  Abhandlung  von  Caiji  J 
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W  a  u  t  i  k. 


I 


Nautisches  Jahrbuch  odt 
den  und  Tafeln  l'fir  dasJahr 
LSoge,  Breite  und  Zeit  zur 
Beobachtiine«D,  nebat  einer 
derlicheu  Ke  chnungen  anti 
lieber  Aufsicht  beraus^ege 
Plankamnier:  Inspector 


für 


r  vulUtSndi^ie  Ephemer 
IS5-2  zur  Bestimmung  dl 
Hee  nach  astronomisiAi 
Anleitung,  wi»  di»  erfa 
stelle»  sind.  Unt« 
•  en  vnn  U  r.  C.  Uremlkl 
Kl.Preuss.  Mlnistetji 


lidel  «tc.     Berlin.  185U.  S.  15  Sgr. 
Diese  nautischen   Ephemeriden    dürften   ivohl  Alle9   eathaUt 


was  auf  der  See  zur  Anivenüung  Loiunien  möchte,  und  die  Fra 
niGchte  nur  sein,  ob  zu  diesem  Zwecke  nicht  eine  noch  eb 
grllssere  Verkürzung  zweckmässig  und  hinreichend  gewesen  ■< 
möchte,  etwa  nach  Anleitung  des  nach  unserer  IVIelunnf;  sehr  a 
gezeichneten,  auch,  was  hier  nicht  nnwesentüch  ist,  auf  ai 
schönes  und  starkes  Papier  gedruckten  Nautischen  Almaotdl 
von  G.  F.  Ursin  (Literar.  Ber.  LI.  8.  708.)-  Die Zugrundima 
des  Meridians  von  Grcennich  kann  natürlicb  nur  gcbilUgt  weraB 
und  jede  andere  würde  hier  unzneckmSssig  gewesen  sein. 


Physik. 

zur  nieteurologis eben  Optik    iiud   zu  Vi 
aensctiaften.     Ii)    zwanglosen    Heften  bet- 
on  Johann  August  Grunert.     Erster  Th«B 
sHeft.     Mit  sechs  I  itfiosraphirten  Tai'eln.    Leip- 
zig. 1850.  8. 

Dieses  den  ersten  Theil  be»<chlies6ende  vierte  lieft  der  B^ 
träge  zur  meteorologischen  Optik  führt  auch  den  besotidoren  TMj 
Die  Licbterscheinuogen  der  Atmosphäre  darn 
stellt  und  erläutert  von  R.  Clausius.  Mit  sechs  lit£l 
graphirten  Tafeln.  Leipzig.  185».  fi.  und  hat,  wie  der  T 
fei  auch  schon  besagt,  den  Zweck,  eine  liberaichtliche ,  gawH 
pulSre,  wenigstens  auf  alles  mathematische  Formelwesen  TeoÜ 


das  Geliiet  der  meteorologischen  (M 
Eigentlich   hätte   die  Sri 


tende  Darstellung  aller  1 

gehörenden  Erscheinungen  zn  liefern.  

schliß  mit  dieser  Abhandlung  beginnen  sojieu;   es  war  aber  BHÜ 

leicht,  einen  ganz  geeigneten  Schrillsteller  für  die  Verfassni^ da 

selben  zu  finden  und  zu  gewinnen,  und  so  erscheint  dieselbe,  Stil 

am  Anfange,  jetzt  am  Schlüsse  des  ersten  Theil.s  der  ZeitschHA 

auch    dem    Herausgeber  dieser    Zeitschriil    nicht    anstebt 

10  Ürtheil  über    die  vorliegende  Abhandlung   .loszuspreclii^ 

)  hält  et  sich  doch  für  bcrechligt,  darauf  hinzuweisen,  dass  a 


kfe  k«nmu  anderen  Orte  alle  in  das  Gebiet  der  meteorol o^Scbea 
3ptilc  gebärenden  Erscbeinuii^tin  bo  vollständiger  Weise  wie  hie? 
iargestelll  linden  wird,  und  ivml  die  Darstellung,  wie  schon  erinnert, 
Luf  alles  mathemalisclie  Fornielivesen  verzichtet  bat.  so  giebt  sich 
Ser  Heransgeber  der  Hoffnung  bin,  dass  diese  Abhandlung  des 
am  die  meteorologische  Oiitik  schon  vielfach  verdienten  Herrn  Dr. 
i^lansins  in  Berlin  lür  alle,  welche  »ich  filr  die  zum  Tbeil  so 
prachtvollen  Lichterscheinnngen  in  der  Atmosphäre  interessiren,  — 
jnd  vrer  sollte  dies  nicht!  —  und  dieselben  nach  ihren  Grflnden 
itenHen  lernen  wollen,  die  reichste  Belehrung  darbieten,  und  die- 
selben gewi^is  auch  zur  Anstelluug  eigener  sorgfältiger  ßeobacb- 
bitteen  aufmuntern  wird.  Wir  müssen  uns  hier  begn^eo,  den 
Kienen  Inhalt  dieser  Abhandlung  nur  in  übersichtlicher  Kürze  an- 
BUgeben:  Einleitung.—  Gestalt  des  Himmels.  —  Erschei- 
nungen, welche  durch  die  Absorption  und  Reflexion 
des  1/tchta  in  der  Atmosphäre  bedingt  werden.  Schwä- 
Bnn^  des  Lichts  in  der  Atm<is|ihKre.  Allgemeine  Tageshelle. 
Ve  Dämnierung.  Die  blaue  Farbe  des  Himmels  nnd  dieMorgen- 
■nd  Abendriitbe.  Polarisation  des  Himmelslichtes.  —  Strahlen- 
Btechun  <;  in  der  Atmosphäre.  Astronomische  und  leire- 
■Sttische  Strahleubrechutig  bei'm  gewöhnlichen  Zustande  der  ' 
-iltinn Sphäre.  Unge^> üb n liehe  Senkung  und  Hebung  des  Horizonts. 
InfCsniei^eltingen.  Fata  Morgana.  Das  Funkeln  der  Fixsterne.  — 
frscneinungen,  ivelche  darch  fremde,  nur  unter  beson- 
deren Umstünden  in  iler  Atmosphäre  vorhandene  Kör- 
per herv.iri^ebracht  werden.  Der  Regenbogen.  Der  Hof 
mit  Beinen  Nebenerscheinungen  (Nebensonnen  etc.).  Die  Licht- 
kr-ln/e  und  das  Nebelbild.  Das  Wasserziehen  der  Sonne.  — 
Oa^  Nordlicht. 

Eine  grössere  Anzahl  sehr  schön  ausgeführter  Figureutafeln 
trugen  sehr  zum  leichleren  und  besseren  VerstSndniss  dieser  Ab- 
handlung hei,  welche  wegen  ihrer  systematischen  Abfassung  und 
ihrer  Vollständigkeit  gewiss  auch  sehr  zweckmässig  als  Lehrbuch 
b^  mehr  popufär  gehaltenen  Vorlesungen  über  meteorologische 
Upllk  wird  gebraucht  werden  können. 

Für  die  Fortsetzung  dieser  „Beiträge  zur  meteorologi- 
'cheo  Optik"  und  auch  für  die  schon  trüber  gelieferten  streng 
Ifllhematisch  gehaltenen  Abhandlungen  ist  die  vorliegende  Ab- 
>aiidlung  namentlich  insofern  von  grosser  Wichtigkeit,  dase  sie 
lie  genaue  Keschreibnng  der  betreffenden  Erscheinungen,  mit 
'orgfältiger  Hervorhebung  nller  bei  der  Theoria  hauptsächlich  zn 
>eaühtcnder  Ünislitude  derselben  enthält,  so  dass  also  in  dieses 
iexiehung  hei  den  die  strenge  mathematische  Theorie  der  Ersch«i- 
«ngen  lieferndeo  Abhandlungen  stets  auf  die  vorliegende  Abhand- 
ln); Bezug  genommen  werden  kann ,  was  natürlich  der  Kürze 
ehr  fiirderlich  ist. 

Die  Miscellen  (Nr.  iX.)  in  diesem  Hefte  enthalten  noch  eine 
Dtt  dem  Schulamts-Kandidaten  Herrn  W.  Schlesicbe  in  Berlin 
liteethetlte  interessante  literarische  Notiz,  durch  welche  die  in  der 
Ithandlung  Nr.  V.*)  S.  263-  ausgesprochene  Vermuthung,  das« 
^icft  bei  L;icnille's    Uämmernngsbeobachtungen .    nicht   weniger 


*) 


.  w.y  I 


n  Uniikfchler  Nr.  III    . 


i  >r. 


alH  bei  den  Lambertsche»  (leobachtungen .  das  ZodUkillHi 
eine  grosse  Rolle  gespielt  haben  mag,  nuf  die  vollctlindigate  Weif 
bestäligt  wird. 


Vermischte  Seliriften. 

Sitzungsherichtc     der    Kaiserlichea  Akademie  ilj 
Wisseoschafteii  zu  Wien.     (S.  Literar.  Ber. 
727.) 

(Dia  Hefte  1849.  Augutl  »ml  ücptetiilier,  liiid  uns  Ividc 
licli    durch   ein  Versehen,    bia  jelKt   nuuh   nicht   zu^Cf-unj^en ;   dmhM  v 
deren  Anzeige  sjiälerhin  nachliefern  werden.) 

Jahrgang  l!S49.  Uctober-Heft.  S.  156.  Doppler:!]^ 
ein   IVlitlef,   die  Npanokraf)   des  Wasserdamiifea    der  comprintira 
oder  der  erwärmten  Luft  diircli  das  Gehör  zu  bestimmen.  —  1 
163.  Petrina:  Einflnss  der  Entferuuüg  des  Polardraktes  ftDa( 
Magnetnadel  auf  das  Maiimiini' ihrer  Ablenkung.  —  S.  18S. 
tiiit:  Mittheihmg  aber  den  von  Gasparis  zu  Neapel  neuenl 
ten  Planeten.  —  S.  187.     Kapellers  Verbesserung  der  8i 
meter. —  S.  IS8.  Kunzek;  Üelter  BeobachtuDgen  der  v^ctifil. 
daiier  der  Kulturpflanzen.  —    iS.   18',}.  Ueissenberger;    Ceti, 
sieht  aller  bis  nun  theils  tri^onoiuetrisch,  tlieils  barometrisclh 
stimmten  Hiihenpunkte  von  {Siebenbürgen. 

Jahrgang  1849.  Nnvetnber-  uiiil  Uecember-llefL  j| 
203.  Russegger;  Beiträge  zur  Aiismiltelung  der  AbMeicbuDK 
Magnetnadel.  —    S.  216    Hartnen  Allgemeiner  BeH-eie  fT' 
mann's    Satz    über  die  Lusung   des   Putneunt'schen   Prolltt<^_ 
S.  230.     Unger:    Mikrosknpiauhe   Untersuchung  des  atinaa 
scheu  Staubes   von  Grutz.  —  S.  238.     Bou^:    Mitlbeiluiq;; 
einen  anoniulen  Regenbogen.  —     S.  'J39.     Doppler:    Oeba.jj 
meTk\vtirdige  iu  Oesterreick   aufgefundene   gelalmiise  Substv 
.S.  266.     Bouä:    (Jelter    die    äusseren    Formen    der    Erdobni 
und  ihre  Ursachen.  —  8.  -295-    Schrntter:  Bericht  Über  dlei 
mische  Beschaffenheit  einer  unter  einem  Torflager  hei  AusceyH 
fundenen    ^elatinrisenSubstanz.  —    S.   'iH5.     Haidin  " 

i'iber     denselben    Gegenstand    (Dnpp)erit).  —    S.  2!l 
Oommissionshericht  ober  die  Verhandlungen  zur  Feststellnpgl 
und  bequemer  Branntiveintvagen.  —  S.  303.     Gutachten  dtP^ 
misston.    —  S.  'M4.     Stampfer:    Zur    Beenlndung    ___ 
sinnsvorschluges.    —  S.  316.     Brücke;    Mittheilung    üb«  i 
gung  von    Aräometern  aas  Glas.  —    S.  329.     Kunzek:   Gw 
sionsberii^ht  bezüglich  derBniikenivagen  von  Rolle  nnilSA 
gu^.  — S..%31.  Arenstein;  Eis  Verhältnisse  der  Donau, 
in  Pesth    in  den  Jahren    1»*«/«  '""'    18*''/„  (Mit  einei 
Anzahl  interessanter  Figurentaleln.).   —  .S.  336.    Baum|>rti'l 
lieber  Ofenht;im's  Photometer.  • 


iterarisclier   nericlit. 


Arithmetik. 

Versuch  einer  richtigen  Lehre  von  der  Realität  der 
■Tgeblich  imagi  nären  Grüssen  der  Algebra,  odereiner 
rnndlehre  von  der  A  blenkiing  algebraisch  er  Gciiseen- 
iziebungen,  untern  ommen  von  Wilhelm  Matzka,  Dr. 
3r  Phil.,  k.  k.  ordentl.  Professor  der  Mathematik  und 
riktischen  Geometrie  an  dem  k.  bühoi.  ständischen 
olytechnischen  Institute  zu  Prag.  Mit  drei  Fisuien- 
ifeln.     Prag.     1850.    4. 

Dass  man  die  Lehre  von  dem  Imaginären  in  der  Mathematik 
"euerer  Zeit  aas  iieui'n  Geüichtsp unkten  darzustellen  versucht 
'.  itit  den  LeBern  des  Archivs  schon  aus  dieser  Zeitschrift 
'bst,  welche  mehrere  den  betreffenden  Gegenstand  in's  Auge 
^ende  Abhandlungen  enthitlt,  hinreichend  bekannt.  Keineswegl 
^en  aber  nach  unserer  Ansicht  die  Acten  über  diesen  Gegen- 
nd  sc)ion  als  geschlossen  zu  betrachten  sein,  und  jede  IScbrifti 
lebe  neue  Aussichten  auf  diesem  im  Ganzen  noch  nenig  ange* 
rt«ii  Felde  eröffnet,  hat  schon  deshalb  Anspruch  auf  besondere 
l^chtung.  Ute  vorliegende  Schrift  des  schon  durch  viele  scharf- 
'iige  Arbeiten  bekannten  Herrn  Verfassers  ist  wohl  das  aua- 
iTlichste  bis  jetzl  Ober  diesen  Gegenstand  erschienene  Werk, 
)  liefert  eine  ausführliche  systematische  Behandlung  desselben 
■h  den  eigenthümlichen  Ansichten  des  Herrn  Veriassers,  au 
Icher  wir  namentlich  anch  den  dabei  aufgewandten  philosophi- 
■  en  Scharfsinn  bnsonders  rühmend  hervorhebe»  müssen.  Eine 
ifahrliche  Kritik  dieses  venlienstlichen  Werkes  würde  den  Raur 
Icheu    diese    literarischeTi   Berichte  uns  darbieten,    bei  Weit' 


J 
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AberwAreitea,  «od  wir  mfigsen  uns  daher,  auMer  waev  iuhAmJn 
matt,  aus  ToUkominenster  Uetierzeu^ung  j^ellossenen  Empfehlung 
dSMelben  in  sorgfältigster  Beaclitung,  mit  der  folgendeo  allg» 
veiiMD  Angabe  seines  Inhalts  begnägen: 

Elnleltang.  Erstes  Hauptstflcl:  Grundzüge  der  Lebe 
vom  Gegflassts«  slgebrabcher  Beziehungen  der  Grössen.  Zwei- 
tes Hauptstadt*  Groudlinien  der  Lehre  ron  den  iinagiDÜieB 
Grössen ,  oder  Tielniehr  von  der  Abweichung  algebraischer  Beof 
hnngflu  der  Grossen.  Drittes  Hauptsttick/  Weitere  Auaei» 
aDdersetKong  der  Lehre  von  den  abweichenden  Beziehungen  itt 
Wnxelo.  A.  Vieldeutigkeit  der  B^ziehungeit  der  Wurzeln.  B.  fie- 
sondwe  Betrachtung  der  elusiven  und  Iransversiven  BeziehuneeSi 
als  jener  der  swdten  Wurzeln  aus  negativ  beziehllchen  Zahlen. 
viertes  Hanptsttiik.  Das  Potenzireti  nach  traiisversiv  bezieb- 
Udim  EzpoBennn.  Fünftes  Ijauptstück.  Zeichnende  Darslel- 
hioa  abwMchender  Bc/,ielmngeii  von  Raumgröasen  und  graphisdie 
ErUatsniD^  des  Rerbuens  mit  abweichend,  insbesondere  mit  gfr 
kieivt lAaielllkbsa  oder  coinpleien  bestimmten  f^rdssen  undZah' 
len.  '  Bl^lettBDR.  A.  .Ablenkende  Beziehung  der  Strecken.  B.  .ab- 
lenkende Bealehui^  der  Winkel  und  der  sie  bestimmendea 
Krelsbbgen.  C.  Ablenkende  Beziehungen  der  ebenen  Flä- 
chen (Figuren).  D.  Gedrängte  Zusammenstellung  der  bisherigen 
Leistungen  def  Mathematiker  in  der  geometriscneu  Constniciidn 
der  s.  g.  imaginSren  Grössen  (Heinrich  Kflhn.  1736  und  17Si. - 
Bn«e.  1806.  —  0*  V.  Monrey.  Igü8.  -  Johit  Warren.  1828.  - 
Karl  Friedrich  Gauss,  1831.  —  Anhänger  und  Nachahmet  kr 
Ganssiscben  Lehre:  W.  M.  Drobisch,  Prof.  zu : Leipi^iK-  G.% 
Miller ,  Major  zu  Hannover.  C.  A.  Bretschneider ,  ProteBsor  u 
Gotha.  Dr.  Theodor  Wittstein  tu  Hannover.  L.  Ballauf,  Lehm 
der  Mathem.  zu  Varel.  11.  B.  Lübsen.  J.  C.  L'Ilher,  Prof.  a 
Nürnberg.  Heinr.  Schefflet  zu  Helmstedt.  Franz  Moth,  Prof.  n 
Linz.  J.  Arnstein,  Prof.  zu  Pesth.  —  W.  R.  HaniHtoo.  1844-fl. 
^  Man  sieht  aus  diesem  Abschnitte,  wie  genau  der  Uetr  Ver- 
fasser auch  mit  den  Leistungen  seiner  Vorgänger  bekannt  ist,  oid 
nirgends  wird  man  eine  so  vollständige  und  schöne  UebetsicU 
derselben  wie  hier  6ndcn.  —  Sechstes  Haüptstück.  Zeict  , 
nende  Darstellung  der  Gleichungen  des  Zusammenhanges  gl«eb-  ' 
zeitig  veränderlicher,  complexer  oder  in  ablenkenden  BeEiehanga 
.  votkonimender  Zahlen.  —  Siebentes  Hauptstück.  Ausl^mf 
der  Gleichungen  des  Ziisanimenhan^cj  allgemeiner  Zahlen,  wer" 
einige  oder  alle  solche  Jtahlen  cmnjdcx  —  ablenkend  bezieblich 
werden. 

Möge  dieses  scharfsinnige  und  gelehtte  Werk  die  allseiligsk 
Beachtung,  welche  es  gewiss  recht  sehr  vetdient,  in  reichatel 
Maasse  finden! 


Die  Grabekassen.  Ihre  Einrichtung  uiid  Ventsl- 
(üng,  so  wie  die  Keorganis  alion  der  bestehenden  feh- 
lerhaften Instrtute.  Im  Änflrage  der  kö-nigl.  sSch«- 
Regierung  verfassl  von  Dr.  Carl  Hey  m,  Lehrer  der  Mi- 
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ematik    and    der   Naturwissenschaften    an    der   Thö- 
eisscfaule  zu  Leipzig.  Leipzig.  1850.  8. 

Diese  sehr  deutlich  verfasste  Schrift,  ^ivelche  auf  die  Anweo- 
ng  alles  analytischen  Calculs  verzichtet^  und  sich  bloss  der 
meinen  Arithmetik ,  ohne  natürlich  di^  Decimalbrüche  auszu- 
hflessen,  bedient,  verdient  allen  denen,  welche  sich  über  die 
mannten  Institute  deutliche  Begriffe  verschaffen  wollen,  recht 
hr  empfohlen  zu  werden ,  und  wir  hab^n  dieselbe  mit  Vergnügen 
liesen.  Auch  ist  in  derselben  Alles  durch  Beispiele  belegt  und 
läutert,  und  die  kunigl.  sächs.  Regierung,  sowie  der  Herr  Ver- 
ssef,  verdienen  jedenfalls  Dank,  dass  sie  durch  dieselbe  über 
e  genannten  Institute,  welche  hauptsächlich  von  dem  gewöhnli- 
leren  Handwerkerstande  in's  Leben  gerufen  zu  werden  pflegen 
sd  leider  nur  zu  oft  schlecht  genug  eingerichtet  sind,  richtige 
egriffe  zu  verbreiten  sich  haben  angelegen  sein  lassen.  Da  L^- 
»nsversicherungsanstalten  principiell  von  den  Grabekassen  nicht 
'^sentlich  verschieden  sind,  so  dürfte  das Sehriftchen  auch  denen, 
lf$  über  erstere  sich  einen  klaren  Begriff  verschaffen  wollen,  zur 
leacbtung  zu  empfehlen  sein. 


Oeometrie. 

Geometrische  Aufgaben  von  Miles  Bland.    Nach  der 

ierten   englischen  ^Originalausgabe    für   das    Bedürf- 

iss     deutscher     Lehranstalten*     bearbeitet     von    Dr. 

ugust  Wiegand,     Oberlehrer    an    der   Realschule    zu 

alle.   Mit  434  Figuren.    Halle.    1850.    8. 

. '  Der  Herr  Uebersetzer  hat  sich  durch  die  Verpflanzung  dieser 
t.JEtDgland  sehr  beliebten  Sammlung  geometrischer  Aufgaben 
Beometrical  Problems,  by  Miles  Bland)  auf  deutschen 
öden  ein  Verdienst .  erworben ,  und  das  Buch  verdient  jedenfalls 
[gemeiner  bekannt  zu  werden.  Die  Aufgaben  selbst  sind  mit 
^inerer  Schrift  vorangedruckt,  und  dann  folgen  die  Auflösungen. 
9r  Inhalt  ist  folgender:  Erster  Abschnitt  Gerade  Linien  und 
^nkel.  34  Aufgaben.  Zweiter  Abschnitt.  Gerade  Linien  und 
reise.  100  Aufgaben.  Dritter  Abschnitt.  Gerade  Linien  und 
reiecke.  43  Aufgaben.  Vierter  Abschnitt.  Parallelogramme 
id  Polygone  überhaupt.  50  Aufgaben.  Fünfter  Abschnitt, 
ilfgabeu  über  Transversalen.  47  Aufgaben.  Sechser  Abschnitt. 
)nstructron  von  Figuren  für  sich  sowohl,  als  in  und  um  andere. 
I  Aufgaben.  Siebenter  Abschnitt.  Eigenschaften  der  in  und 
n  Kreise  beschriebenen  Dreiecke.  43  Aufgaben.  Achter  Ab- 
^bnitt.  Quadrate  und  Rechtecke  von  Linien  in  Verbindung  mit 
r^eisen.  39  Aufgaben.  Neunter  Abschnitt.  Construction  von 
reiecken.    46  Aufgaben. 

Die  Losung  der  gestellten  Aufgaben   setzt  nur  die  Elemente 
ukiid's  voraus,  uad  es  wird,   wie  dies  in  l&n^\a\\^  ^V^'KWiWi  ^^- 


I 


biKacfalieb  IkI«  auch  nur  auf  diese  verwipueo.  Die  ResulUle  ii 
aeueren  Geometrie  Bind  nur  mütt^g  benutzt,  wofär  in  Ueutscblul 
iDehrere  andere  neuerlich  ersciiienene  f^chrineti  reichlicbi 
darbieten.  Dans  der  Herr  Uebersctzet  die  bei  dem  ÜrigiDal  li 
findlichen  „  Elemente  der  Trigonometrie"  weg^etassea  bi 
ist  ganz  recht.  Die  „Algebraical  Problems  by  Ulli 
Bland"  sind  früher  »cbnn  von  Herrn  Rector  Ur.  Nagel  Al 
setzt  und   in  diesen  literarischeit  Berichten  angezeigt  nafden. 


O  e  o  d  ä  9  i  e- 


G.  Fuss,  A.  Sawitsch  und  G.Sa 
zur  Ermittelung  des  Höhenunterschiedes 
und  Caspischen  Meere  mit  allerhüchster 
etaltung  der  kaiserlichen  Alcademie  dei 
Jahren  1836  und  1837  ausgeführten  Mesi 
büchern  und  den  Beschreibungen  der  dr 
gestellt  von  Sabler.  Im  Au^^ase  der 
von  W.  Struve.  (Vorangeelellt  ist  de 
stattete  kritische  Bericht  des  Herausgebt 
4.     7  Thlr.  23  Sgr. 

(tVir  holTi'D  Sinter  auf  dietea  wichtige  ' 


bleri  Beschreibung  I 
zivischcn  dem  Schwan 
Genehntigung  auf  Ver 
r  H  IsaeDScbaften    in  i 


ei  Beobachter  i 
Akademie  herausg^ebd 
;r  an  die  Akademie  it"^^ 
!rs.).  Sl.  Petersbui^.li 


Praktische  MeclianlK. 


Der  Bau  d 
■  «tze  des  Gleichgewicl 
tretenden  Kräfte,  um 
Bedürfnisa  ohne  Hilfe 
Rechnung  von  Ferdin 
Insnector  der  k.  k.  G' 
Miaistetium  für  Hand< 
tea.  Mit  7  Kupfcrta 
15  Sgr. 


Kettenbrücken,  begründet  auf  dicCc 
i  der  daltei  in  Wecbselwttkin 
bearbeitet  für  das  praktlifh 
er  Differential-  und  Integl^ 
d  Uoffmann,  Eisenbafan-Bi 
eral-Bau-üirection  im  h.  Ell 
Gewerbe  und  öffentliche  « 
In.      Wien.      1830.    8.      1    TS 


Dieses    nach    Navier's  Rapport    et  M 
popts  suspendus.   Paris-  ]8-i3.,    v 


es  Bur  I 

^ -_    ,      aber  die  höhere  i 

lysis  angewandt  wird,  bearbeitete  Werk  scheint  ein  recht  gv 
namentlich  auch  Praktikern  zu  empfehlendes  Buch  zu  sein,  < 
ches  das  leistet,  was  sein  Titel  verspricht.  Wer  indes»  die  h&bi 
Analysis  und  Mechanik  kennt,  wird  freilich  gerade  bei  die» 
Gegenstände  lieber  nach  einer  deren  Hülfe  in  Anspruch  nehmi 
den  Schrift  greifen,  was  aber  deu  Werlh  der  vorliegenden Setu 
lur  Praktiker  natürlich  keineswegs  beeinträchtigt. 
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O  p  t  i  iL. 

Zwei  weitere  Abheedlaoreii   auA  dem  Gebiete  der 


i^wei  weitere  ADoeBdlaoreii  auA  dem  uesiete  der 
ptik.  L  Deber  die  ABieblder  mOgliebeo  Gesicbts« 
ahrnehmBiigeB.  2.  Versudi  eieer  systematisdieBCla«- 
neation  der  Farbea.  Von  Christiao  Doppler.  Prag. 
U».    4.    12  Sgr. 

Leider  gestatteo  dieae  beiden  lateressanten  AUundlaracB 
,nen  Amszug  hier  nicht  Der  Herr  Verfaaaer  bat  sieb  aber  8»oa 
ircb  so  viele  scharfsinnige  Untersnchongen  auf  demselbea  Ge- 
iste beiuuint  gemacht,  dass  die  Leser  des  Archive  gewiss  nicht 
Dterlassen  werden,  aoch  von  diesen  beiden  mehrfaches  Interesse 
irbletönden  Abhandlongen  nSh^e  Kenntniss  zn  nehmen. 


Physik. 

agnetische  nnd  seographisdieOrtsbestimmangen 
m  5sterreiefaischen  Kaiserstaate,  anseeffihrt  von  Carl 
[reil,  Director  der  k.  k.  Sternwarte  zn  Prag  n.  s.  w.  nnd 
[arl  Fritsch,  k.  k.  Conceptspraktikanten  u.  s.  w. 
weiter  Jahrgang  1847.  Prag.  1849.  4.  2  Thir.  20  Sgr. 

Der  erste  Jahrgang  ist  im  Literar.  Ber.  Kr.  LI.  S.  712.  an- 
zeigt worden.  Der  vorli^ende  zweite  Jahrgang  enthält  Oe- 
erräch  unter  der  Enns,  Steiermark,  Ulyrien,  Küstenland,  das 
netianische  KSniEreich,  Dalmatien. 


Die  Ansdaner  nnd    der  Fieiss    der  Herrn  Verfasser  nehm^ 
isere  vollste  Bewnnderang  in  Anspruch. 


^kmm  wm    -^m  mm  ^^  m    ^    v  ^r  m-^  m^    w  mm   ^   m  m  ^tm   vw    m^  •  ^      •  ^»  ^  ^»    ^^  "  ^m   ^»  ^  ^m  m   w 

bischen  Naturkunde.  Zweite  Abtheilung:  Geoeraphi- 
Ae  Naturkunde  von  Island.  Mit  14  zum  Tbeil  colo- 
rien  Karten  und  Tafeln.  KSnigHberg.  1850.  8.  2  ThIr. 
iSgr. 


Vermischte  Schrifleii« 

Sitzungsberichte    der  Kaiserlichen  Akademie    der 
rissenschaften  zu  Wien.  (S.Liter.  Ber.  Nr. LV.  S. 768.). 

Jahrgang  18Sa    Erste  Abth.    (Jänner.).    S.  3.   Sa^- 
ni;  Deber  den  oea  coldeckteo  Planet»  ftjSHu  *-  S*\WL%.^- 


r 
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tiu:  Veber  Photographie.  —  S.  18.  FritMch:  ResulUte  ao»  i 
Beobachtungen  üher  jene  Pflanzen,  dereo  Hl unien krönen  sich  I 
lieh  periodUch  üffnen  und  schlieseen.  —  8.  ■14.  Stamprer:  i_ 
handlung  Gber  die  Farbeiixersetzung  der  Atmosnhiire.  —  Koller 
Vor! ras  üher  Fellückcr's  Sternkarte.  —  S.M7.  I*  ierre:  Einig 
BeiDerkun^ten  Aber  magnetische  und  diamagnetieche  CrscbeiuiK 
gen.  —  S,  59.  Boue:  lieber  die  Geologie  der  Erdoberfiüche  ii 
Rflcksicht  auf  die  Vertheilung  der  Temperatur,  der  A4-rol»du 
und  der  Uueane.  —  S.  131.  Weisee;  Uebersicht  der  raeteorsl 
i^sehcn  Beobachtungen  an  der  Krakuuer  fjternwarte  während  d< 
Jahres  IH4',I.  - 

(All.    de»     „Sitzangi-Protokiilleii    der    Eur    Leitung  ll 
■ueleiiruluKiauhen   Un  ternehm  en  i     bestellten   0  um  m  idiei 
liebe  irh  für  Lehruna (alten  nnd  nulche.  die  aich  inil  ninfrnetiscbeBUt* 
iichtimgen  bescliAfli);en  wollen, hervor,  das*  in  PrD){  ApparHiezn Tariatl*! 
benbachtungen  für  Declination  und  horiEontalelnlFDailätiiarh  Angabcdadl 
eclon  der  d artigen  Sternwarte,  Herrn  Kreil's,  >u  dem   äiutent  ^oriac 
PreiaeTnnlUUFI.  CM,  (etwa 69,  9  Thir.)  verfertigt  werdita,  welcka  n 
lliiinnien  icharfe  Resultate  zu  liefern  g-eeignet  «ind.     Kerner    wenha 
eiarm  jungen  geiRbichteii  HünitlGr.  Herrn  Niciilaa,  d<:r  lirh  in  La 
melirere  Jahre    mit   der  höheren  Uhrmacberkunst  befatit   und  lieh 
in  Scnftenberg,  weil  er  aich  dnrt  in  der  Nähe  einer  Sternwarte,  die 
für  aeine  Kwcck«  grniae   Viirtheile  gewährt,  befinilet,    ansäasie-  ireii 
htit,     nach    Herrn   Direktor   Kreil'a    tirtheilo   hinlänglirh    gi 
Chronnnieler  zu  dem    änaatrst  geringen  Preiae  von  14U  Fl.  C. 
9T,  9  ThIr.)    angefertigt.      Je    mehr    die   Verbreitung    biar«* 
gebender  Cbrnnometer  unter  allen,  die  aicti  mit  geaaue  2eil , 
gen  erfordernden  Beebachtnngen  beathäfligen ,     lu   vüiwcbeo 
Diehr  verdienen  aiilcbe  Gclogenheilen  .    durrh  nelobe  i 
einer   guten  Uhr   ^elanjcen   kann,    bckunat  gemaeht    n 
werdenn  namenllicti  anch  Lehranatal len ,   aellitl  sehen  i 
Uulerriehlk  negen.     Und    der  Preia    vnn    97.»  Ttilr.    ist'ja 
deaa   man   fast   so  viel   Hchoo  für  eine  gute  Tascheauhr  aiM^ 
Auf  den  leeren  Tand  eine*  goldenen  GehäuBM  werden  Mathcraäl  ,,^ 
Phjaikor   gewias   gern    verzichten,     wenn   sie    nur   in  dem   Heaiue"ri 
guten,  den  an  einen  Cbrimnnieler  «u  machenden  Ansprnt^heii  ^enügM 
Werks  sich  befinden,    wubci  wir  viirauMelien ,   dm«  die  vun  Hoira  Ni4 
celas   rerfertigten   Cbninameter  Taachenchronnineter    (keine   I 
chrenniueter)  aind,    wni  a.  a.  O.  niebt  hBionden  bemerkt  i^'      "- 
rectur  Kr  ei  1  an  der  StcrntFarte  in  Prag  wird  getriaa  die  Hi 
Prüfung  vor  der  Abaendung  gern  übernohnien ,    wenn    man    sich  dM 
an  ibii  wendet.     Wir  haben  uua  ter|itlichtet  gehallen,  das  Archiv  s 
nuIxEn,  daa  Üliige  zur  Kenntnisa  aciner  Leser  lu  brii^en ,  and  des 

diese   acbiine  Gelegenheit,    sich   auf  sehr  wohlfeile  Weite  in  den  i^ 

giitrr  Instrumente  zu  setzi-n,  zu  cmiifehlen.  ^^9 

Jahrgang    1850-     Erste    Abth.     (Febi 
Stampl'er:   lieber  das  neue  Planimeter  des  Ingenieur»  Caaii^ 
Wetli  zu  Zürich.  (Wirmiissen  alle  Gend.iten  auf  diesen  in  jd 
Beziehung  hüchat  lehrreichen  Aufsatz  des  U«miProf.   ■^'"  — ' 
dringend  aiirmerkfiaio  machen,    weil  in  demselben  da» 
Caspar  'Wetli    in  Zürich  neuerlich  erfundenej    sehr  »mim 
duBsedacbte  Planimcter.    ein  Instrument   Kur  leichten  Ennitt« 
des  Flächeninhalts  gegebener  Figuren,  sehr  gründlich  untersodl 
und  in   Folge  die&et  (JnleTgucWu^   ttlT  den  i>raktischen  Gelmitd 
bringend    empfohlen    w\id.    Vvw  a\W  lÄa&vft\\\aW»,Ki\  \¥3i.  &\ic«e8  bim 
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rument  noch  besonders  in  sofern  höchst  interessant,  weil  das- 
Jbe  eigentlich  ein  allgemeines  mechanisches  Hülfsmittel  zur 
ichten  Ermittelung  des  Werths  des  bestimmten  Integrals 

ydx=  j    f(x)hx 


irbietet.  Der  Werkmeister  Herr  C.  Starke  am  polytechnischen 
istitute  zu  Wien  bat  in  Gesellschaft  mit  Herrn  Wetli  ein  Pri- 
iegium  a^r  die  Verfertigung  solcher  Planimeter  im  Bereiche  des 
sterreichischen  Kaiserstaates  erworben ;  der  Preis  ist  aber  in  dem 
ufsatze  des  Herrn  Professor  Stampfer ^  den  wir  nach  von  Sei- 
tn  des  Herrn  Verfassers  erhaltener  Erlaubniss  den  Lesern  des 
tchivs  künftig  vollständig  mitzutheilen  hoffen,  nicht  angegeben. 
Mienfalls  verdient  die  schone  und  sinnreiche  Idee,  aus  welcher 
läse  neue  Erfindung  hervorgegangen  ist:  nämlich  das  Integral' 


/h  ph 


I  aJler  Strenge  mechanisch  darzustellen,  alle  Aufmerk- 
imkeit,  und  das  Instrument  selbst  die  dringendste  Empfehlung 
id  weiteste  Verbreitung;  denn  Jeder,  wer  sich  irgend  mit  prak- 
lehen  geometrischen  Arbeiten  zu  beschäftigen  Gelegenheit  oder 
eranlassung  hatte,  weiss,  wie  zeitraubend  und  mühselig  die 
ächenberechnung  ist,  wenn  der  Plan,  auf  welchem  dieselbe  vor- 
momnien  werden  niuss,    nur   einigerniassen  gross  und  complicirt 

AIs  besonderes  Werk  ist  den  Sitzungsberichten  der  Kaiser- 
;hjen  Akademie  die  folgende  ziemlich  umfangreiche  Schrift  (209 
^Iten  mit  einer  grossen  Anzahl  von  hauptsächlich  Abbildungen 
•11   Instrumenten  eothaltenden  Figurentafeln)  beigegeben: 

Entwurf  eines  meteorologischen  Beobachtungs- 
j^stems  für  die  österreichische  Monarchie.  Mit  15  Ta- 
In.  Nebst  einem  Anhange,  enthaltend  die  Beschrei- 
xii^  der  an  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Prag  aufgestell- 
\tk  Autographen-Instrumente:  Windfahne,  Winddruck- 
esser, Regen-  und  Schneemesser.  Mit  2*  Tafeln.  Von 
arl  Kreil,  Director  der  k.  k.  Universitäts-Sternwarte 
aPrag.    Wien.    1850.    8.^ 

In  Verbindung  mit  dem  in  dem  3ten  Hefte  der  Sitzungs- 
srichte  (S.  58.  — ö.  95.)  abgedruckten  Aufsatze  desselben  Herrn 
ts^  finden  die  Leser  des  Archivs  in  dieser  Schrift  eine  höchst 
brreiche  Anleitung  zu  allen  Arten  meteorologischer  und  magne- 
scher  Beobachtungen,  so  wie  auch  zu  den  damit  zu  verbinden- 
en  astronomischen  Beobachtungen  in  Betreff  der  Bestimmung 
er  Zeit,  der  Breite  und  des  Azimuths,  so  dass  wir  allen  denen, 
eiche  sich  mit  derartigen  Beobachtungen  zu  beschäftigen  die  Ab- 
icht  haben,  jetzt  in  der  T  hat  keinen  besseren  Wegweiser  empfeh- 
fn  können  als  die  vorliegende  Schrift,  welcher  die  weiteste  Ver- 
reitun^   in  jeder  Beziehung  sehr  zu   wüiisdÄ^w  \%\..    Wx^  Vä.%^^ 


jre 


Gsde«  ta  derMlben  die  Beobachbingen ,  wel^e  ri«  i 
Ihrer  Thfitigkeit  zu  ziehen  hahen,  DamhaFt  gemacht,  i 
liehen  Inntrumente  (unter  denen  viele  neue  sinnreich  i 
sich  betinilen,    was   namentlich  auch  von  den  Au(ogra{i 
nienten  gilt)    aämnitlich    sehr  genau    beschriehei 
die   besten  BeobachtunKsmetboden ,    die  ani  meisten  l, 
■enden  Berecbnunssmethoden  deutlich  auseinanderj^esetij 
es  nijtbig  ist,    vollständig  analytisch    entivickelt, 
auch    eine   Sammlung  sehr  zneckmässijier,    die  Rj 
zeuder  Tafeln.     Man  hat  sich  daher  nicht  etna  dei 
iiung,    die    vielleicht  durch   den   Titel    veranlasst  i 
hinzugeben,  als  wenn  diese  Schrift  bloss  für  den  i     . 
Kaiserstaat  vrichtig  und  interessant  wäre;  keinesn-egs 
Fall,  sie  ist  vielmehr,    wie  schon  bemerkt  tvordea  ist,  _ 
allgemeine    sehr    vollstflndige    und    deutliche  AaWeisung  i 
Stellung  aller  Arten  meteorologischer  und  masnetischer  Bi 
tungen ,    so    wie   auch   zu  den   damit  nothnendig  zu  verbindH 
astronomischen    Beobachtungen,    der    eben  deshalb    die  ««tl 
Verbreitung  unter  Allen,  die  mit  Erfolg  sich  tnitdergleicheuBl 
achtungen  beschäftigen  ivollen,    sehr  zu  wünschen  ist. 

The  Cambridge  and  Dublin  matheraatical  Joat4 
Edited  by  W.  Thomson,  M.  A.,  F.  R.  S.  E.  Vergl.'"^ 
Bericht.  Nr.  UV.    S.  760. 

No.  XXlll.    On  the  meaning    of  the  Equation  V^=P 
Ü  and    y  are  Products  of  n  Liuear  Functions    of  two  Vi 
By   Rev,  Thomas   P.   tCirknian.    -    On  cerlain  Propf 
Surfaces  of  the  Secood  Order.  Bv  John  V.  Rutledge. 
blem  lespectine    Polygons    in  a  Plane.     By    Robert   M»tL 
Notes  on  the  Preceding  Paper.    By  William  ThomaoiL-J 
tension  oF  the  word  Area.  By  Professor  De  Morgan.  — ft 
Potential  of  a  cloKed  Galvanic  Circuit  of  any  Form.  By  flilll 
Thomson.  -   Note  on  a  Family  of  Curves  of  the  Fourtt  W 
By    Arthur    Cailey.  —    On   the   Developable  derived  fnl 
Equation  of  the  Fifth  Order.  By  Arthur  Cailey.—  On  lW( 
ditiona  thal  an  Eifuatinn  should  have  Equal  Roots.    Note  kf 
Salraon.  —    On  the  General  Equations    of  tieodesic  lA«fi 
Lines    of  Curvature   on  Surfaces.     By   Benjamin   DickBpl 
Notes   on   Molecular   Mechanics;    1.   On  the  General  Eqnttloi 
Motion.  By  Rev.  Samuel  Haugliton.  —  Theorem  on  I' 
drature  of^ Surfaces.    By  Rev.  .lohn  H.  Jelletl.  —   On 
rem    in    Corifocal  Surtaces   of   the   Secood   Order.     By  R\i 
Townsend.   -     Matheniatical   Notear    I.   On   a  Theorem  il 
Hearn's  Paper   (vol,   IV.  p.  '269,).     II.  Theorenies  sur  l'inttif 
de  l'equatiari 

Par   C.  J.  Malmst en.     III.  Analytical   Tborem   concerning  t 
gons.     By.  W.  Walton. 
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